Online ladapakolas

1. Ladapakolasi modellek

A ladapakolasi probléméban inputként targyak egy sorozatat kapjuk meg, ahol
az i-edik targyat a mérete hatarozza meg, ami egy a; € (0, 1] érték. Célunk a
targyak elhelyezése a lehets legkevesebb egység méretid ladaba. Forméalisabban
megfogalmazva a targyakat olyan csoportokba akarjuk osztani, hogy minden
csoportra a benne levs targyakra a | a; <1 feltétel teljesiiljon.

Ebben a részben az online ladapakolasi problémat vizsgaljuk, amely pro-
bléméban az algoritmusnak az i-edik targyat az aq,...,a; értékek alapjén kell
elhelyezni a tovabbi targyakra vonatkozé informaciok ismerete nélkiil. Az on-
line algoritmusok hatékonysagat elméleti szempontboél két modszerrel szokés
vizsgélni. Az &atlagos eset analizis soran feltételeziink valamilyen tipusa elosz-
last a targyak méretérsl és a hasznalt 1adak varhato szamat vizsgaljuk. A masik
megkozelités a versenyképességi analizis, amely egy legrosszabb esetkorlat. Eb-
ben a jegyzetben ez utébbi modszert hasznaljuk, ezért az alabbiakban megadjuk
a pontos definici6t.

A ladapakolasi problémak elemzésére a versenyképességi hanyados helyett az
aszimptotikus versenyképességi hanyadost vizsgaljak. (Az {itemezés esetén hasz-
nélt fogalmat a legtobb ladapakolasi modellben nem vizsgaljik, ha igen akkor
abszolut versenyképességi hanyadosnak hivjak.) Egy A algoritmus aszimptoti-
kus versenyképességi hanyadosa (RY) a kovetkezd formuldkkal definidlhato:

" = max{A(L)/OPT(L) | OPT(L) = n}

RY = limsup RY}.
n—oo

Az aszimptotikus hényados 6 tulajdonsiga az, hogy azt vizsgalja, miként
viselkedik az algoritmus akkor, ha az input mérete nagy, azaz ha az optimaélis
koltség végtelenhez tart. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus szabadon helyezheti
el a kezdeti elemeket a listarol.

A fentiekben definialt ladapakolasi probléméanak szamos valtozata, &l-
talanositasa van. Az alabbiakban megemlitiink néhanyat. A ladapakolasi pro-
bléma harom kiil6nb6z6 modon altaldnosithaté tobb dimenziéra. Az elsG al-
talanositéds a vektorpakolas, amelyben a targyak d-dimenziés vektorok és ugy
kell elpakolni 6ket, hogy minden ldddban minden koordinatira az ott szerepld
értékek Osszege ne legyen nagyobb 1-nél. A masodik altaldnositas a dobozpa-
kolas, ahol tobbdimenziés dobozokat kell pakolni tobbdimenziés egységladakba.
Végill a harmadik altalanositas a sdvpakoléas, ahol egy egységnyi széles savba
pakolunk targyakat és célunk, minimalizalni a hasznalt magassagot. Fontos még
megemliteniink a ladafedési problémat, amelyben célunk, hogy a targyakkal a



lehets legtobb ladat toltsiik legalabb egységnyi mérettire. Ezeket a modelleket
itt nem targyaljuk, részletek talalhatok a [1] attekint6 dolgozatban.

2. Az NF algoritmus, helykorlatos algoritmusok

Erdemes még megemliteniink azt a modellt, amelyben az egyidében nyitott
ladak szama korlatozott. Ez azt jelenti, hogy amennyiben a nyitott ladak szama
elér egy k-korlatot, akkor ezt kovetGen csak akkor nyithatunk aj ladat, ha az
eddig nyitott ladak valamelyikét bezarjuk, ami azt jelenti, hogy tobbet nem
hasznalhatjuk. Ha a nyitott ladak szadma csak egy lehet, akkor az egyetlen
algoritmus, amely hasznalhat6 a kévetkezé NF algoritmus:

NF algoritmus: Amennyiben a targy elfér a nyitott ladaban tegyiik oda!
Ellenkez& esetben zarjuk be a nyitott ladat, nyissunk egy 4j ladat és tegyiik
abba a targyat!

Tétel Az NF algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa 2.

Bizonyitds Vegyiink egy tetszGleges o targysorozatot. Jeldlje n az NF algo-
ritmus altal hasznalt 1adék szamat, tovabba legyen S;, ¢ = 1,...,n az i-edik
ladaban levé targyak méreteinek sszege. Ekkor S; +.S;+1 > 1, hiszen ellenkez§
esetben az i + 1-edik lada els6 eleme elfért volna az i-edik ladaban, ami ellent-
zege legalabb |n/2]. Masrészt az optimaélis offline algoritmus sem rakhat 1-nél
tobb Gsszméret targyakat egy ladaba, igy azt kapjuk, hogy OPT (o) > |n/2].
Ez azt jelenti, hogy

NF(o) n
OPT (o) ~ |[n/2]

Masrészt ha n tart végtelenbe, akkor 1/|n/2] tart a 0-hoz, amivel igazoltuk,
hogy az algoritmus aszimptotikusan 2-versenyképes.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus aszimptotikus versenyképességi
hanyadosa legalabb 2. Ehhez tekintsiik minden n-re a kdvetkezs o, soroza-
tot. A sorozat 4n targybol all, a 2i — 1-edik targy mérete 1/2, a 2i-edik targy
meérete 1/2n, ahol ¢ = 1,...,2n. Ekkor az NF algoritmus az i-edik ladéba a
2i — 1-edik és a 2i-edik targyat teszi, és NF(o,) = 2n. Az optimalis algorit-
mus az 1/2 méretid targyakat parositja, és a kis targyakat egy tovabbi ladaba
teszi, igy OPT(0,) = n + 1. Mivel NF(0,)/OPT(c,) =2 —2/(n+1) a 2
értékhez konvergal, ha n tart végtelenbe, ezért igazoltuk, hogy az algoritmus
aszimptotikus versenyképességi hanyadosa legalabb 2. O

<2+1/|n/2).

Itt érdemes megemliteniink, hogy amennyiben egynél t6bb (de korlatozott
szamu) lada lehet nyitva, az NF algoritmusnél jobb algoritmusok is ismertek. A
jelenlegi legjobb algoritmusok a harmonikus algoritmusok csaladjaba tartoznak,
ahol az alapdtlet az, hogy a (0, 1] intervallumot részintervallumokra osztjuk, és
minden targynak az az intervallum lesz a tipusa, amely intervallumba a mérete
esik. A kiilonb6zé tipusa targyakat kiilonbozé 1ladakba pakoljuk, az algoritmus



parhuzamosan alkalmaz egy-egy NF algoritmust az egyes tipusokhoz tartozo
targyakra.

3. Also6 korlatok on-line algoritmusokra

Ebben a részben azt vizsgaljuk, miként taldlhatunk &altalanos als6 korlatokat
a lehetséges versenyképességi hanyadosokra. Els6ként egy egyszerid als6é kor-
latot tekintiink, ezt kdvetGen megmutatjuk miként altalanosthaté a bizonyités
alapgondolata egy altalanos modszerré.

Tétel Nincs olyan online algoritmus a lddapakoldsi problémdra, amelynek
az aszimptotikus versenyképességi hinyadosa kisebb, mint 4/3.

Bizonyitdas: Legyen A egy tetszéleges online algoritmus. Tekintsiik tar-
gyaknak a kovetkez6 sorozatat. Legyen e < 1/12 és Ly egy n darab 1/3 4+ ¢
méretd targybol allo sorozat, Lo pedig n darab 1/2 + ¢ méretd targybol allo
sorozat. Els6ként az algoritmus megkapja az Lq listat. Ekkor az algoritmus
bizonyos lddakba két targyat tesz, bizonyos ladédkba egyet. Jeldlje k& azon
ladak szamat, amelyek két targyat tartalmaznak. Ekkor az algoritmus koltsége
A(L1) = k+n—2k =n — k. Masrészt az optimalis offline algoritmus minden
ladaba két targyat tesz, igy a koltség OPT(L1) = n/2. Amennyiben ugyanez
az algoritmus az LiL, Osszetett listat kapja, akkor az els6 részben szintén k
ladat hasznal két targynak. (Az online algoritmus nem tudja, hogy az L vagy
az L1Ly lista alapjan kapja a targyakat.) Kovetkezésképp az 1/2 + & méreti
targyak koziil csak n — 2k darabot péarosithat az el6z6 targyakhoz a tobbihez
mindhez j ladat kell nyitnia. Tehat A(L1Ls) > n—k+ (n—(n—2k)) =n+k.
Maszrészt az optimalis offline algoritmus minden ladéba egy kisebb, 1/3 + ¢
meéretd és egy nagyobb, 1/2 4 ¢ méretd targyat tesz, igy OPT(L1Ls) = n. Ko-
vetkezésképpen azt kapjuk, hogy az A online algoritmusra van olyan L lista,
amelyre

A(L)JOPT(L) > max{%_k ntk

>4/3.
R L
Masrészt a fenti hanyadosokban az OPT(L) érték legalabb n/2, ami tets-
z6legesen nagynak valaszthato. Igy a fenti egyenlétlenségél adodik, hogy az
A algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa legalabb 4/3, amivel a
tétel allitasat igazoltuk. m|

A pakolasi mintak modszere

A fenti bizonyitas alapotlete, hogy egy hosszabb targysorozatot (a fentiekben
Ly L) vesziink és az algoritmus viselkedésétdl fliggSen valasztjuk ki azt a kez-
ddszeletét a sorozatnak, amelyre a koltségek hdnyadosa maximalis. Természetes
gondolat a bizonyitasban hasznalt sorozatnal bonyolultabb sorozatot hasznalni.
Tobb also korlat sziiletett kiilonb6z6 sorozatok felhasznélaséval. Masrészt a
sorozatok elemzéséhez sziikséges szamitasok egyre bonyolultabbak lettek. Az



aldbbiakban megmutatjuk miként irhaté fel a sorozat elemzése vegyes egés-
zértéki programozasi feladatként, amely lehetévé teszi, hogy az alsd korlatot
szamitogép segitségével hatarozzuk meg.

Tekintsiik a kdvetkezs targysorozatot. Legyen L = LiL,... Ly, ahol L;
n; = a;n egyforma meéretd targyat tartalmaz, amelyek mérete a;. Amennyiben
egy A algoritmus C-versenyképesség, akkor minden j-re teljesiilnie kell a

. A(Ly...Lj)
> e
¢ = limsup & L)
feltételnek. A fentiekben tekinthetjiik azt az algoritmust, amelyre az altalunk
adhato als6 korlat minimélis, igy célunk az

A(Ly...Lj)
nno OPT(Ly...L;)

érték meghatéarozasa, amely érték egy als6 korlat lesz a versenyképességi hanya-
dosra. Ezen érték meghatarozhaté egy vegyes egészértéki programozasi feladat
optimumaként. A feladat megadésahoz sziikségiink van a kovetkezs fogalmakra.

Egy tetszoleges ladara a lada tartalma leirhaté a lada pakolasi mintajaval,
amely azt adja meg, hogy az egyes részlistakbol hany elemet tartalmaz a lada. A
pakoldsi minta egy k-dimenzios vektor (p1,...,px), amelynek a p; koordinatéaja
azt adja meg, hany elemet tartalmaz a lada az L; részlistabol. Pakolasi minta

R = min gmax;_;

.....

olyan nemnegativ egész koodinataja vektor lehet, amelyre a 2521 a;p; <1 fel-
tétel teljesiil. (Ez a feltétel azt irja le, hogy a minta altal leirt targyak valoban
elférnek egy ladaban.) Osztalyozzuk a lehetséges mintak T halmazéat a kovet-
kezSképpen. Minden j-re legyen T, azon mintdk halmaza, amelyeknek az els§
pozitiv egylitthatoja a j-edik. (Egy p minta a T; halmazba keriil, ha p; = 0
minden ¢ < j esetén, és p; > 0.)

Most tekintsiik az A algoritmus altal kapott pakolast. Az algoritmus minden
ladat valamely pakolasi minta alapjan toltott meg, igy az algoritmus altal kapott
pakolas leirhaté a pakoldsi mintak segitségével. Jelolje n(p) minden p € T
esetén azon ladédk szamét, amely laddkat a p mintanak megfelel6en pakolt az
algoritmus.

Vegyiik észre, hogy egy lada, amely egy a T; osztalyba es6 mintanak meg-
felelgen lett megtoltve az els6 elemét az L; részlistabdl kapja. Kovetkezésképpen
azt kapjuk, hogy az algoritmus altal az L ... L; részlista pakolasa soran kinyi-
tott ladak szama a kévetkezSképpen adhatd meg az n(p) értékekkel:

ALy .. L) => Y nlp).

i=1 peT;

Tehat egy adott n-re a keresett A értéket a kiovetkezd vegyes egészértéki
programozési feladat megoldasaval szamithatjuk ki.



Min R

> per Pin(p) = ny, 1<j<k
I Y er,np <R-OPT(Ly ... L;), 1<j<k
n(p) € {0,1,...}, peT

Az els6 k feltétel azt irja le, hogy az Osszes targyat el kell helyezniink a
ladakban. A méasodik k feltétel az irja le, hogy az R érték valoban nem kisebb,
mint az algoritmus koltségének és az optimalis koltségnek a hdnyadosa a vizsgalt
részlistdkra. Az LyLo ... L lista alapjan a pakolasi mintdk T halmaza és az
optimdlis OPT(L; ... L;) értékek meghatérozhatok.

A probléméaban a valtozok igen nagy értékeket vehetnek fel és a valtozok
szdma is nagy lehet, ezért a probléma helyett a linearis programozasi relaxaciot
szokés tekinteni. Tovabba a megoldéast azon feltétel mellett kell meghataroz-
nunk, hogy n tart a végtelenbe, és ezen feltétel mellett az egészértéki feladat és
a relaxécié ugyanazokat a korlatokat adjak.

Az eljarast megfelelGen vilasztott listakra alkalmazva kaptak meg a jelen-
leg ismert legjobb alsé korlatot, amely azt mondja ki, hogy nincs olyan online
algoritmus, amelynek kisebb a versenyképességi hanyadosa, mint 1.5401. Ezen
tétel részletes bizonyitasa, a modszer részletesebb targyalasa egyéb ladapakolési
alkalmazasokkal megtalalhato a [4] doktori disszertacioban.

4. Az FF algoritmus, a sulyfiiggvény technika

Ebben a részben egy moédszert mutatunk be, amely gyakran hasznélt a ladapa-
kolasi algoritmusok analizise soran. A moédszert az FF (First Fit) algoritmuson
mutatjuk be. Az FF algoritmus az NF algoritmus tovabbfejlesztett valtozata,
arra az esetre, amelyben nincs korlatozva a nyitott ladak szdma.

FF Algoritmus: A targyat a legkordbban kinyitott ladaba tessziik ahol
elfér. Ha nem fér el egyik laddban sem, kinyitunk egy aj ladat és abba rakjuk.

Itt definidljuk a hasonlé elven miik6dé BF Best Fit algoritmust.

BF Algoritmus: A targyat a legnagyobb Ossztoltéssel rendelkezd ladaba
tessziik ahol elfér. Ha nem fér el egyik ladaban sem, kinyitunk egy 1j ladéat és
abba rakjuk.

A FF algoritmusra teljesiil a kdvetkezd allitas.

Tétel Az FF algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa 1.7.

Bizonyitds: Mivel ezen rész {6 célja a sulyfiiggvény technika bemutatésa,
ezért pusztan azzal a résszel foglalkozunk, amely azt igazolja, hogy az algoritmus
aszimptotikusan 1.7-versenyképes. A korlat élességének bizonyitésa megtalal-
hato a [3] dolgozatban. A bizonyitas alapdtlete a sulyfiiggvény technika, amely
azt jelenti, hogy minden targyhoz egy silyt rendeliink, amely azt adja meg vala-
milyen értelemben, hogy mennyire sok helyet foglalhat el a targy egy pakolasban.
A targyaknak vesziik az 6sszsulyat, és ezen érték segitségével becsiiljiik mind az
offline és az online célfiiggvények értékét. Definidljuk a kovetkezs sulyfiiggvényt:



6x/5, ha0<z<1/6
9z/5—1/10, hal/6 <z <1/3
62/5+1/10, ha1/3 <z <1/2
6x/5+2/5, hal/2<u.

A térgyak egy tetszéleges H halmazéra legyen w(H) =}, w(a;). Ekkor
a sulyfiiggvényre teljesiilnek az aladbbi allitasok.

Lemma Amennyiben tdirgyak egy H halmazdra teljesil, hogy >, a; < 1,
akkor ezen tdrgyakra w(H) < 17/10.

w(x) =

Lemma Tdrgyak tetszéleges L listdjira w(L) > FF(L) — 2.

Bizonyitdas: Mindkét lemma bizonyitdsa azon alapul, hogy eseteket kiilon-
boztetiink meg a targyak méretétdl fliggden. A bizonyitasok hossziak és sok
technikai részletet tartalmaznak, ezért jelen jegyzetben az bemutatésuktoél elte-
kintiink. Az érdekl6ds olvasé megtalalhatja a részleteket a [3] cikkben. O

A lemmék alapjan konnyen igazolhatd, hogy az algoritmus aszimptotiku-
san 1.7 versenyképes. Tekintsiik targyaknak egy tetszéleges L listajat. Mivel
az optimalis offline algoritmus el tudja pakolni a lista elemeit OPT (L) ladaba
igy, hogy minden ladaba a targyak meéreteinek Osszege legfeljebb 1, ezért az
els6 lemma alapjén w(L) < L OPT(L). Masrészt a mésodik lemma alapjan
FF(L) — 2 < w(L), igy azt kapjuk, hogy FF(L) < XOPT(L) + 2, amib¢l
kovetkezik, hogy az algoritmus 1.7-versenyképes. a

Erdemes megjegyezniink, hogy szdmos az FF algoritmusnal jobb algorit-
mus keriilt kifejlesztésre. A jelenleg ismert legjobb algoritmus aszimptotikus
versenyképességi hdnyadosa 1.5888.

5. Tobbdimenzids valtozatok
5.1. On-line savpakolas

A sdvpakoldsi feladatban téglalapok egy halmaza adott a szélességiikkel és ma-
gassagukkal, és a célunk az, hogy ezeket a téglalapokat elhelyezziik forgatasok
nélkiil egy fiiggsleges w szélességl savba ugy, hogy minimalizaljuk a felhasz-
nélt rész magassagat. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a targyak magassaga
legfeljebb 1. Altaldban az iitemezés megosztott erdforrasokkal két dimenziot
eredményez, az erGforrast és az id6t. Ebben az esetben tekinthetjiik a szélessé-
get a felhasznalt eréforras nagysiganak, a magassigot pedig a felhasznélt idG-
nek, igy célunk a felhasznalt id6 minimalizildsa. A feladat on-line valtozatat
vizsgaljuk, ahol a téglalapok egy listarol érkeznek, és a megérkezett téglalapot
el kell helyezniink a fiigg6leges savban a tovabbi téglalapokra vonatkozoé ismere-
tek nélkiil. Az on-line savpakolasi feladatra kidolgozott algoritmusok tébbsége a
polc algoritmusok csaladjaba tartozik. az aldbbiakban ezt az algoritmuscsaladot
ismertetjiik.



PoLc algoritmusok

Egy alapvetd modszer a téglalapok pakoldsara az, hogy polcokat definidlunk
és a téglalapokat ezekre a polcokra helyezziik el. Polcon a feltoltendd sdvnak egy
vizszintes részét értjiik. A POLC algoritmus minden téglalapot egy polcra helyez.
Miutén az algoritmus kivalasztotta azt a polcot, amely a téglalapot tartalmazni
fogja, az algoritmus a téglalapot elhelyezi a polcon annyira balra, amennyire le-
hetséges a mar a polcon levs egyéb téglalapok atfedése nélkiil. Tehét a téglalap
érkezése utan az eljarasnak két dontést kell hoznia. Az els§ dontés az, hogy
az eljaras kialakit-e egy 1j polcot vagy sem. Ha 1j polcot alakitunk ki, meg
kell hataroznunk a polc magassagat is. Az Gjonnan kialakitott polcokat mindig
az el6z6 polc tetejére helyezziik, az elsé polc a sav legaljan van. A maéasodik
dontés, hogy az algoritmusnak ki kell valasztani azt a polcot, amelyre a téglala-
pot helyezi. A tovabbiakban akkor mondjuk, hogy egy téglalap elhelyezhetd egy
polcon, ha a polc magassaga nem kisebb a téglalap magassaganal és a polcon
elég hely van ahhoz, hogy a téglalapot elhelyezziik rajta.

Egy eljarast vizsgalunk részletesen a fenti feladat megoldasara. Ez az al-
goritmus a Baker és Schwarz &altal 1983-ban kifejlesztett NFS,. algoritmus. Az
algoritmus egy r < 1 paramétertdl fiigg. Az algoritmus minden j-re legfeljebb
egy 77 magassigi aktiv polcot tart fent és egy targy érkezése utdn a kovetkezs
szaballyal definialhatjuk.

A p; = (wy, hy;) téglalap érkezése utan valasszunk egy olyan k értéket, amely-
re teljesiil, hogy 7**1 < h; < r*. Amennyiben van r* magassagu aktiv polc,
és a téglalap elhelyezhetd ezen a polcon, akkor helyezziik el. Ellenkezs esetben
alakitsunk ki egy 4j r* magassagu polcot, helyezziik el a téglalapot rajta, és a
tovdbbiakban legyen ez a polc az r* magassagi aktiv polc (ha volt korabbi aktiv
polc, azt lezarjuk).

példa Legyen r = 1/2. Legyen az els§ targy mérete (w/2,3/4). Ez a targy
1 magassagi polcra keriil. Ekkor létrehozunk egy 1 magassagu polcot a sav
legaljan, ez lesz az 1-magassagu aktiv polc, és ennek a polcnak a bal sarkéra
helyezziik el a targyat. Legyen a kovetkez6 targy mérete (3w/4,1/4). Ez a targy
1/4 magassagu polcra keriil. Mivel nincs ilyen aktiv polc, ezért létrehozunk
egy 1/4 magassagi polcot az el6z8 1 magassagu polc tetején, ez lesz az 1/4
magassigu aktiv polc, és ennek a polcnak a bal sarkara helyezziik el a targyat.
Legyen a kovetkez§ targy mérete (3w/4,5/8). Ez a targy ismét 1 magassagu
polcra keriil. Mivel az 1 magassaga aktiv polcon nem fér el, ezért azt lezarjuk,
és létrehozunk egy 1j 1 magassagu polcot az el6z6 1/4 magassagu polc tetején,
ez lesz az 1 magassagu aktiv polc, és ennek a polcnak a bal sarkara helyezziik
el a targyat. Legyen a kovetkez$ targy meérete (w/8,3/16). Ez a targy 1/4
magassagu polcra keriil. Az 1/4 magassédga aktiv polcon még elfér a targy,
ezért arra polcra rakjuk, annyira balra, amennyire lehetséges a masodik targy
mellé.

NFS, versenyképességére igazak az alabbi allitasok.

Tétel Az NFS,. algoritmus (% +
aszimptotikusan 2/r-versenyképes.

ﬁ)""e”@nﬂképes. Az NFS, algoritmus

r(l—r



Bizonyitds Tekintsiik téglalapoknak egy tetszéleges L listajat, jeldlje H a
legmagasabb téglalap magassagat. Mivel ekkor OPT (L) > H teljesiil, ezért a
tétel allitasanak igazolasdhoz elegendd belatnunk, hogy erre a sorozatra

NFS, (L) <2/rOPT(L)+ H/r(1 —r).

Jelolje H 4 az L lista végén az aktiv polcok dsszmagassagat, Hz pedig a tobbi
lezart polcok Osszmagassagat. Els6ként vizsgéaljuk az aktiv polcokat. Jelolje
h a legmagasabb aktiv polc magassagit. Ekkor az aktiv polcok magassigai
a hr® értékeket vehetik fel és minden i-re legfeljebb egy aktiv polc van hr?
magassaggal. Tehat az aktiv polcok Osszmagassigara

HAShZTZZ =
=0

Masrészt a H > rh egyenl6Gtlenségnek is teljesiilnie kell, hiszen kiilénben a leg-
magasabb téglalap is elfért volna a legfeljebb rh magassagi polcokon és nem
nyitottuk volna meg a h magassagt polcot. Kovetkezésképpen Hy < H/r(r—1).
Most vizsgaljuk a lezart polcokat. Vegyiik egy tetszéleges i-re a hr' ma-
gassagu polcokat, jelolje ezeknek a szamét n;. Minden ilyen lezart S polcra
a kovetkez6 S’ polc els6ként egy olyan elemet tartalmaz, amely mar nem volt
elhelyezhets, igy a két egymast kdvets polcra az elhelyezett téglalapok teljes
szélessége legalabb w. Masrészt a hr' magassagt polcokon minden targy ma-
gassaga legalabb hriT! hiszen egyébként a targyat egy kisebb magassagi pol-
cra helyeznénk. Tehat parositva a lezart polcokat és hasznédlva az aktiv hrt
magassagu polcot is, ha a lezart polcok szama péaratlan, azt kapjuk, hogy az
ilyen polcokon elhelyezett targyak osszteriilete legalabb wn;hrit!/2. Kévet-
kezésképpen az Osszes téglalapnak az Osszteriilete legalabb Z;’io wn;hrttl /2,
igy OPT(L) > Y72 nhritt/2. Masrészt a lezért polcok Osszmagassiga
Hy =72 nihr', igy azt kaptuk, hogy Hz < 20PT(L)/r. Mivel NFS,.(L) =
Hs + Hy, ezért a fentiek alapjan adodik a kivant egyenlGtlenség. m]
A fenti algoritmuson kiviil tovdbbi polc algoritmusokat is vizsgéltak a fe-
ladat megoldasara. A fenti algoritmus alapgondolata, hogy az egyes polctipu-
sokat ladaként fogjuk fel, és az adott polctipushoz rendelt targyakat az NF
ladapakolasi algoritmussal helyezziik el. Természetes gondolat mas lddapakolési
algoritmusok hasznalata. A jelenlegi legjobb polc algoritmust Csirik és Woe-
ginger fejlesztették ki 1997-ben, amely algoritmus a harmonikus ladapakolési
algoritmust hasznélja az adott polctipusokhoz rendelt targyak elhelyezésére.

5.2. On-line savpakolas nyajthatd targyakkal

Amennyiben a savpakolasi feladattal azt az eréforras allokdcios probléméat mo-
delleziik, amelyben a targyak szélessége az erGforrasigény a targyak magassiaga
az id6, akkor hasznalhatjuk azt a valtozatot, amelyben a targyak mérete nem
fix, hanem az egyes targyakat megnyujthatjuk a teriiletiiket fixen hagyva (ld
[2]). Ebben a részben az egyszeriibb targyalas érdekében feltessziik, hogy a



sav szélessége 1. Egyszerden lathato, hogy ebben az esetben az offline pro-
bléma koénnyen megoldhaté. Az offline optimum értéke OPT(L) = max{S, H},
ahol S = > .., w; - h; a teljes teriilet, és and H = max;ecr h; a maximélis
magassig. Az aszimptotikus versenyképességi hianyadost hasznélva tetszélege-
sen kozel juthatunk az 1 értékhez ha nagyon nagy additiv konstanst engediink
meg az algoritmus elemzésében, kovetkezésképpen ebben az esetben a verseny-
képességi hanyadost érdemes hasznalni. A feladat megoldasara egybdl adodik
az NFS, algoritmus kovetkezs modositasa.

A p; = (wy, hy;) téglalap érkezése utén valasszunk egy olyan k értéket, amely-
re teljesiil, hogy r**1 < h; < r¥. Nynjtsuk meg a téglalapot r* magassagtra.
Amennyiben van 7* magassagu aktiv polc, és az 1j téglalap elhelyezhetd ezen a
polcon, akkor helyezziik el. Ellenkezs esetben alakitsunk ki egy uj r* magassagi
polcot, helyezziik el a téglalapot rajta, és a tovabbiakban legyen ez a polc az r*
magassagu aktiv polc (ha volt kordbbi aktiv polc, azt lezarjuk).

Az igy kapott algoritmusra igaz a kdvetkezd allitas.

Tétel Az NFS,. algoritmus (2 + ﬁ)—versenyképes.

Bizonyitds Tekintsiik téglalapoknak egy tetszéleges L listajat, jeldlje H a
legmagasabb téglalap magassagat. Mivel ekkor OPT (L) > H teljesiil, ezért a
tétel allitasanak igazolasdhoz elegendd belatnunk, hogy erre a sorozatra

NFS, (L) < 20PT(L) + H/r(1 —r).

Jelolje H 4 az L lista végén az aktiv polcok dsszmagassagat, Hz pedig a tobbi
lezart polcok Osszmagassagat. Els6ként vizsgéaljuk az aktiv polcokat. Jelolje
h a legmagasabb aktiv polc magassagat. Ekkor az aktiv polcok magassigai
a hr' értékeket vehetik fel és minden i-re legfeljebb egy aktiv polc van hrt
magassaggal. Tehat az aktiv polcok Osszmagassigara

h
1—7

HAghiri:
1=0

Masrészt a H > rh egyenlGtlenségnek is teljesiilnie kell, hiszen kiilénben a leg-
magasabb téglalap is elfért volna a legfeljebb rh magassagi polcokon és nem
nyitottuk volna meg a h magassagt polcot. Kévetkezésképpen Hy < H/r(r—1).

Most vizsgaljuk a lezart polcokat. Vegyiik egy tetszoleges i-re a hr® ma-
gassagu polcokat, jelolje ezeknek a szamét n;. Minden ilyen lezart S polcra
a kovetkez6 S’ polc els6ként egy olyan elemet tartalmaz, amely mar nem volt
elhelyezhetd, igy a két egymast kdvets polcra az elhelyezett téglalapok teljes
szélessége legalabb 1. Tovabba a téglalapokat megnyujtjuk miel6tt az aktuélis
polcra raknank, igy minden téglalap magassaga pontosan hr’. Tehat parositva a
lezart polcokat és hasznalva az aktiv hr’ magassagt polcot is, ha a lezart polcok
szama paratlan, azt kapjuk, hogy az ilyen polcokon elhelyezett targyak osszterii-
lete legalabb n;hrt/2. Kovetkezésképpen az Osszes téglalapnak az Osszteriilete
legaldbb 02 n;hri/2, igy OPT(L) > 3" n;hr'/2. Masrészt a lezart polcok



osszmagassaga Hy = >0 n;hr', igy azt kaptuk, hogy Hz < 20PT(L). Mivel
NFS, (L) = Ha + Hz, ezért a fentiek alapjan adodik a kivant egyenlétlenseg.
O

Ennél jobb versenyképességi hanyadossal rendelkezik a kovetkezé DUPLAZO
algoritmus.

DUPLAZO ALGORITMUS

Az els@ téglalap érkezése utan vegyiink egy hy magas polcot a sav legaljan és
legyen ez az aktiv polc. A tovabbi elemeket pakoljuk az alabbi szabéaly szerint:

1. Lépés Ha lehetséges a téglalapot berakni az aktiv polcra, azt kévetGen,
hogy megnyujtjuk az aktiv polc magassagéara, akkor nyijtsuk meg és rakjuk az
aktiv polcra annyira balra, amennyire lehetséges. Egyébként 2. 1épés.

2. Lépés Vegyiink egy 1j aktiv polcot, amely kétszer olyan magas, mint az
el6z6 tegyiik az eddigi polcok tetejére. Lépjiink az 1. 1épésre.

Az algoritmusra teljesiil a kovetkezd allités.
Tétel A DUPLAZO algoritmus versenyképességi hanyadosa 4.

Bizonyitds: Els6ként igazoljuk, hogy az algoritmus 4 versenyképes. Vegyiink egy
tetszéleges L listajat téglalapoknak. Legyen H az utolsé aktiv polc magassaga.
Amikor az algoritmus ezt a polcot megkonstrualta, akkor az aktudlis téglalap
nem fért el az el6z6 H/2 magas aktiv polcon, kovetkezésképpen H < 2-OPT(L).
Mésrészt a hasznalt polcmagassagok H/2, H/4,..., H/2¢ valamely i-re, igy a
teljes sivmagassag legfeljebb 2H.

A korlat élességének igazolasdhoz vegyiik a kovetkezs L; listat. Az els6
i téglalap legyen (1/4,27), j = 1,...,4, az utolsé pedig legyen (1/4,2¢ + 1).
Végrehajtva az algoritmust, és megkonstrudlva az optimalis offline megoldést
azt kapjuk, hogy DS(L;)/OPT(L;) = 2tt2/(2% + 1), ami tart 4-hez, amint i
tart a végtelenbe.
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