Utemezési modellek

Az ilitemezési problémak osztalyozasa

Az iitemezési problémakban adott m darab gép és n szdmi munka, ame-
lyeket az 1,...,n szamokkal fogunk sorszamozni. A feladat az, hogy iite-
mezziik az egyes munkik végrehajtasat a gépeken gy, hogy valamely cél
szerint optimalis iitemezést kapjunk. A legtobb modellben a munkdk végre-
hajtdsanak titemezésén vagy egyszertibben a munkdk titemezésén azt értjik,
hogy a j-edik munkat hozzarendeljiik valamely géphez egy S; kezdési és C;
befejezési iddvel minden j-re. A munkdkhoz tartozik egy wvégrehajtasi idd,
amit p;-vel szokéas jelolni. Ez adja meg, hogy mennyi ideig tart a munkat el-
végezni. Ennek megfelelen a munkahoz rendelt kezdési és befejezési idokre
a C; — S; = p; feltételnek kell teljesiilni.

A kiilénbo6z6 modelleket tobbféle szempontbdl is osztalyozhatjuk. A to-
vabbiakban a legismertebb valtozatokat igyeksziink 0sszegytijteni.

A munkik meghatiroz6é paraméterei

Mint mar emlitettiik a munkakhoz tartozik egy végrehajtési idG, de mas
modellekben egyéb paraméterei is vannak az egyes munkaknak.

e A munkékhoz rendelhet6 érkezési idd is, ezt a paramétert a j-edik
munkara altalaban r; jeloli. Ez az id6 azt az id6pontot adja meg,
amelytdl kezdve a munka végrehajtasa elkezdhetd, tehat a munkara az
S; > r; feltételnek kell teljesiilni.

e A j-edik munkahoz tartozhat egy d; hatdridd. Itt két kiilonboz6 tipust
modellt vizsgalhatunk. Az elsG esetben csak olyan iitemezéseket foga-
dunk el, amelyekre C; < d;, azaz amelyek betartjak a hataridét, a
méasodikban megszeghetjiik a hataridét, de ekkor a célfiiggvényben a
hataridd is szerepel.

e A j-edik munkahoz hozzarendelhetiink egy w; sulyt vagy egy f;(t) su-
lyfiiggvényt, amely azt adja meg, hogy mennyire fontos a munka, illetve
azt, hogy mennyire fontos a munka ¢ id6pontig valo befejezése.



Egy masik fontos osztélyozasi szempont az, hogy mi a fiiggvény, aminek az
optimumét keressiik. Eszerint a szempont szerint is igen sok modell keriilt
bevezetésre, az alabbiakban a legfontosabbakat vazoljuk. A célfiiggvények
két alapvets osztalyra bonthatok: a maximum célfiiggvényekre és az Osszeg
célfiiggvényekre.

e Talan a legismertebb modellek azok, amelyekben az utolsonak befeje-
zett munka befejezési idejét akarjuk minimalizalni, azaz ahol a célfiigg-
vény max{C; : 1 < j < n}. Szintén gyakran hasznalt célfiiggvény
a teljes befejezési idd, amely a befejezési id6k Gsszege. Altalanosabb
esetben, mikor a munkaknak van stlya vagy sulyfiiggvénye, akkor a
> wi - Cyilletve Y7, f;(C}) fiiggvényeket minimalizalhatjuk.

e Amennyiben a munkikhoz hatéaridg is tartozik, akkor a célfiiggvény al-
taldban a késések minimalizalasa. Itt két értéket szokas vizsgalni. Az
elsé a késési idd (lateness), amely az L; = C; — d; érték, a masik pe-
dig a csiuszdsi idd (tardiness), amely a 7; = max{0, L;} érték. A két
maximum célfiiggvény a késési idGknek illetve a cstuszési id6knek a ma-
ximuma. Egyéb modellekben ezen értékek 0sszegét illetve silyozott 0ss-
zegét igyeksziink minimalizalni. Itt érdemes azt a modellt emliteniink,
ahol a cél az elkésett (7; > 0) munkak szamanak minimalizalasa.

e Amennyiben érkezési id6k is vannak szokas a befejezési id6 helyett a
folydsi idét (low time) vizsgalni, amely az F; = C; —r; érték. Ezekben
a modellekben a célfiiggvény ezen F; értékek maximuma vagy silyozott
0sszege.

A fenti alapvets osztalyozason kiviili egyéb valtozatokat, altalanositasokat
kaphatunk néhany extra feltétellel. Az aldabbiakban ezekbdl gytjtottiink
0ssze néhanyat.

e Feltehetjiik, hogy bizonyos munkik megkdvetelik, hogy egyéb munkak
méar végre legyenek hajtva. Igen sok gyakorlati probléméanéal elGfordul-
nak ilyen feltételek. Ekkor az egyes munkakhoz tartozik az a feltétel is,
hogy mely munkak el6zetes végrehajtasat kovetelik meg. Ezeket a fel-
tételeket egy iranyitott graffal irhatjuk le, amelyet precedencia grafnak
hivunk. Ezen extra kiegészités mellett az Gsszes, a fentiekben emlitett
modell vizsgalhato.



e Az eddigiek soran végig azzal a feltétellel éltiink, hogy minden egyes
munkahoz pontosan egy végrehajtasi idg tartozik és ez fiiggetlen attol,
hogy melyik gépen keriil a munka végrehajtasra. Ez altalaban gyakor-
lati problémaknél nem igy van. Egy altalanosabb modellben minden
munkahoz egy végrehajtasi vektor tartozik, amely i-edik komponense
megadja, hogy az M; gépen mennyi ideig tart a munkit végrehajtani.
Amennyiben a vektor tetszéleges lehet, fliggetlen gépekrdl beszéliink.
Itt két tovabbi specialis esetre kell kitérniink. Az egyik esetben a j-edik
munkéhoz egy W; végrehajtési stly tartozik. A végrehajtasi vektoranak
i-edik komponense W;/v;, ahol v; az M; gép sebességének felel meg.
Ezt az esetet Osszefiiggd gépek esetének nevezziik. A masodik esetben
a korlatozott hozzarendelési esetben a végrehajtéasi vektor néhany kom-
ponense végtelen, a tobbi megegyezik. Ez azt modellezi, hogy a gépek
azonosak csak a munka néhany gépen nem hajthato végre.

e Egy tovabbi modell, amelyben megengedjiik, hogy a munkik végre-
hajtasa megszakithato legyen. Ekkor a j-edik munkahoz nem egy darab
legalabb p; hosszu intervallumot kell hozzarendelniink valamely gépen,
hanem t6bb, egymast nem atfeds intervallumot (akar kiillonb6z6 gépe-
ken), amelyek Gsszhossza p;.

A fentiekben csak olyan modelleket ismertettiink, amelyekben a munkak
pusztan egyetlen részbgl alltak. Szamos gyakorlati probléma esetén egy
munka tobb miiveletbdl allhat. Az ilyen problémék egy nagy csoportjat leird
modelleket shop ilitemezésnek nevezziik. Itt csak azokat a modelleket tekint-
jiikk at, amelyekben minden egyes miivelet egy, a mivelethez rendelt gépen
hajthato végre, és adott a mitvelet végrehajtasi ideje. Ezen osztalyon be-
lill két f6 csoportot kiilonboztetiink meg. Amennyiben barmely munkara a
hozzatartozo miveleteket tetszdleges sorrendben végrehajthatok, akkor open
shop titemezésrdl beszéliink. A mésik esetben, amelyben a munkékhoz tar-
toz6 miiveleteket az adott sorrendben kell végrehajtanunk ismét megkiilon-
boztetiink két modellt. Ha a munkidk mitveleteihez tartoz6 gépek sorrendje
nem azonos akkor job shop titemezésrdl beszéliink. Ha a gépek sorrendje
azonos minden munkéra, akkor flow shop titemezés modellt kapjuk.

A fentieken kiviil még tobb valtozat létezik, a jegyzet célja nem az egyes
modellek részletes Osszegytijtése. Az egyes modellek osztalyozésa soran ki-
dolgoztak egy harom mez6bdl allo jelolésrendszert. Az els§ mezG irja le a
probléma strukturajat (pl. héany gép van, azonosak -e, shop problémarol
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van -e sz6), a masodik mez§ a munkak tulajdonsagait irja le (pl. érkezési
idsk, hatarid6k, precedencia feltételek), a harmadik mezé a célfiiggvényt adja
meg. Ezt a jelolésrendszert itt nem targyaljuk tovabb. Példakat mutatunk
a kés6bbiekben, amikor hasznaljuk ezt a jelolésrendszert, de mindig kifejtjiik
részletesebben is milyen probléméro6l van sz6.

A kiilonb6z6 valtozatok részletesebb osztalyozésa, és az egyes modelle-
ket leir6 harom részbdl allo jelolésrendszer megtalalhatod a szakirodalomban,
példaul a [3] dolgozatban.

Feliras matematikai programozasi feladatként

T6bb iitemezési probléma felirhaté matematikai programozasi feladatként
(linearis programozasi feladat, egészértéki programozési feladat), és igy az
ezen altalanos problémak megoldasara kidolgozott eljardsok hasznéalhatoak
az adott litemezési feladat megoldasara is. Ebben a részben néhany ilyen
példat mutatunk be.

Linearis programozasi feladat

Az operaciokutatas egyik legismertebb problémaja a linearis programo-
zési feladat. Lineéris programozasi feladatrol beszéliink olyan optimalizalasi
feladatok esetén, amikor egy linearis fiiggvény szélsGértékét keressiik linearis
feltételek mellett. A linearis programozasi feladat megoldasara a legismer-
tebb eljaras a szimplex modszer (I1d. [1]), amely annak ellenére, hogy el-
méleti szempontbol exponencidlis iddigényti algoritmus a gyakorlatban igen
hatékonynak bizonyult. Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy ismert polino-
mialis idGigényd algoritmus is a lineédris programozasi feladat megoldasara.

Egyes iitemezési problémak felirhatok lineédris programozasi feladatként.
Példaként a Pm|prmp|Cia: problémat tekintjiik, (m parhuzamos azonos
gépen iitemezziik a munkidkat a maximalis befejezési id6t minimalizalva, a
munkak megszakitasat engedélyezve).

Pm|prmp|Cq. linearis programozasi feladatként

Jelolje az x;; > 0 valtozo, azt az id6mennyiséget, amelyet az i-edik gép
Osszesen a j-edik munkaval tolt. Ekkor a feladat a kévetkezd formaban irhato
fel:

min Cq0

Z?;ll'ij:pj, jzl,...,n



ZzilwijSC’max, jzl,...,n

Z?:lxij §C’max, 1= 1,...,m,

520, «=1,....m,5=1,...,n.

Ekkor az elsé csoportja a feltételeknek azt adja meg, hogy Osszesen a
gépek a j-edik munkaval valoban p; id6t toltenek. A masodik feltételcso-
port azt biztositja, hogy a teljes id6 amelyet egy munkan a gépek Osszesen
dolgoznak legfeljebb a maximalis befejezési id6 (ezeket a feltételeket helyet-
tesithetjiikk a p; < Cjq, feltételekkel). A harmadik csoportja a feltételeknek

azt biztositja, hogy egyetlen gép sem dolgozik tébbet, mint C,, 4.
Egészértéki programozasi feladat

Az egészértékii programozasi feladat olyan linearis programozasi feladat,
amelyben a valtozokrol kikotjiik, hogy egészek. Az egészértékii programozasi
feladat megoldéasara kidolgozott eljarédsok legtobbje a vagosikok modszerén
vagy a korlatozés és szétvalasztas modszerén alapul. Ezen modszerek részle-
tes targyaldsa az egészértékii programozasi feladat megoldasara megtaldlhato
a [1] és |2] egyetemi jegyzetekben.

Sok iitemezési probléma megadhato egészértéki programozési feladat-
ként. Példaként az 1|| Y w;C; problémat tekintjiik azt a problémat, amely-
ben egyetlen gép van, a munkakat két paraméter hatarozza meg a végreha-
zott befejezési idot (Y w;C;). Keét kiilonb6z6 reprezentaciot is megadunk,
mindkét moédszer szamos litemezési probléma esetén hasznalhato egészértéki
programozasi feladat megkonstrualasara. Erdemes megemliteni, hogy a pro-
bléma megoldhato egy egyszeriibb algoritmussal (amit késébb ismertetiink)
az alabbi interpretacié felhasznélasa nélkiil is.

1|| >° w,;C; egészértékii programozasi feladatként I.

Legyen xj;, egy dontési valtozo, amely 1 ha a j munka az iitemezésben ha-
marabb keriil végrehajtasra, mint k és 0 egyébként. Ezen valtozok segitségé-
vel az alabbi programozési feladat irja le az iitemezési problémaét.

n n n
min Z Z W;iPpTrj + Z (e
j=1

j=1 k=1

T+ xjp =1, B k=1,....n,j#k
xk]+x]l+xlk§2 Jvkjal:]-77n7.]7ék’k7él’l7é]
zjr € {0,1} g k=1,....n



:Ejj:0 jzl,,n

Mivel a j-edik munka befejezési ideje > ,_, prxy; + pj, ezért a célfiigg-
vény valoban 1|| > w;C}, és az is konnyen ellendrizhetd, hogy a t6bbi feltétel
pontosan azt irja le, hogy az xj, valtozok a munkak egy sorbarendezését ad-
jak meg. Erdemes megjegyezni, hogy a fenti programozasi feladat kénnyen
kiterjesztheté arra az esetre, amelyben a munkakra precedencia feltételek
vannak el6irva, minden ilyen feltétel rogziti valamely x;, valtozo értékét.

A fenti tipusd interpretacio, ahol dontési valtozok a munkak sorrendjét
adjak meg, nem terjeszthetd ki egynél tobb gép esetére. Az aldbbiakban egy
olyan egészértékd programozasi interpretaciot adunk meg, amely kiterjeszt-
het6 tobb gép esetére. Ezen interpretacié hasznalatdhoz fel kell tenniink,
hogy a végrehajtasi id6k egészek. Konnyen adodik, hogy ekkor elegendé azo-
kat a lehetséges litemezéseket vizsgalni, amelyekben a kezdési id&k is egészek.
Tovabba fontos megjegyezniink, hogy az alabbi egészértékl programozasi fe-
ladatban a valtozok szama rendkiviil nagy lehet.

1|| Y- w;C; egészértékili programozasi feladatként II.

Legyen az xj; valtozo6 1 ha a j-edik munka a t egész id6pontban kezdddik,
0 kiilonben. Legyen [ = 2?21 pj — 1. Ekkor az alabbi programozasi feladat
irja le az litemezési problémaét:

n l
min Y Y w;(t+ p;)je
j=1 t=1
Zizoxjtt:lL j=1,....n
22im1 D emmas{tpy 0y Tis = L t=0,1,...1,
zj € {0,1}, j=1,...,n,t=0,...,1L

A valtozok fentiekben megadott értelmezése mellett egybdl adodik, hogy
a célfiiggvény valoban a teljes silyozott befejezési id6. Az elsé feltételcsoport
azt biztositja, hogy minden munkara pontosan egy kezdési id6t hatarozunk
meg. A masodik feltételcsoport pedig azt biztositja, hogy minden idépontban
csak egy munkat hajtunk végre a gépen.
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