
Ütemezési modellek
Az ütemezési problémák osztályozása

Az ütemezési problémákban adott m darab gép és n számú munka, ame-
lyeket az 1, . . . , n számokkal fogunk sorszámozni. A feladat az, hogy üte-
mezzük az egyes munkák végrehajtását a gépeken úgy, hogy valamely cél
szerint optimális ütemezést kapjunk. A legtöbb modellben a munkák végre-
hajtásának ütemezésén vagy egyszer¶bben a munkák ütemezésén azt értjük,
hogy a j-edik munkát hozzárendeljük valamely géphez egy Sj kezdési és Cj

befejezési id®vel minden j-re. A munkákhoz tartozik egy végrehajtási id®,
amit pj-vel szokás jelölni. Ez adja meg, hogy mennyi ideig tart a munkát el-
végezni. Ennek megfelel®en a munkához rendelt kezdési és befejezési id®kre
a Cj − Sj = pj feltételnek kell teljesülni.

A különböz® modelleket többféle szempontból is osztályozhatjuk. A to-
vábbiakban a legismertebb változatokat igyekszünk összegy¶jteni.

A munkák meghatározó paraméterei

Mint már említettük a munkákhoz tartozik egy végrehajtási id®, de más
modellekben egyéb paraméterei is vannak az egyes munkáknak.

• A munkákhoz rendelhet® érkezési id® is, ezt a paramétert a j-edik
munkára általában rj jelöli. Ez az id® azt az id®pontot adja meg,
amelyt®l kezdve a munka végrehajtása elkezdhet®, tehát a munkára az
Sj ≥ rj feltételnek kell teljesülni.

• A j-edik munkához tartozhat egy dj határid®. Itt két különböz® típusú
modellt vizsgálhatunk. Az els® esetben csak olyan ütemezéseket foga-
dunk el, amelyekre Cj ≤ dj, azaz amelyek betartják a határid®t, a
másodikban megszeghetjük a határid®t, de ekkor a célfüggvényben a
határid® is szerepel.

• A j-edik munkához hozzárendelhetünk egy wj súlyt vagy egy fj(t) sú-
lyfüggvényt, amely azt adja meg, hogy mennyire fontos a munka, illetve
azt, hogy mennyire fontos a munka t id®pontig való befejezése.
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Egy másik fontos osztályozási szempont az, hogy mi a függvény, aminek az
optimumát keressük. Eszerint a szempont szerint is igen sok modell került
bevezetésre, az alábbiakban a legfontosabbakat vázoljuk. A célfüggvények
két alapvet® osztályra bonthatók: a maximum célfüggvényekre és az összeg
célfüggvényekre.

• Talán a legismertebb modellek azok, amelyekben az utolsónak befeje-
zett munka befejezési idejét akarjuk minimalizálni, azaz ahol a célfügg-
vény max{Cj : 1 ≤ j ≤ n}. Szintén gyakran használt célfüggvény
a teljes befejezési id®, amely a befejezési id®k összege. Általánosabb
esetben, mikor a munkáknak van súlya vagy súlyfüggvénye, akkor a∑n

j=1 wj · Cj illetve
∑n

j=1 fj(Cj) függvényeket minimalizálhatjuk.

• Amennyiben a munkákhoz határid® is tartozik, akkor a célfüggvény ál-
talában a késések minimalizálása. Itt két értéket szokás vizsgálni. Az
els® a késési id® (lateness), amely az Lj = Cj − dj érték, a másik pe-
dig a csúszási id® (tardiness), amely a Tj = max{0, Lj} érték. A két
maximum célfüggvény a késési id®knek illetve a csúszási id®knek a ma-
ximuma. Egyéb modellekben ezen értékek összegét illetve súlyozott öss-
zegét igyekszünk minimalizálni. Itt érdemes azt a modellt említenünk,
ahol a cél az elkésett (Tj > 0) munkák számának minimalizálása.

• Amennyiben érkezési id®k is vannak szokás a befejezési id® helyett a
folyási id®t (�ow time) vizsgálni, amely az Fj = Cj−rj érték. Ezekben
a modellekben a célfüggvény ezen Fj értékek maximuma vagy súlyozott
összege.

A fenti alapvet® osztályozáson kívüli egyéb változatokat, általánosításokat
kaphatunk néhány extra feltétellel. Az alábbiakban ezekb®l gy¶jtöttünk
össze néhányat.

• Feltehetjük, hogy bizonyos munkák megkövetelik, hogy egyéb munkák
már végre legyenek hajtva. Igen sok gyakorlati problémánál el®fordul-
nak ilyen feltételek. Ekkor az egyes munkákhoz tartozik az a feltétel is,
hogy mely munkák el®zetes végrehajtását követelik meg. Ezeket a fel-
tételeket egy irányított grá�al írhatjuk le, amelyet precedencia gráfnak
hívunk. Ezen extra kiegészítés mellett az összes, a fentiekben említett
modell vizsgálható.
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• Az eddigiek során végig azzal a feltétellel éltünk, hogy minden egyes
munkához pontosan egy végrehajtási id® tartozik és ez független attól,
hogy melyik gépen kerül a munka végrehajtásra. Ez általában gyakor-
lati problémáknál nem így van. Egy általánosabb modellben minden
munkához egy végrehajtási vektor tartozik, amely i-edik komponense
megadja, hogy az Mi gépen mennyi ideig tart a munkát végrehajtani.
Amennyiben a vektor tetsz®leges lehet, független gépekr®l beszélünk.
Itt két további speciális esetre kell kitérnünk. Az egyik esetben a j-edik
munkához egy Wj végrehajtási súly tartozik. A végrehajtási vektorának
i-edik komponense Wj/vi, ahol vi az Mi gép sebességének felel meg.
Ezt az esetet összefügg® gépek esetének nevezzük. A második esetben
a korlátozott hozzárendelési esetben a végrehajtási vektor néhány kom-
ponense végtelen, a többi megegyezik. Ez azt modellezi, hogy a gépek
azonosak csak a munka néhány gépen nem hajtható végre.

• Egy további modell, amelyben megengedjük, hogy a munkák végre-
hajtása megszakítható legyen. Ekkor a j-edik munkához nem egy darab
legalább pj hosszú intervallumot kell hozzárendelnünk valamely gépen,
hanem több, egymást nem átfed® intervallumot (akár különböz® gépe-
ken), amelyek összhossza pj.

A fentiekben csak olyan modelleket ismertettünk, amelyekben a munkák
pusztán egyetlen részb®l álltak. Számos gyakorlati probléma esetén egy
munka több m¶veletb®l állhat. Az ilyen problémák egy nagy csoportját leíró
modelleket shop ütemezésnek nevezzük. Itt csak azokat a modelleket tekint-
jük át, amelyekben minden egyes m¶velet egy, a m¶velethez rendelt gépen
hajtható végre, és adott a m¶velet végrehajtási ideje. Ezen osztályon be-
lül két f® csoportot különböztetünk meg. Amennyiben bármely munkára a
hozzátartozó m¶veleteket tetsz®leges sorrendben végrehajthatók, akkor open
shop ütemezésr®l beszélünk. A másik esetben, amelyben a munkákhoz tar-
tozó m¶veleteket az adott sorrendben kell végrehajtanunk ismét megkülön-
böztetünk két modellt. Ha a munkák m¶veleteihez tartozó gépek sorrendje
nem azonos akkor job shop ütemezésr®l beszélünk. Ha a gépek sorrendje
azonos minden munkára, akkor �ow shop ütemezés modellt kapjuk.

A fentieken kívül még több változat létezik, a jegyzet célja nem az egyes
modellek részletes összegy¶jtése. Az egyes modellek osztályozása során ki-
dolgoztak egy három mez®b®l álló jelölésrendszert. Az els® mez® írja le a
probléma struktúráját (pl. hány gép van, azonosak -e, shop problémáról
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van -e szó), a második mez® a munkák tulajdonságait írja le (pl. érkezési
id®k, határid®k, precedencia feltételek), a harmadik mez® a célfüggvényt adja
meg. Ezt a jelölésrendszert itt nem tárgyaljuk tovább. Példákat mutatunk
a kés®bbiekben, amikor használjuk ezt a jelölésrendszert, de mindig kifejtjük
részletesebben is milyen problémáról van szó.

A különböz® változatok részletesebb osztályozása, és az egyes modelle-
ket leíró három részb®l álló jelölésrendszer megtalálható a szakirodalomban,
például a [3] dolgozatban.

Felírás matematikai programozási feladatként
Több ütemezési probléma felírható matematikai programozási feladatként

(lineáris programozási feladat, egészérték¶ programozási feladat), és így az
ezen általános problémák megoldására kidolgozott eljárások használhatóak
az adott ütemezési feladat megoldására is. Ebben a részben néhány ilyen
példát mutatunk be.
Lineáris programozási feladat

Az operációkutatás egyik legismertebb problémája a lineáris programo-
zási feladat. Lineáris programozási feladatról beszélünk olyan optimalizálási
feladatok esetén, amikor egy lineáris függvény széls®értékét keressük lineáris
feltételek mellett. A lineáris programozási feladat megoldására a legismer-
tebb eljárás a szimplex módszer (ld. [1]), amely annak ellenére, hogy el-
méleti szempontból exponenciális id®igény¶ algoritmus a gyakorlatban igen
hatékonynak bizonyult. Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy ismert polino-
miális id®igény¶ algoritmus is a lineáris programozási feladat megoldására.

Egyes ütemezési problémák felírhatók lineáris programozási feladatként.
Példaként a Pm|prmp|Cmax problémát tekintjük, (m párhuzamos azonos
gépen ütemezzük a munkákat a maximális befejezési id®t minimalizálva, a
munkák megszakítását engedélyezve).

Pm|prmp|Cmax lineáris programozási feladatként
Jelölje az xij ≥ 0 változó, azt az id®mennyiséget, amelyet az i-edik gép

összesen a j-edik munkával tölt. Ekkor a feladat a következ® formában írható
fel:

min Cmax∑m
i=1 xij = pj, j = 1, . . . , n
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∑m
i=1 xij ≤ Cmax, j = 1, . . . , n∑n
j=1 xij ≤ Cmax, i = 1, . . . , m,

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.
Ekkor az els® csoportja a feltételeknek azt adja meg, hogy összesen a

gépek a j-edik munkával valóban pj id®t töltenek. A második feltételcso-
port azt biztosítja, hogy a teljes id® amelyet egy munkán a gépek összesen
dolgoznak legfeljebb a maximális befejezési id® (ezeket a feltételeket helyet-
tesíthetjük a pj ≤ Cmax feltételekkel). A harmadik csoportja a feltételeknek
azt biztosítja, hogy egyetlen gép sem dolgozik többet, mint Cmax.
Egészérték¶ programozási feladat

Az egészérték¶ programozási feladat olyan lineáris programozási feladat,
amelyben a változókról kikötjük, hogy egészek. Az egészérték¶ programozási
feladat megoldására kidolgozott eljárások legtöbbje a vágósíkok módszerén
vagy a korlátozás és szétválasztás módszerén alapul. Ezen módszerek részle-
tes tárgyalása az egészérték¶ programozási feladat megoldására megtalálható
a [1] és [2] egyetemi jegyzetekben.

Sok ütemezési probléma megadható egészérték¶ programozási feladat-
ként. Példaként az 1||∑ wjCj problémát tekintjük azt a problémát, amely-
ben egyetlen gép van, a munkákat két paraméter határozza meg a végreha-
jtási id® és a munka súlya, és amelyben a cél minimalizálni a teljes súlyo-
zott befejezési id®t (

∑
wjCj). Két különböz® reprezentációt is megadunk,

mindkét módszer számos ütemezési probléma esetén használható egészérték¶
programozási feladat megkonstruálására. Érdemes megemlíteni, hogy a pro-
bléma megoldható egy egyszer¶bb algoritmussal (amit kés®bb ismertetünk)
az alábbi interpretáció felhasználása nélkül is.

1||∑ wjCj egészérték¶ programozási feladatként I.
Legyen xjk egy döntési változó, amely 1 ha a j munka az ütemezésben ha-

marabb kerül végrehajtásra, mint k és 0 egyébként. Ezen változók segítségé-
vel az alábbi programozási feladat írja le az ütemezési problémát.

min
n∑

j=1

n∑

k=1

wjpkxkj +
n∑

j=1

wjpj

xkj + xjk = 1, j, k = 1, . . . , n, j 6= k
xkj + xjl + xlk ≤ 2 j, k, l = 1, . . . , n, j 6= k, k 6= l, l 6= j
xjk ∈ {0, 1} j, k = 1, . . . , n
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xjj = 0 j = 1, . . . , n.
Mivel a j-edik munka befejezési ideje

∑n
k=1 pkxkj + pj, ezért a célfügg-

vény valóban 1||∑ wjCj, és az is könnyen ellen®rizhet®, hogy a többi feltétel
pontosan azt írja le, hogy az xjk változók a munkák egy sorbarendezését ad-
ják meg. Érdemes megjegyezni, hogy a fenti programozási feladat könnyen
kiterjeszthet® arra az esetre, amelyben a munkákra precedencia feltételek
vannak el®írva, minden ilyen feltétel rögzíti valamely xjk változó értékét.

A fenti típusú interpretáció, ahol döntési változók a munkák sorrendjét
adják meg, nem terjeszthet® ki egynél több gép esetére. Az alábbiakban egy
olyan egészérték¶ programozási interpretációt adunk meg, amely kiterjeszt-
het® több gép esetére. Ezen interpretáció használatához fel kell tennünk,
hogy a végrehajtási id®k egészek. Könnyen adódik, hogy ekkor elegend® azo-
kat a lehetséges ütemezéseket vizsgálni, amelyekben a kezdési id®k is egészek.
Továbbá fontos megjegyeznünk, hogy az alábbi egészérték¶ programozási fe-
ladatban a változók száma rendkívül nagy lehet.

1||∑ wjCj egészérték¶ programozási feladatként II.
Legyen az xjt változó 1 ha a j-edik munka a t egész id®pontban kezd®dik,

0 különben. Legyen l =
∑n

j=1 pj − 1. Ekkor az alábbi programozási feladat
írja le az ütemezési problémát:

min
n∑

j=1

l∑
t=1

wj(t + pj)xjt

∑l
t=0 xjt = 1, j = 1, . . . , n∑n
j=1

∑t−1
s=max{t−pj ,0} xjs = 1, t = 0, 1, . . . , l,

xjt ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n, t = 0, . . . , l.

A változók fentiekben megadott értelmezése mellett egyb®l adódik, hogy
a célfüggvény valóban a teljes súlyozott befejezési id®. Az els® feltételcsoport
azt biztosítja, hogy minden munkára pontosan egy kezdési id®t határozunk
meg. A második feltételcsoport pedig azt biztosítja, hogy minden id®pontban
csak egy munkát hajtunk végre a gépen.
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