1. abra.

Alsé Kkorlat rendezési algoritmusokra

Minden olyan rendezési algoritmusnak a futdsat, amely elempédrok egymdssal val6 dsszehasonlitdsa alapjan m-
kodik leirja egy bindris dontési fa.

Az algoritmus 4altal a legrosszabb esetben sziikséges Osszahasonlitdsok szdmat a neki megfeleld dontési fa magas-
sdga adja meg.

Tétel Egy n darab elemet rendezd dontési fa magassdga Q(nlogn).

Bizonyitds A fa leveleinek szdma a lehetséges sorrendek szdma, azaz n!. Ha a fa magassaga h, akkor 2"~! > n!
kell teljesiiljon, kovetkezésképpen h — 1 >1g(n!) > Ig((n/e)") = nlgn —nlge = Q(nlgn).

Kovetkezmény Minden olyan rendezési algoritmusra, amely csak az elempérok dsszehasonlitdsa alapjan miikodik
Tir(n) = Q(nlgn).
Szamlalé rendezés

Py

Amennyiben a rendezendé elemek 4ltal felvehet6 értékek halmazanak szamossaga kicsi, akkor megadhat6 linearis
1ddigényi algoritmus. A bemenet a rendezendd elemek egy n méreti A tombben eltdrolva, a kimenet ezen szadmok
egy B tombben rendezetten. Tovabba feltessziik, hogy a rendezendd elemek mindegyike az {1,...,k} halmazba esik.
C[i] tartalmazza azt az informdaciot, hogy a legfeljebb i nagysagi elembdl hany darab van.

Szamlalorend (A, B, k)
for i=1 to k
C[i]:=0
for j=1 to n
C[A[J]]:=C[A[F]]+1



for i=2 to k
Cli]:=C[i]+C[i-1]
for j=n downto 1
{BIC[A[3]]]:=A[]]
CIA[J]]:=CI[A[]]]-1}

Megjegyzés: Az algoritmus otlete nem csak akkor hasznélhatd, ha az elemek az {1,...,k} halmazba esnek.
Altalinosabb esetben meg kell keresni a minimalis elemet min-t, és C [i] a legfeljebb i — min + 1 nagysdgd elemeket
tartalmazza.

Definicié Egy rendezést stabilnak neveziink, ha az azonos értéki elemek ugyanabban a sorrendben jelennek meg
a kimeneti tombben, mint ahogy a bemeneti tombben szerepeltek.

A leszamldl6 rendezés stabil.

Futasi id6: O(n+k)

Példa

(303(303(”70;1(3(3;lj
W O OO W
<
OO U1 O oy O oy N
<
O O O O O W W W

Szamjegyes vagy radix rendezés

329 720 720 329
457 436 329 436
657 457 436 457
839 657 839 657
436 329 457 720
720 839 657 839

Bemenet: H k dimenzids vektorok halmaza, ahol az i-edik komponens minden i-re egy olyan elemtipusbdl keriil
ki, amelyen adott egy rendezési reldcid.
Kimenet: H elemei a lexikografikus rendezés alapjan rendezve.

Definicié Egy X = (xi,...,x;) vektor megel6zi az Y = (y;,...,yx) vektort a lexikografikus rendezésben, ha 3i,
amelyre teljesiil, hogy Vj <ix; =y; ésx; <yi.

Elvi algoritmus

for i:=d downto 1
H Stabil rendezése a kulcs i-edik jegye szerint

Helyesség: A ciklusmag végrehajtasa utan a H halmaz rendezett lesz arra a kulcsra nézve, amely az eredeti kulcs
[i..d] jegyeit (karaktereit) tartalmazza. Bizonyitas i-szinti indukcidval.
Futasi id6 Ha a jegyek szerinti rendezés linedris idejdi (pl szamlald), akkor a futdsi id6 O(dn).
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Edényrendezés

Tegyiik fel, hogy a rendezend6 H = {ay,...,a,} halmaz elemei a [0, 1) intervallumba esé valés szamok. Vegyiink
m db vodrét, V[0],...,V[m — 1] és osszuk szét a rendezend halmaz elemeit a vodrokbe tgy, hogy az a; elem az

|m-a;| sorszamud vodorbe keriiljon. Majd rendezziik az egy vodorbe keriilt elemeket, és a vodrok sorszdma szerinti
novekvoé sorrendben fiizziik 6ssze a rendezett részsorozatokat (vodroket).

Edényrendezés
Fori=I1ton
Besziirjuk a;-t a B[|na;|| listdba
For i=0 to m-1

Rendezziik a B[] listat besziir6 rendezéssel
Osszeftizziik a B[0],B[1],...,B[m — 1] listdkat.

Helyesség: Ha két elem ugyanabba a vodorbe keriil, akkor a besziir6 rendezés miatt lesz megfeleld a sorrend;iik,
egyébként pedig a vodrok Osszeflizésének sorrendje miatt.
Példa

Legyen A = {0.12,0.21,0.68,0.26,0.72,0.94,0.78,0.17,0.23,0.39}, és legyen m = 10.
Ekkor a vodrok tartalma B[1] = {0.12,0.17}, B[2] = {0.21,0.26,0.23}, B[3] = {0.39}, B[6] = {0.68}, B[7] =
{0.72,0.78}, B9] = {0.94}.

Futasi id6: Tegyiik fel, hogy m = n, ekkor:
e legjobb eset O(n),

e legrosszabb eset G)(nz),

e atlagos eset O(n).

Kivalasztasi probléma

Bemenet: Azonos tipusi (kiilonb6z6) elemek H = {aj,...,a,} halmaza, amelyeken értelmezve van egy < linedris
rendezési relacié és egy i (1 <i < n) index.

Kimenet: Olyan x € H, hogy |[{y:y € HAy <x}| =1i.

A kimenetben szereplé x-et a H rendezett minta i-edik (legkisebb) elemének nevezziik. A kozépsd elemet a

rendezett minta medidnjanak hivjuk. Pontosabban, az i = |(n+ 1)/2] -edik elem az als6, az i = [(n+1)/2] -edik
elem a fels6 medidn.

Feloszt eljaras (Hoare féle)

Feloszt (A, p, )

x:=A[p]
i:=p-1
ji=r+l
while (Igaz)

{repeat j:=7j-1
until A[j]<=x
repeat i:=i+l
until A[i]>=x
if i<j
then csere(A[i],A[]])
else return j}



Példa:
i[5,3,2,6,1,4,3,7]j x=5
5°,3,2,6,1,4,3/ 7]
37,3,2,6,1,4,5/,7]
3,3,2,6%,1,4/,5,7]
3,3,2,4,1,6/,5,7]
3,3,2,4,1/,6/,5,7]
Return 5
Kivalasztas ismételt felosztassal

Az algoritmus haszndlja a gyorsrendezésnél definidlt Feloszt(A,p,r) eljardst, amely dtrendezi az A tomb A[p] és
A[r] kozé eso szakaszat ugy, hogy a visszaadott g értékre A[p, ..., g| minden eleme kisebb vagy egyenl6 A[g+1,...,7]
minden eleménél. Az aldbbi algoritmus a Hoare felosztdst hasznélja, ahol nem garantélt, hogy Alp,...,q — 1] minden
eleme kisebb vagy egyenls, mint A|g].

Elvi algoritmus
Kivalaszt(A,p,r,i)
If p=r
Then return A[p]
q:=Feloszt(A,p,r)
k:=q-p+1
ifi<k
Return Kivélaszt(A,p,q,i)
else
Return Kivélaszt(A,q+1,1,i-k)

1. Példa: A=[6,4,3,7,5,1,8,9], i=2
A feloszt eljards utdan A = [1,4,3,5,7,6,8,9] és ¢ =4
A rekurziv hivas az A,1,4,2 értékekre torténik azaz a [1,4,3,5] résztombben keressiik a masodik legkisebb elemet.

2. Példa: A=[6,4,3,7,5,1,8,9], i=6
A feloszt eljards utan A = [1,4,3,5,7,6,8,9] és g = 4
A rekurziv hivds az A,5,8,2 értékekre torténik azaz a [7,6,8,9] tomb minimdlis elemét keressiik.

Megjegyzés Ha olyan felosztast haszndlunk, ahol a feloszté elemtsl balra esé elemek a feloszté elemnél mind
kisebbek vagy egyenl8k (pl Lomuto) akkor a baloldali rekurziv hivds az A[p, g — 1] tombre vonatkozik, és g = i esetén
a feloszt6 elem az i-edik legkisebb igy az eljarast nem kell folytatnunk.

Futasi id6 elemzés

Legjobb eset: O(n)

Legrosszabb eset: O(n?)

Atlagos eset: O(n)

Bizonyitds: Feltessziik, hogy minden bemenet egyforman valdszinti. Legyen T,(n) az n méretd input atlagos
koltsége. Az q feloszté index lehetséges értékei: g = 1,2,...,n— 1. A keresés vagy a bal oldali részben folytatédik,
amelynek hossza ekkor g, vagy a jobboldaliban, amelynek hossza n — g.

Feltéve, hogy T,(n) monoton novekvd fiiggvény, haszndlva, hogy a felosztds linedris idejt kapjuk, hogy

1 "=
n—lq

1
T,(n) < mar{Tu(a). Taln — )} +O(0).



Az dllitast indukci6val igazoljuk, ehhez tegyiik fel, hogy van olyan ¢, amelyre T, (k) < c -k teljesiil kK < n esetén.
Tovabba legyen o a feloszt eljaras futdsi idejében szerepld multiplikativ konstans. Ekkor azt kapjuk

2 n

1
n—=1, )

T,(n) <

c-q+an

Végrehajtva az 6sszegzéseket adddik, hogy

T,(n) <3cn/4+c/24+an=cn—(cn/4—c/2 —an).

Megfelelen nagy c-t vdlasztva a fenti kifejezés jobboldala kisebb lesz, mint cn.
Kivalasztas linearis id6ben
Linkivalaszt algoritmus

e 1. Osszuk a bemeneti tomb n elemét [n/5] 5 elemii csoportra, a maradék elemekbdl alkossunk egy tovabbi
csoportot.

2. Minden csoportnak keressiik meg a medidnjit gy, hogy az 5 elemii csoportokat (és az esetleges egyetlen
kisebb elemszamu csoportot) rendezziik.

3. A Linkivélaszt algoritmus rekurziv hivdsdval hatarozzuk meg a kapott medianokbdl all6 halmaz medidnjat.

4. A Feloszt eljaras alapjan osszuk fel az igy kivélasztott elem koriil a bemeneti tombot, legyen k az elemnél
nem nagyobb téle kiilonb6zo elemek szdma, n — k — 1 az elemnél nagyobb elemek szdma.

5. A Linkivdlaszt algoritmus rekurziv hivdsaval hatdrozzuk meg a baloldali részben az i-edik elemet, ha i < £,
illetve a jobboldali részben az i — k — 1-edik elemet, hai > k4 1. Az i = k+ 1 esetben a feloszt6 elem a keresett
elem.

Elemzés

2. abra.

Az abrén a sotét elemek kisebbek a feloszt6 elemnél, a vildgosak nagyobbak, igy a rekurziv hivas sordn legfeljebb
7Tn/10+ 6 elemre kell végrehajtani az algoritmust. Tehdt elegendGen nagy n esetén a legrosszabb eset korldtra fenndll
a kovetkez6 rekurziv 0sszefiiggés:

Tir(n) < Ti([n/51) + T1(Tn/10+ 6) + O(n).



Teljes indukcidval igazolhatd, hogy T;,(n) = O(n).

Megvalésitas: Az 5-6s csoportokat tgy valasztjuk ki, hogy a tomb els6, masodik, harmadik, negyedik és 6todik
0todébdl is vesziink egy-egy elemet, igy az 6tosoket tudjuk ugy rendezni, hogy a medidnok a tomb kdzepsd részére
keriiljenek. Ezdltal a Linkivélaszt algoritmus helyben megvaldsithato csak a kiindulasi tomb felhasznéldsdval.

Megjegyzés: A linedris idejli medidnvélasztassal egyszerlien médosithat6 a gyorsrendezés algoritmusa gy, hogy
legrosszabb esetben is O(nlogn) legyen a futdsi ideje. Annyit kell csak tenni, hogy a feloszté elemnek mindig a
medidnt valasztjuk.

Kivalasztas kupaccal

A bindris kupac egy majdnem teljes bindris fa, amely minden szintjén teljesen kitoltott kivéve a legalacsonyabb
szintet, ahol balrdl jobbra haladva egy adott csicsig vannak elemek. A fat egy tombben reprezentéljuk, minden elem a
szint szerinti bejards szerinti sorszdmdnak megfeleld eleme a tombnek. A kupacot reprezentdld A tombhoz két értéket
rendeliink, hossz(A) a tomb mérete, kupacmeret(A) a kupac elemeinek a szdma.

A kupac gyokere A[1], a szerkezeti kapcsolatok egyszeriien szdmolhatéak:

e Ali] bal fia A[2i]
e Ali] jobb fia A[2i + 1]
o Ali] apja A[i/2]]

A kupac minden gyokértdl kiilonbozé elemére teljesiil, hogy az értéke nem lehet nagyobb, mint az apjaé. Ennek
kovetkezménye, hogy a kupac minden részfijara teljesiil, hogy a gyokéreleme maximalis.
MAXIMUM-KUPACOL Eljaras

A MAXIMUM-KUPACOL eljéras helyredllitja az A[i] elemre a kupactulajdonsiagot. Az elemet siillyeszti cserék-
kel mindaddig, amig a tulajdonsag sériil.

MAXIMUM-KUPACOL (A, 1)
1:=21 //az A[1] elem bal fidnak indexe
r:=2i+1 //az A[i] elem jobb fidnak indexe
if 1<=kupacmeret (A) and A[1]>A[i]

then max:=1

else max:=i
if r<=kupacmeret (A) and A[r]>A[max]

then max:=r // A[max] a harom elem kdz{il a legnagyobb
if max!=i

then {Csere(A[i],A[max])
MAXIMUM-KUPACOL (A, max) }

Példa

A=[5,14,13,8,3,4,6,2]
MAXIMUM-KUPACOL (A, 1)
A=[14,5,13,8,3,4,6,2]
A=[14,8,13,5,3,4,6,2]



Kupacvalaszt (A, 1)
Kupacmeret (A) :=1i
for j= [1/2] to 1

MAXIMUM KUPACOL (A, j)

Kivalasztas kupaccal
Az algoritmus sordn a for ciklus j értékkel val6 végrehajtdsa utdn a kupac az elsé j elembdl az i legkisebbet
tartalmazza.

// az elso i elembol egy kupac

for j=i+l to n
{if A[1]1>A[7]

then {Csere(A[1],A[]])

MAXIMUM KUPACOL (A,1)}}

return A[l]

Futasi id6: O(i) + (n —i)O(logi)

A feladat adott n méretd tomb elemeibdl kivalasztani a maximalis és minimalis elemet.

Példa
A=[2’5’7,3’6’4’8]’
A=12,5,713,6,4,8]
A=[7,5,213,6,4,8]
A=[3,5,2|7,6,4,8]
A=[5,3,2|7,6,4,8]
A=[4,3,2|7,6,5,8]
MaxMin (A)
if (n%2=0) then

{k:=2
if (A[1]<A[2])

Minimum és maximum egyidejii valasztasa



{mini:=1

maxi:=2}
else
{mini:=2
maxi:=1}}
else
{k:=1
mini:=1
maxi:=1}
while (k<n)

{if A[k+1]<A[k+2] then
{if A[k+1]<A[mini] then mini:=k+1
if A[k+2]>A[maxi] then maxi:=k+2}
else
{if A[k+2]<A[mini] then mini:=k+2
if A[k+1]>A[maxi] then maxi:=k+1}
k:=k+2}

Futasi id6 Az algoritmus legfeljebb |3n/2| 6sszehasonlitdst végez.
Kiskérdések ZH utani hétre

Kruskal algoritmus

Prim algoritmus

Ford Fulkerson algoritmus

Stabil parositdsi probléma €s lanykérd algoritmus

Szorgalmi feladat

Adjunk meg egy eljardst, amely kivdlasztja a legkisebb és a mdsodik legkisebb elemet n elembdl n— 1+ [logn|
elempér dsszehasonlitdsaval.

Bekiildés: cimreh@inf.u-szeged.hu,

Leiras +magyarazat + futasi ido elemzés

e ¢lsd négy megoldo 8-8 pont

e a masodik négy megoldo 5-5 pont

A szerzett plusszpontok a vizsga minimumkdvetelményébe nem szdmitanak bele.



