A Verem absztrakt adattipus

Ertékhalmaz: E Verem = [ay,...,a, :a; €E,i=1,...,n,] Miiveletek: V : Verem, x : E

{Igaz} Letesit(V) {V =[]}

{V =V} Megszuntet(V) {lgaz}

{V =V} Uresit(V) {V =[]}

(V =la1,...,ay)} VeremBe(V.x) {V = [a1,...,anx]}
o [V=lal...,an,n >0} VeremBol(V,;x) {V = [a1,...,an_1],x = an}
o {V =V} NemUres(V) {NemUres = (Pre(V) # [|)}

o {V=lal...,a),n > 0} Teteje(V.x) {x = a,V = Pre(V)}

o {[V=lai,...,an],n> 0} Torol(V) {V = [a1,...,an_1]}

Megval6sitds: tomb, lanc, kombindlt.
Megvalositas tombbel
A tomb az elsé elemétdl kezdve tartalmazza a veremben szerepld értékeket, adott egy teto valtozd, amely megadja
a verem tetején levs tombelem indexét, tovabba egy meret érték, ami megadja a tomb méretét. A verem miiveletek
hatékonyan megvaldsithatoak.

Hatranya: eldre rogzitett méretli memoriat kell foglalni. Tegyiik fel, hogy a vermet egy T tombbel valdsitjuk meg.
Ekkor

Verembol (V, x)
If teto=0

then {print "Ures verem"
Return False}

Else
{x:=T[teto]
teto:=teto-1
return True}

Verembe (V, X)
If teto=meret
Then {Print "Tele a verem"
Return T

Else
{teto:=teto+tl
Tlteto] :=x
return T}

Ha nem akarjuk korlatozni a méret véltozéval a tomb méretét, akkor lehet dinamikusan ndvelni ezt az értéket.



Verembe (V, x)
If teto=meret

Then {Letesit (T2:Tomb)

for i=1 to meret
T2[1]:=T[1]

teto:=teto+l
T2 [teto] :=x
return T2}

Else
{teto:=teto+l
Tlteto] :=x
return T}

Megvalésitas lanccal

A lancban az elemek egy elem.csat mutatét tartalmaznak a kovetkezd elemre €s elem.adat tartalmazza a verembe

rakott adatot. A ldncot a legelsd celldara mutat6 fej értékkel adjuk meg. A ldnccal torténd megvaldsitds esetén nem
kell el6re lefoglalni az egész veremnek a memoriét.

Verembe (V, x)
Letesit (E: lancelem)

E.adat:=x
E.csat:=fe]
fej:=E

Verembol (V, x)

If fej=Nil
Then Print "Ures Verem"
Else
{x:=fej.adat

fej:=fej.csat}

Megvalositas Kombinalt adatszerkezettel

A kombinalt adatszerkezetben az elemek tdrolasdra adott méretli tomboket hasznalunk, és ezen tomboket egy
lancba flizve taroljuk el.
Sor

Ertékhalmaz: E Sor = [ay,...,a, :a; € E,i=1,...,n,] Miiveletek: S: Sor, x : E

{Igaz} Letesit(S) {S =[]}
{S = S} Megszuntet(S) {Igaz}

{S =S} Uresit(S) {S=[|}

{S=lai,...,a,} SorBa(S,x) {S = [a1,...,an,x|}
o {S=lai,...,ay],n >0} SorBol(S,x) {S = [a2,...,a,],x =a;}

{S=lai,...,a,|} Elemszam(S) {Elemszam = n}



o {S=|ai,...,an],n >0} Elso(S,x) {x =a;,S = Pre(S)}

o {S=lai,...,an],n >0} Torol(S) {S = [as,...,an]}

Megval6sitas: tomb, lanc kombindlt.

Megvalositas cirkularis tombbel

Az elemeket egy meret méretli tombben taroljuk, a sor elsé elemének €s utols6 elemének indexét megjegyezve.
A 1étrehozott sor esetén az eleje érték 0, a vége érték 0. Az elemek a két érték kozott helyezkednek el (a tomb vége a

tomb elejénél folytatddik).

Elemszam(S)
if (elso<=utolso)
then return utolso-elso;
else
return meret-(elso-utolso)

SorBa (S, x)
if (Elemszam(S)=meret)
Then Print "Megtelt"
Else {utolso:=utolso+l
If utolso>meret

Then utolso:=utolso-meret

T[utolso] :=x}

Megvaloésitas lanccal

A ldncban az elemek egy elem.csat mutatét tartalmaznak a kovetkezd elemre €s elem.adat tartalmazza a verembe
rakott adatot. A ldncot a legelsd cellara mutat6 fej értékkel és az utolsé cellara mutaté vege értékkel adjuk meg.
Tovabba szamon kell tartani egy véltozoban az elmszam értéket. A lanccal torténd megvalositas esetén nem kell el6re

lefoglalni az egész veremnek a memoridt.

Sorba (S, x)
Letesit (E: lancelem)
E.adat:=x
E.csat:=Nil
vege.csat:=E
vege:=E
eszam:=eszam+1

Megvalésitas Kombinalt adatszerkezettel

A kombindlt adatszerkezetben az elemek tdroldsdra adott méretli tomboket haszndlunk, és ezen tomboket egy
lancba flizve taroljuk el. Az els6 tombhoz taroljuk a sor elsé elemének indexét, az utolséhoz a tomb utolsé elemének

indexét.

Sorozat adattipus

Ertékhalmaz: E Sor = [a1,...,a, :a; € E,i=1,...,n,] Mtiveletek: S: Sor, x : E

o {Igaz} Letesit(S) {S =[]}

o {S =S5} Megszuntet(S) {Igaz}



{S =S} Uresit(S) {S =[]}

{S=lai,...,an|} Elemszam(S) {Elemszam = n}

{S=lai,...,an] N1 <i<n} Kiolvas(S, i,x) {x =a; AS = Pre(S)}

{S=lai,...,ai,...,ay) N1 <i<n} Modosit(S, i,x) {S = [a1,...,x,...,an]}

{S=la1,...,ai,ait1,...,ay] NO < i< n} Bovit(S, i,x) {S = [ai,...,ai,X,ai+1,...,a,]}

o {S=lay,...,ai—1,a;,ait1,...,ay) N1 <i<n} Torol(S, i) {S = [a1,...,ai-1,ait1,-..,an]}

{S = S} TterKezd(S, I) {}

{I =1} TterAd(Lx) {}
o {I =1} IterVege(l) {}

Megval6sitds: kiegyensilyozott bindris keresdfaval.
Téroljuk az S = {ay,...,a,} sorozatot egy F bindris fidban gy, hogy F inorder bejardsa az S sorozatot adja. Ekkor
F egy bindris keres6fa lesz a sorozat indexeire nézve.

A fa minden p pontjdban taroljuk még extra informdcidként a bal-részfajaban levd pontok szdmandl 1-el nagyobb
értéket s(p). Ekkor s(p) a p pontra végrehajtott inorder bejérds sordn p sorszdma. Ezen s(p) értékek alapjén a fa
gyokerébdl indulva megtaldlhaté minden i-re az i-edik elem.

Bovités esetén ha a keresGut balra halad egy p ponttdl, akkor s(p) értékéhez egyet kell adni. Torlés esetén, ha a
keresGut balra halad egy p ponttdl, akkor s(p) értékébdl egyet le kell vonni.
Interaktiv median keresése

Adott n targy, melyeket 1-t6] n-ig szdmozunk, ahol n pdratlan. Minden targy kiillonboz6 silyu (természetes szd-
mok), de magukat a sulyokat nem ismerjiik. Minden y stlyra igaz, hogy 1 <y < n. Medidnnak nevezziik azt a targyat,
amelyiknél ugyanannyi konnyebb, mint nehezebb térgy van. Irjunk programot, amely meghatdrozza a medidnt! A
targyak sulyét egy olyan eszkozzel hasonlithatjuk 6ssze, amely harom targy koziil megadja a medidnt.

Hagymahamoz6 algoritmus: Hatiarozzuk meg a legnagyobb és legkisebb elemeket, hagyjuk el 6ket a maradék
halmaz medidnja ugyanaz, mint az eredeti halmazé.

Egy elem akkor és csak akkor szélsG elem, ha nem medidnja egyetlen hdrmasnak sem. Igy minden lekérdezéssel
ki tudunk zarni egy elemet, tehat n — 2 kérdéssel meghatdrozhatjuk a sz€Is6 elemeket. Kovetkezésképpen a halmaz
medidnja (n—2) + (n—4) + (n—6) +--- + 1 = O(n?) kérdéssel meghatdrozhaté a hagymahamozé algoritmussal.

Szamjaték: Egy jatéktabla pozitiv egész szamok sorozata, ami 2n szamot tartalmaz. Két jatékos felvaltva 1ép,
egy lépésnem a jatékos a szdmsorozat bal vagy jobb végérdl elvesz egy szamot. A jaték akkor ér véget, ha a szamok
elfogytak. Az a jatékos nyer, akinél az elvett szdmok Osszege tobb. Adjunk egy eljardst, amivel az els6 jatékos
legalabb dontetlen elér. A masodik jatékos 1€péseit egy mar adott szdmitégépes program szolgéltatja.

Megoldas Az elsé jatékos kényszeritheti a masodikat, hogy csak a pdratlan vagy csak a paros indexd szamokat
vegye el, igy konnyen elérheti, hoyg ne veszitsen.

Maxszamjaték A jaték csak a céljaiban kiilonbozik az el6z6 jatéktol. Most a jatékos célja a lehetd legnagyobb
érték Osszegytijtése.

Az optimdlis stratégia dinamikus programozassal meghatérozhaté. Legyen minden i < j-re OPT (i, j) az a;, ..., a;
szamsorozatbol az elsd jatékos altal 6sszegylijthetd Osszeg.

e Hai= j, akkor ez az érték 0 mivel az utolsé elemet a mésodik jatékos veszi el.
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e Ha i+ j pératlan, akkor az elsd jatékos jon, és a két sz€Is6 elem koziil a neki jobbat valasztja, tehat ekkor
OPT (i, j) =max{a;+OPT(i+1,j),aj+OPT(i,j—1)}.

e Ha i+ j paros, akkor a mdsodik jatékos jon, 6 azt valasztja, ami az elsének rosszabb, azaz ekkor az érték
OPT (i, j) = min{OPT (i + 1, j),OPT (i,j— 1)}.

Ezen 0sszefiiggésekkel dinamikus programozdssal minden dlldsra kiszamithaté a maximadlisan nyerhetd 0sszeg és
az ehhez sziikséges 1€pés.

Adatszerkezet meghatarozasa Adott egy adatszerkezet, amelyr6l nem tudjuk, hogy lista vagy nyaldka (egy lista
végére illesztve egy korlanc). Van két bélyeg. Az adatszerkezettel a kovetkezd 1épéseket tehetjiik.

- egy bélyeget a helyérol felvehetiink

-egy bélyeget a helyérdl a rakovetkezd helyre tovabbmozdithatunk

-egy bélyeg helyére mellé a masikat is odatehetjiik

-a legelsé elemre bélyeget tehetiink.

Hatarozzuk meg a méretben linedris idében, melyik adatszerkezetrSl van sz4!

Megoldas A nyaldka adatszerkezetet Ggy ismerhetjiik fel, ha taldlunk kort. Kort pedig gy taldlhatunk, hogy egy
bélyeg helyétdl elindulva a masik bélyeggel mindig tovabblépve tjra megtaldljuk a bélyeget. Két mddszer lehetséges:

Prébdlgatés Minden k-ra megnézziik, hogy van -e a kiinduldsi ponttdl 2% 1épésre levé pontot tartalmazé legfeljebb
2% hosszi kor. Ezt tgy tehetjiik meg, hogy a 2* 1épésnyire levs bélyeg helyérdl elindulunk a masik bélyeggel, tesziink
2K 1épést. Ha vjra latjuk az elsS bélyeget van kor, ha nem, akkor 4thelyezziik az els§ bélyeget is a masodik mellé, és
ratériink a 281 hosszi kor ellendrzésére.

Otletes Elinditjuk a két bélyegzét, az egyiket kétszer olyan gyorsan. (Id8egységenként 2-t 1ép, mig a lassabb
csak egyet). Ha nyaldka adatszerkezet van, linedris id6ben lekorozi a gyors a lassut, és megtaldljuk, hogy van kor,
egyébként pedig nyilvanvaldan linedris id6ben eljutunk a lista végére.

Tortafelosztas

A feladat n felhasznalo kozott felosztani igazsdgosan az er6forrdsokat. A probléma az, hogy minden résztvevonek
sajat mérdszama van.

Adott a torta (altaldban a [0,1] intervallum). A résztvevdket felkérhetjiik
e valamely rész adott ardnyban torténd felosztasira
e két rész 6sszehasonlitdsara, hogy szerintiik melyik a nagyobb.

Igazsagos felosztas: mindenki ugy gondolja, hogy megkapta a torta 1/n-ed részét (a sajat mércéje szerint).
Irigységmentes felosztas: mindenki ugy gondolja, hogy senki sem kapott néla tobbet (a sajat mércéje szerint).
Mozgodkéses eljaras

Mozgatunk egy kést, és mindenkinek akkor kell sz6lni, amikor szerinte elérte a torta 1/n-ed részét.

Mindenkit igazmonddsra 6sztonodz és egy igazsagos felosztast eredményez.

A probléma, hogy végtelen sok kiértékelést kell a résztvevOknek végrehajtani.

Fink eljarasa

Két ember, egyik felez masik vélaszt.

Ha 3 ember van, akkor A felez, B kivdlasztja a nagyobbikat. Majd A és B is felharmadolja a sajat szeletét. C
mindkét részbdl valaszthat egyet.



e Altalanosabban elsként az elsé n-1 résztvevd rekurzivan igazsagosan elosztja a tortat. Majd minden résztvevét
megkériink, hogy vigja n részre a sajat tortdjit. Az n-edik személy mindenkitdl vélaszt egy részt.

Banach és Knaster eljarasa

e Az els6 ember levdg egy 1/n nagysagu darabot majd tovabbadja 2-nek.

e 2 vagy tovabbadja 3-nak vagy ha nagyobbnak taldlja, mint 1/n, akkor levdg beldle és ugy adja tovabb. 3 is
igazithat rajta, majd tovdbbadja, és igy tovabb egészen addig, amig el nem jut az n-edik személyig.

e Ha n elfogadja elviszi, egyébként annak kell elvinni, aki utoljara belevdgott. Utdna az n-1 személy tjra végre-
hajtja az eljarast.

e Mindenkit igazmonddsra 0sztondz. Nagyobbat nem hagyhat, mert esetleg elvisznek egy 1/n-nél nagyobb sze-
letet. Kisebbet sem, mert esetleg neki kell elvinni.

e Legfeljebb n(n-1)/2 vagas kell.
Even és Paz eljarasa(4 ember)

o Kérjiik fel ez elsd 3 embert, hogy felezzék meg a tortét (feltessziik, hogy a torta a 0,1 intervallum).
o Kozépsd vago, aki a masik kettd kozott jeldlte be a felét.

e A negyedik ember kivélasztja a jobbik részt a kozépsd vago altal adott két fél koziil, és azt osztja tovabb azzal
az emberrel, akinek a felez6pontja oda esett.

Vizsgaleiras
A vizsgén elérheté maximalis pontszam: 100. A vizsgén 10 kérdés lesz a honlapon taldlhat6 kérdéssorbdl. Lesz
olyan kérdés, ami algoritmus végrehajtasarol szol, és egy kérdés lesz, amiben bizonyitds van (pl. futdsi id6 vagy
helyesség igazoldsa).



