Moho algoritmusok

Optimalizéldsi probléma megoldasara szolgdld algoritmus sokszor olyan 1épések sorozatabdl éll, ahol minden
1épésben adott halmazbdl valaszthatunk. Ezt gyakran dinamikus programozds alapjan oldjuk meg, de el6fordul, hogy
a dinamikus programozas tul sok esetet vizsgél annak érdekében, hogy az optimalis valasztast meghatarozza.

A moh¢ algoritmus mindig az adott 1€pésben optimélisnak 14tsz6 vdlasztést teszi. Vagyis, a lokdlis optimumot
vélasztja abban a reményben, hogy ez globalis optimumhoz fog majd vezetni.

Moh¢ algoritmus nem mindig ad optimédlis megolddst, azonban sok probléma megoldhaté mohé algoritmussal.
Egy iitemezési feladat

Feladat Vegyiik azt az litemezési modellt, ahol adottak az {1,...,n} munkék tovdbbd a j munkdnak van egy p;
végrehajtasi ideje €s egy w; silya. A cél a munkdknak egy olyan sorrendjét megadni, amely sorrendre a befejezési
1d6k sulyozott 6sszege minimalis.

Példa (pl = 2,W1 = 2), (pz = 4,W2 = 3), (p3 = 2,W3 = 1).

Ekkor az 1,2, 3 sorrendre a befejezési id6k 2,6,8 és a célfiiggvény 2-24+6-3+48-1 = 30.

A 2,1,3 sorrendre a befejezési 1dok 4, 6,8 és a célfiiggvény 4-3+6-2+8-1 = 32.

Mohé megoldasok:

e Elsének azt hajtsuk végre, akinek kicsi a végrehajtasi ideje.

e Elsének azt hajtsuk végre, akinek nagy a sulya.
Egyik sem ad optimadlis algoritmust.

Tétel A munkdkat a p;/w; érték szerint monoton névekvé sorrendbe rendezve egy optimalis sorrendet kapunk.
Lemma Van olyan optimdlis megoldds, amelyben az elsének végrehajtott munkdra minimalis a p;/w; érték.

Bizonyitas: Vegyiik azt az optimalis megoldést, amelyben a legkordbban szerepel olyan munka, amelyre a p;/w;
érték minimdlis. Legyen ez a megoldds OPT és tegyiik fel, hogy az i-edik munka az els6 olyan, amire a p;/w; érték
minimalis. Ha i = 1, akkor a lemma teljesiil.

Ellenkez6 esetben legyen k és r OPT i-1-edik és i-edik munkdja. Vegyiik azt az OPT’ megoldast, amelyet 4gy
kapunk OPT-bdl, hogy felcseréljiik k és r sorrendjét. Ekkor OPT célfiiggvényértékébdl kivonva OPT’ célfiiggvényér-
tékét a

WPk +Wwr(pk+ pr) — Wrpr — wi(pr+ pr) = wrpk — wipr >0

értéket kapjuk, ami ellentmond OPT optimalitdsdnak.

Lemma Egy optimalis megoldas tetszdleges végszelete optimalis megolddsa annak az litemezési feladatnak,
amelyben az input a végszeletben szerepld munkdk halmaza.

Bizonyitas Ha nem lenne optimalis megoldds, akkor egy jobb megoldast kiegészitve a hidnyzo6 kezddszelettel, a
kiindul6 megolddsnél jobb megoldadsat kapnank az eredeti probléménak.
Egy masik iitemezési feladat

Feladat Vegyiik azt az litemezési problémat, ahol egy gép van, minden munkénak van egy végrehajtasi ideje és
egy hatdrideje. A cél a maximalis késedelem (befejezési id6bdl kivont hataridé) minimalizdl4sa.

Moh6 algoritmus: a munkdékat hatarid6 szerint rendezziik és ebben a sorrendben hajtjuk végre.

Tétel A Moho algoritmus optimalis megoldast ad.

Lemma Van olyan optimélis megoldds, amelyben az elsének végrehajtott munkanak a legkisebb a hatérideje.
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Bizonyitas: Tekintsiink egy olyan iitemezést legyen S, amely nem egy legkisebb hataridével rendelkezd munkat
iitemez elsének. Legyen a legkisebb hatdriddvel rendelkezd munka ;.

Tegyiik fel, hogy S valamilyen iy,i,..., i, j munkasorrenddel kezd6dik. Vegyiik $'-t, amelyet tigy kapunk S-bdl,
hogy a munkdk ezen kezdeti sorrendjét kicseréljiik a j,iy,io,...,i; sorrendre. Az Uj iitemezésre az iy, ..., munkdk
késobb fejezddnek be, viszont a befejezési idejiik nem lesz nagyobb, mint j-nek az S iitemezésben, ezért a késedelmiik
sem, hiszen j hatarideje minimalis volt. Kdvetkezésképpen az igy kapott megoldds is optimadlis lesz, amivel a lemmat
igazoltuk.

Grafok, definiciok

Iranyitatlan graf: G = (V,E), ahol E rendezetlen (a,b),a,b € V parok halmaza.
Iranyitott graf: G = (V,E) E rendezett (a,b) parok halmaza; E CV x V.
Cimkézett (sulyozott) graf: G = (V,E,C) C : E — Cimke

Minden irdnyitatlan G = (V,E) graf olyan irdnyitott grafnak tekinthetS, amelyre teljesiil, hogy ha (p,q) € E akkor
(¢,p) €E.

Jelolések:

e Ki(G,p)={q€eV:(p,q) €E}
® Be(G,p)={q€V:(q,p) €E}
e KiFok(G,p) = |Ki(G,p)|

e BeFok(G,p) = |Be(G,p)|

Graf absztrakt adattipus

Ertékhalmaz: Graf = {G = (V,E) : V C PontTip,E C V x V} Mitiveletek: G : Graf , p, pl, p2 : PontTip,
ir:boolean, I : Iterator,

o {Igaz} Letesit(G,ir) {G = (0,0)}

e {G = G} Megszuntet(G) {Igaz}

e {G =G} Uresit(G) {G = (0,0)}

e {G = G} Iranyitott(G) {NotIranyitott(G) — ((p,q) €E) — (¢,p) € E)}
e {G = G} Pontokszama(G) {= |V |}

e {G = G} Elekszama(G) {= |E|}

e {G =G} KiFok(G, p) {= |KI(G,p)|}

o {G = G} BeFok(G, p) {=|Be(G,p)|}

e {G=(V,E)} PontBovit(G, p) {V = Pre(V)U{p} NE = Pre(E)}

e {G=(V,E)Ap eV} PontTorol(G, p) {V = Pre(V)\{p} NE = Pre(E)\{(p,q) : g € Ki(G,p)}\{(¢,p) : g €
Be(G,p)}}

e {G=(V,E),pl,p2 € V} EIBovit(G, pl, p2) {E = Pre(E)U{(pl,p2)} AV = Pre(V)}



(G = (V,E),pl,p2 € V} ElTorol(G, p1, p2) {E = Pre(E)\ {(p1,p2)} AV = Pre(V)}
{G=(V,E),pl,p2 € V} Vanel(G, p1, p2) {= (p1,p2) € EAE = Pre(E) AV = Pre(V)}
{G = G} Plterator(G, ) {}

{G =G} KiEI(G, p) {={q : VanEl(p,q)}}

{G = G} Kilterator(G, p) {}

{G = G} Ellterator(G, 1) {}

Az absztrakt adattipus meg van valdsitva JAVA nyelven, megvalositasa a pub konyvtarban megtalalhato.

Cimkézett Graf adattipus

Ertékhalmaz: Graf = {G = (V,E,C):V C PontTip,E CV x V,C : E — CimkeTip}.
Miiveletek: Graf-miveletek + G : Graf , P,P1,P2 : PontTip, S : CimkeTip, I : Plterator,

{G=(V,E),pl,p2 € V} EIBovit(G,pl,p2,s) {E = Pre(E)U{(p1,p2)} AC(p1,p2) = 5}
{G=(V,E),(pl,p2) € E} EICimke(G,p1,p2,s) {s = Pre(C)(pl,p2) AE = Pre(E)}

(G = (V,E),(pl,p2) € E} ElCimkez(G,p1,p2.s) {s = C(pl, p2) AE = Pre(E)}

{G = G} KiCEI(G, p) {={(g,5) : VanEl(p,q) NC(p,q) = 5} }

{G = G} Ellterator(G, I) {}

Ha a CimkeTip tipuson alapértelmezett linearis rendezési reldcid, akkor a cimkézett grafot sulyozott grafnak
nevezziik.

Grafok abrazolasa

Szempontok az adatszerkezet megvélasztdsghoz.

Az adott probléma megolddsdhoz ténylegesen mely miiveletek sziikségesek.
Melyek a relevans miiveletek, amelyek alapvetéen befolydsoljdk az algoritmus futdsi idejét.

A tarigény az adott probléma esetén.
Abrazolasok

Elhalmazlinc vagy élhalmaztomb: az élek felsoroldsa. Térigény: O(|E|), VANEL idSigénye: ©(|E|), El-
iteraci6 idGigénye: O(|E|), Ki-iterdcié idGigénye: O(|E|).

Kapcsolatmdtrix (szomszédsagi) matrix: G[i, j] = 1 ha (i, j) € E, cimkézett graf esetén G a cimkéket tarolhatja.
Térigény: ©(n?), ahol |V| = n, VANEL id&igénye: @(1), El-itericié idGigénye: ©(n?), Ki-iteracié idSigénye:
O(n).

Statikus éllista: egy n elem( tomb, amelynek az i-dik eleme a Ki(G, i) halmazt tartalmazza lancként. Tarigény:
O(|E|+n), VANEL idGigénye: O(n), El-iteraci6 idGigénye: O(|E|), Ki-iteraci6 id6igénye: O(|Ki(G,i)|).



1 [ PEE-RL
2| 0]
3| EF[6lL]
4| PO~
5| 2T~ [elF~[e]1]
6| [T~ 3~[e]1]
7| el
s|
of L]
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Példa:

Szamitott graf

Az élek halmazat explicite nem taroljuk, mert van olyan szamitasi eljards, amely barmely két p, g € V-re kiszdmitja
VanEl(p,q)-t. Vagy, van olyan szamitdsi eljards, amely minden p € V-re kigenerélja a Ki(G, p) halmaz elemeit.
Alapvet6 definiciok
Legyen G = (V,E) irdnyitott vagy irdnyitatlan graf.
Definicio p,q € V-re egy p-bdl g-ba vezet6 it G-ben, jele: w: p ~~ g, olyan T = {po, p1, ..., pr} pontsorozat, ahol

pi# pj.hai# j, p=poés q= py tovibbd p = g = po, vagy (Vi € {1,....k})((pi-1,pi) € E)

A m=p~> g it hossza, |n| = |p ~ g| = k. Ha G = (V.E,C) élei a C : E — R fiiggvénnyel silyozottak, akkor a
p~ g thossza |p ~ g = L = C(pi-1,p:).

Definicié p-bdl g-ba vezets legrovidebb tt hossza, p és q tdvolsdga: d(p,q) = o, ha nincs p ~~ ¢ 1t és Min{|rn| :
T p~> q} egyébként.

Definicio A p = {po, p1, ..., pr} pontsorozatot a po-bol py-ba vezets sétanak nevezziik, ha (Vi € {1,...,k})(pi—1,pi) €
E.

Definicié A G=(V,E) irdnyitott vagy iranyitatlan grafnak az F = (V,E) graf a r € V gyoker( feszit6fdja, ha

o Frészgrifja G-nek (V CV, E CE) és fa.

e (Vp €V) akkor és csak akkor van r ~~ p G-ben, ha van r ~» p F-ben.

Definicié A G = (V,E) irdnyitott vagy irdnyitatlan, esetleg stlyozott grafnak az F = (V E) graf a r € V gyokerd
legrovidebb utak feszit6faja (LUF), ha

e Fr-gyokerd feszit6fdja G-nek, és

e Vp e V-re dg(r,p) =dr(r,p).

Szélességi keresés
Egy adott silyozatlan irdnyitott vagy irdnyitatlan graf egy pontjabol keressiik az elérhetd pontokat, és az azokhoz
vezetd legrovidebb utakat.

Bemenet: a G = (V,E) graf és egy kiindulasi pont r € V. Kimenet: a legrovidebb utak fdja, egy Apa fiiggvény
altal megadva, és egy d fiiggvény, amelyre d(p) = 8(p) minden p € V-re.



SZELTKERES

for(p in V)
{Apa (p) :=-1
d(p) :=INF}
d(r):=0
Apa (r) :=0
Letesit (S:Sor)
Sorba (S, r)
While (Elemszam(S)>0)
{Sorbol (S, u)
for(v in Kiel (G, u))
{if Apa(v)<0
Then {Apa(v) :=u
d(v):=d(u)+1
Sorba (S,v) } }}
r
G2 —Ca1 G
GB.3D
2. abra.
S=[1],u=1,S=[,v=2,Apa(2) =1,d(2) =1,S=[2],v=4,Apa(4) = 1,d(4) = 1,
S=1[2,4],v==6,Apa(6) =1,d(6) =1,5=1[2,4,6],u=2,5=1[4,6],v=3,Apa(3) =2,
d(3)=2,5=1[4,6,3l,v=4u=4,S=1[6,3],v=1Lu=6S=[3],v=1Lu=3,S=][,
v=1,v=5Apa(5)=3,d(5)=3,u=5S=[,v=3,v=6
Helyesség

Lemma Legyen G = (V,E) irdnyitott vagy irdnyitatlan graf és s,u,v € V. Ekkor minden (u,v) € E élre 8(s,v) <
S(s,u)+ 1.



Lemma Ha SZELTKERES algoritmust az r pontra alkalmazzuk, akkor a kiszamitott d-re teljesiil: (Vv € V)(d[v] >
d(r,v)).

Bizonyitas. Az S sorba keriilés szerinti indukcidval.

Lemma Legyen a SZELTKERES algoritmust végrehajtdsdnak egy pillanatdban az S sor tartalma S = [vi, vy, ..., vg].
Ekkor d(vy) <d(vi)+1ésd(vi) <d(vit1)(i=1,...,k—1)

Tétel (Vv € V)(8(r,v) =d(v))
Bizonyitds

e Ha §(r,v) = oo, akkor nem keriil be v a sorba.

e Egyébként legyen v a legkisebb olyan 8(r,v) értékd pont, hogy &(r,v) # d(v), és u egy olyan pont, amely
kozvetlenill megel6zi v-t az r ~ v legrovidebb dton. Ekkor a lemmadk alapjan d(v) > 8(r,v) = d(r,u) +1 =
d(u) + 1, amivel ellentmonddshoz jutunk megvizsgdlva az algoritmus viselkedését az (u,v) él vizsgélata sorén.

Kovetkezmény Az algoritmus egy r gyokert legrovidebb utak feszitofat ad vissza.

Futasi id6 Az algoritmus futdsi ideje O(V + E) ha a ki iteraci6 linedris ideji (pl éllistds esetben).

Példa Adott egy sziget ahol 42 kaméleon lakik. A kaméleonok harom szint vehetnek fel piros, kék és zold. Ha
két kiilonboz6 szinli kaméleon taldlkozik, akkor megijednek és mindkettd atvaltoztatja a szinét a harmadik szinre. A
szigeten a kiinduldsi idépontban 13,14,15 darab piros z6ld €s kék kaméleon van. El&fordulhat -e, hogy a szigeten
minden kaméleonnak ugyanaz legyen a szine?

Megoldas: Definidljunk egy gréafot, a graf pontjai az (x,y,z) szamharmasok, ahol minden komponens nemnegativ
egész és x+y+z = 42. Az élek a lehetséges dtviltozdsoknak felelnek meg. Tehdt (x,y,z)-nek harom szomszédja
lesz (x—1,y—1,z+2), (x—1,y+2,z—1), (x+2,y—1,z—1). A feladat, hogy meghatdrozzuk van -e a grafban a
(13,14,15) pontbdl a (42,0,0), (0,42,0), (0,0,42) pontok valamelyikébe ut. Ezt megoldhatjuk szélességi kereséssel.

Példa Adott egy n x n-es sakktdbla. Az (1,1) mezdn all egy huszar. Hatarozzuk meg eljuthat -e az (u,v) mezdre,
ha igen adjunk meg egy legkevesebb 1épésbdl all6 utat! Adjunk algoritmust, ami megoldja a feladatot.

Megoldas Konstrualjunk a feladathoz egy grafot. A graf csucsai (a lehetséges konfiguracidk) a sakktdbla mezdi,
a masikba. Tehdt az (x,y) szomszédjai az (x — 1,y +2), (x—1,y—2), (x+1,y+2), (x+1,y—2), (x+2,y—1),
(x+2,y+1), (x—2,y—1), (x—2,y+ 1) parosok koziil azok, amelyekben mindkét koordinéta pozitiv és nem nagyobb,
mint n. A feladat megtaldlni a legrovidebb utat az (1, 1) pontbdl az (u,v) pontba. Ezt egy szélességi kereséssel, amit
az (1,1) pontbdl inditunk a fenti grafban megtalaljuk.

Megjegyzés Ha adott mezSk egy T halmaza, ahova nem léphet, akkor is hasonl6an oldhaté6 meg a feladat. Ez
esetben csak a megengedett mez6k a graf pontjai.
Példa

Erdos szam kiszamitasa. ErdGs Pal matematikus tiszteletére definaltak az ErdGs szam fogalmat. ErdGs Pal ErdGs
szama 0, azoknak a matematikusoknak, akiknek van kozos cikkiik ErdGssel az Erdés szamuak 1. Azoknak, akiknek
nincs kozos cikkiik Erdds Pallal, de van k6zos cikkiik olyan matematikussal, akinek az Erdds szama 1, az Erd6s szdma
2. Altaldban egy matematikus ErdGs szdma a tdrsszerzsi ErdSs szamdnak minimuma +1. Adjunk algoritmust, amely
a cikkek adatbazisa alapjan (feltételezhetjiik, hogy adott egy TARS algoritmus, ami minden matematikusra visszaadja
a tarsszerz6i halmazat) meghatdrozza egy adott személy Erdds szamat. A futdsi id6 linedris kell legyen R 4 n-ben,
ahol n az adatbézisban a matematikusok szdma R pedig a 7(i) értékek osszege, ahol #(i) az i személy tarssszerzGinek
szama.

Definidlunk egy grafot, amelyben midnenkinek a tdrsszerzdi a szomszédjai. Ebben keressiik a legrovidebb Erdds
szerz{ utat.



Kiskérdések a jovo hétre
Kiskérdések a ZH utani hétre

Szintszerinti bejaras
Eseményvalasztas algoritmusa
Huffman kéd algoritmusa

Huffman kéd algoritmusdnak végrehajtdsa, az optimadlis fa felépitése, a kddok megaddsa egy megadott példan



