Példa Adott egy n X n-es sakktdbla. Az (1, 1) mezdn all egy huszar. Hatdrozzuk meg eljuthat -e az (u,v) mezdre,
ha igen adjunk meg egy legkevesebb 1épésbdl all6 utat! Adjunk algoritmust, ami megoldja a feladatot.

Megoldés Konstrudljunk a feladathoz egy grafot. A graf csicsai (a lehetséges konfiguracidk) a sakktdbla mezdi,

//////

a mdsikba. Tehdt az (x,y) szomszédjai az (x — 1,y +2), (x—1,y—2), (x+1,y+2), (x+1,y—2), (x+2,y—1),
(x+2,y+1), (x—2,y—1), (x—2,y+ 1) parosok koziil azok, amelyekben mindkét koordinéta pozitiv és nem nagyobb,
mint n. A feladat megtaldlni a legrovidebb utat az (1, 1) pontbdl az (u,v) pontba. Ezt egy szélességi kereséssel, amit
az (1,1) pontbdl inditunk a fenti grafban megtalaljuk.

Megjegyzés Ha adott mezSk egy T halmaza, ahova nem léphet, akkor is hasonl6an oldhaté6 meg a feladat. Ez
esetben csak a megengedett mezSk a graf pontjai.
Mélységi keresés
Ez az algoritmus a graf pontjait jarja be, eredményképpen egy mélységi feszitderddt ad vissza az Apa fliggvény
altal. A pontok bejartsagét szinekkel kezeljiik, fehér= érintetlen, sziirke=megkezdett, fekete=befejezett.

Melykeres (G)
for(u in V)
{szin(u) :=feher
Apa(u) :=0}
for(u in V)
{if szin(u)=feher
then MBejar (u)}

MBejar (u)
szin(u) :=szurke
for(v in Kiel (G, u))
{if szin(v)=feher
Then {Apa(v):=u
MBejar (v) }}
szin (u) :=fekete

e MBejar(1)
e szin(1):=sziirke
e Apa(2):=1
e MBejar(2)
e szin(2):=sziirke
e Apa(3):=2
e MBejar(3)
e szin(3):=sziirke
e Apa(5):=3
e MBejar(5)



1. abra.

szin(5):=sziirke
Apa(6):=5
MBejar(6)
szin(6):=sziirke
Apa(7):=6
MBejar(7)
szin(7):=sziirke
MBejar(7) vége, mert 5 mar nem fehér
szin(7):=fekete
MBejar(6) vége
szin(6):=fekete
MBejar(5) vége
szin(5):=fekete

MBejar(3) vége



e szin(3):=fekete
e Apa(4):=2

e MBejar(4)

e szin(4):=sziirke
e MBejar(4) vége
e szin(4):=fekete
e MBejar(2) vége
e szin(2):=fekete
e MBejar(1) vége
e szin(1):=fekete
e MBejar(8)

e szin(8):=sziirke
e Apa(9):=8

e MBejar(9)

e szin(9):=sziirke
e MBejar(9) vége
e szin(9):=fekete
e MBejar(8) vége
e szin(8):=fekete

Mélységi keresés kibovitve

Az algoritmus elemzéséhez és egyes alkalmazdsainak helyességének bizonyitdsidhoz hasznos, ha minden pontra
definidljuk a d elérési és f elhagydsi idejét.

MelykeresBovit (G)
for(u in G)
{szin(u) :=feher
Apa(u) :=0}
ido:=0
for(u in G)
{if szin(u)=feher
then MBejarBovit (u)}
MBejarBovit (u)
szin(u) :=szurke
ido:=ido+1



d(u) :=1do
for (v in Kiel (G,u))
{if szin(v)=feher
Then {Apa(v):=u
MBejarBovit (v) } }

szin(u) :=fekete

ido:=ido+l

f(u):=ido

2. abra.

e MBejarBovit(1)
e szin(1):=sziirke
e d(1)=1

e Apa(2):=1

e MBejarBovit(2)
e szin(2):=sziirke
e d(2)=2

e Apa(3):=2



MBejarBovit(3)
szin(3):=sziirke
d(3)=3

Apa(5):=3
MBejarBovit(5)
szin(5):=sziirke
d(5)=4

Apa(6):=5
MBejarBovit(6)
szin(6):=sziirke
d(6)=5

Apa(7):=6
MBejarBovit(7)
szin(7):=sziirke
d(7)=6
MBejarBovit(7) vége, mert 5 mér nem fehér
szin(7):=fekete
f(7)=7
MBejarBovit(6) vége
szin(6):=fekete
£(6)=8
MBejarBovit(5) vége
szin(5):=fekete
f(5)=9
MBejarBovit(3) vége
szin(3):=fekete
f(3)=10

Apa(4):=2

MBejarBovit(4)



szin(4):=sziirke
d4)=11
MBejarBovit(4) vége
szin(4):=fekete
f(4)=12
MBejarBovit(2) vége
szin(2):=fekete
f(2)=13
MBejarBovit(1) vége
szin(1):=fekete
f(1)=14
MBejarBovit(8)
szin(8):=sziirke
d(8)=15

Apa(9):=8
MBejarBovit(9)
szin(9):=sziirke
d9)=16
MBejarBovit(9) vége
szin(9):=fekete
f(9)=17
MBejarBovit(8) vége
szin(8):=fekete

f(8)=18

1. tdblazat. A keresés sordn kapott értékek

pont| 1 |2 |34 |5|/6|7|8]|09
apa | O | 1 [ 2|2 |3|5/6|0
d 1123 |11/4|5/6|15]16
f [ 141310129 |8 |7 |18




Az algoritmus egy mélységi feszit6 erd6t (MFE) ad eredményiil, a csticshalmaz V az élek pedig F = {(p,q) :
Apa(q) = p}.

Tétel (Zardjelezési tétel) Mélységi keresést alkalmazva a G = (V,E) grafra, a kovetkezd harom feltétel koziil
pontosan az egyik teljesiil minden u és v pontra:

o Ald(u),f(u)]és[d(v),f(v)] intervallumok diszjunktak és az u és v pontok egyike sem leszdrmazottja a masik-
nak a MFE-ben.

e [d(v),f(v)] C[d(u), f(u)] és v leszarmazottja u-nak a MFE-ben.
e [d(u), f(u)] C[d(v),f(v)] és uleszarmazottja v-nek a MFE-ben.
Bizonyitas. Legyen d(u) < d(v).

e Ha d(v) < f(u), akkor v elérésekor u szine sziirke volt, tehat v leszarmazottja MFE-ben u-nak. Tovabbd, v-t
elébb elhagyjuk, miel6tt visszatérnénk u-hoz, tehat f(v) < f(u).

e Had(v) > f(u), akkor d(u) < f(u) < d(v) < f(v), tehat a két intervallum diszjunkt. Ebbdl kovetkezik, hogy
mind u, mind v elérésekor a masik nem lehetett sziirke, tehat nem leszdrmazottjai egymdsnak MFE-ben.

Kovetkezmény. A v pont akkor és csak akkor leszdrmazottja az u pontnak MFE-ben, ha d(u) < d(v) < f(v) <
f(u)

Tétel (Fehér it tétel) Minden v pont akkor és csak akkor leszarmazottja az u pontnak MFE-ben, ha a d(u) idében
(u elérésekor) van csupa fehér pontokon at haladé u ~~ v ut G-ben.

Bizonyitds

e Tegyiik fel, hogy van u ~» v az MFE-ben. Ekkor ennek tetsz6leges w pontjara d(u) < d(w), tehat w fehér a d(u)
id6ben.

e Tegyiik fel, hogy van olyan u = vy...v; = v 1t, hogy minden v; fehér a d(u) id6ben, de v nem lesz leszar-
mazottja u-nak MFE-ben. Feltehetjiik, hogy Vi < k-ra v; leszarmazottja lesz u-nak az MFE-ben. Mivel v;_
leszarmazottja u-nak, ezért f(vi_1) < f(u). De d(u) < d(v) < f(vi_1), igy d(u) < d(v) < f(vk—1) < f(u),
tehat v leszarmazottja u-nak MFE-ben.

Elek osztalyozésa

e Faél: (u,v) € E faél, ha bekeriil a MFE élei kozé, azaz Apa(v) = u.
e Visszaél: (u,v) € E visszaél, ha u leszdrmazottja v-nek a MFE-ben.
e Eloreél: (u,v) € E eldreél, ha v leszarmazottja u-nek a MFE-ben és nem faél.

e Keresztél: Minden mds esetben (u,v) € E keresztél.

Példa az élek osztalyozasara

e Faélek: (1,2), (2,3), (3, 5), (5, 6), (6,7), (2, 4), (8,9)
e Visszaélek: (5,2), (7, 5), (9, 8)
o El6reélek: (1, 3)



Keresztélek: (8, 1).

Tulajdonsagok

(u,v) € E akkor és csak akkor faél, ha az (u,v) él vizsgalatakor v szine fehér.

(u,v) € E akkor és csak akkor visszaél ha az (u,v) él vizsgdlatakor v szine sziirke.

e (u,v) € E akkor és csak akkor eldre-él ha az (u,v) €l vizsgélatakor v szine fekete és d(u) < d(v).
(u,v)

e (u,v) € E akkor és csak akkor keresztél ha az (u,v) él vizsgélatakor v szine fekete és d(u) > d(v).

Tétel Ha G iranyitatlan graf, akkor barmely mélységi keresésre minden éle vagy faél, vagy visszaél.
Bizonyitds Tegyiik fel, hogy (u,v) € E és d(u) < d(v). Mivel v € Ki(G,u), ezért valamikor végrehajtédik az (u,v)
€l vizsgdlata, és ekkor Szin(u)=Szurke. Milyen lehet v szine?

e Szin(v) = Feher : Ekkor (u,v) faél lesz.
e Szin(v) = Szurke : Ekkor (u,v) visszaél lesz.

e Szin(v) = Fekete : Nem lehet, mert ez azt jelentené, hogy f(v) < d(u).
Topologikus rendezés

Definicié Egy G =(V,E) irdnyitott graf topologikus rendezésén a V pontjainak egy olyan vi,va,...,v, (n = |V])
felsorolasat értjiik, amelyre teljesiil, hogy minden (u,v) € E élre, u el6bb van a felsoroldsban, mint v.

Lemma A G = (V,E) irdnyitott grafnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha G kormentes.

Lemma A G = (V,E) irdnyitott grafban akkor és csak akkor van kor, ha van visszaéle.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van egy (u,v) visszaél. Ekkor hozzavéve az (u,v) visszaélt az MFE-ben levs v ~~ u
uthoz, egy kort kapunk G-ben.

Tegyiik fel, hogy vi,va,...,vi_1,vi = v egy kor, tovabba a kor pontjai koziil vi-et érjiik el eloszor a mélységi
bejaras sordn. Ekkor a d(v;) idSben van csupa fehér pontokon &t halad6 vy ~~ v dt. A fehér dt tétel miatt vy
leszdrmazottja lesz a vi-nek a MFE-ben, tehét (v, v;) visszaél lesz.

Tétel Ha a G iranyitott graf kormentes, akkor pontjainak minden olyan vy, ..., v, felsoroldsa, amelyre f(v;) >
fit1),i=1,...,n—1 G egy topologikus rendezése lesz barmely mélységi bejarassal kiszamitott f elhagyasi fiigg-
vényre.

Bizonyitds Legyen (u,v) € E tetszGleges él.

e Ha d(u) < d(v), azaz u-t elSbb érjiik el, mint v-t, akkor a fehér ut tétel miatt v leszarmazottja lesz u-nak a
MEFE-ben, tehdt d(u) < d(v) < f(v) < f(u).

o Tegyiik fel, hogy d(u) > d(v), azaz v-t el6bb érjiik el, mint u-t. Mivel nincs v ~ u Gt G-ben, ezért v-t befejezziik,
miel6tt u-t elérnénk, tehat f(v) < d(u) < f(u).

Elvi algoritmus
o A mélységi keresés algoritmusat hajtsuk végre a gréfra.

e Az egyes csucsok elhagydsakor besztrjuk dket egy lancolt lista elejére.
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e A csucsok ldncolt listdja adja meg a rendezési sorrendet.

Az algoritmus futési ideje megegyezik a mélységi keresésével, azaz 6(V + E). (Feltéve, hogy a ki iteracio linedris
1d6ben megvaldsithato.)
Erosen osszefiiggé6 komponensek

Definicié u ~ v ha van u ~~» v Gt és v ~~» u Ut is a grafban.
Lemma A ~ relaci6 egy ekvivalencia reldcid, igy egy osztalyozast definial.

Definicié A ~ relacié altal definidlt osztalyozas osztdlyai a graf erSsen Osszefiiggd komponensei. Azaz egy u
pontot tartalmazé erGsen sszefiiggd komponens: C(u) = {v eV :u ~v}.

Definicié A G = (V,E) gréf transzponaltja: G = (V,ET), ahol ET = {(p,q) : (¢,p) € E}.
Definicié Egy G = (V,E) graf komponensgrafjanak hivjuk azt a grafot, amelynek csucsai az erdsen 0sszefiiggd

komponensek, és C komponensbdl akkor vezet él egy D komponensbe, ha C valamely pontjdbol G-ben vezet él D
valamely pontjédba.

Lemma A komponensgraf kormentes.
Példa EOK komponensek hasznalatara

Feladat: Egy faluban minden emberre ismert azoknak a halmaza, akiknek tovdbbmondja az édltala megismert
pletykat. Hatdrozzuk meg a falu legtitoktartobb emberét, azaz olyan embert, akinek elmondva egy hirt a legkevesebb
emberhez jut el a pletyka!

Megoldas: Definidljunk egy irdnyitott grafot (a falu pletyka grafjat): a pontok az emberek A-bdl megy él B-be,
ha A elmondja B-nek a pletykat. A grafban a feladat olyan pont keresése, amelybol a legkevesebb pontba vezet ut.

A megoldést a kovetkezd (elvi) algoritmus szolgéltatja - hatdrozzuk meg az erdsen 6sszefiiggd komponensek
komponensgrafjit - vegyiik azokat a komponenseket, amelyekbdl a komponensgrafban nem vezet ki €l - a legkisebb
elemszdmu ilyen komponensbdl valasszunk ki egy pontot.

Masik példa

Feladat: Az el6z6 faluban szeretnénk megnyerni a vdlasztdsokat. Ehhez a politikai ellenfelekr6l rdgalmakat
akarunk elterjeszteni. Viszont a lehetd legkevesebb emebernek akarjuk személyesen mi elmondnai ezeket. fgy a cél
egy minimdlis elemszdmu halmazat taldlni az embereknek, akikt6l mindenkihez eljut a pletyka.

Megoldas: Definidljunk egy iranyitott grafot (a falu pletyka grafjat): a pontok az emberek A-bdl megy él B-be,
ha A elmondja B-nek a pletykat. A grafban a feladat olyan pont keresése, amelybol a legkevesebb pontba vezet tt.

A megoldést a kovetkezd (elvi) algoritmus szolgéltatja - hatdrozzuk meg az erdsen Osszefliggd komponensek
komponensgrafjat - vegyiik azokat a komponenseket, amelyekbe a komponensgrafban nem vezet €l - minden ilyen
komponensbdl valasszunk ki egy pontot.

Elvi algoritmus

e 1. Szamitsuk ki a MELYKERES algoritmussal az f(u) elhagyasi értékeket.

e 2. A G" transzponalt grafra alkalmazzuk a MELYKERES eljarést tigy, hogy a pontokra a MBEJAR eljérast f
szerint csOkkend sorrendben hivjuk.

e 3. A 2. pontban az egy mélységi feszit6fdba keriil6 pontok alkotnak egy erdsen Osszefiiggé komponenst.

Megvalositas: A 2-es pontban nem rendezést hajtunk végre az f értékek szerint, hanem a pontokat a befejezésiik
id6pontjaban berakjuk egy verembe, és abbdl vessziik a pontokat a masodik bejarasnal.
Példa:

A transzponalt grafon a Mélykeres eljardsban a pontok sorrendje: 8,9,1,2.4,3,5,6,7



3. abra.

2. tdblazat. Az elsé bejaras soran kapott értékek

pont| 1 [ 2|3 |4 |5/6|7|8]|9
apa | O | 1 [ 2|2 |3|5/6|0]8
d 1 |23 ]11[4]5]|]6|15]|16
f |14 [13]10(12]9|8 |7 |18 17

Komponensek: (8,9), (1), (2,5,3,7,6), (4)
Helyesség
Terjessziik ki a d és f fiiggvényeket V részhalmazaira, U C V:
d(U) = mingey{d(u)}
F(U) = maxyeu {£(u)}
Lemma Legyen C és C' a G = (V,E) iranyitott graf két kiilonb6z8 erdsen osszefiiggd komponense. Tovébba,
u,ve Césu',vV € C'. Halétezik u ~ u’ ut, akkor nem létezhet v/ ~~ v tt.

Lemma Legyen C és C’ a G = (V,E) irdnyitott graf két kiillonboz6 er6sen Osszefiiggd komponense. Ha 1étezik
olyan (u,v) él, hogy u € C és v € C', akkor f(C) > f(C).

Bizonyitds. Ha d(C) < d(C"), akkor legyen x € C, amelyre d(x) minimdlis, azaz az elsének elért pont C-ben.
Ekkor barmely w € C’ pontra a d(x) idGben 1étezik csupa fehér pontokon at haladé x ~» w tt. Tehat a fehér it tétel
miatt C és C’ minden pontja leszdrmazottja lesz x-nek a MFE-ben, amib3l ad6dik az allitds.

Ha d(C) > d(C"), akkor legyen y € C’, amelyre d(y) minimélis, azaz az els6nek elért pont C’-ben. Ekkor belSle
mindenki elérhetd fehér pontokon C’-ben, igy f(y) = f(C’). Mivel van (u,v) él, ezért nem lehet C’ egyetlen pontjabal
sem eljutni C-beli pontba, igy y-bol sem. Tehdt f(y) id6ben C minden pontja fehér, tehat f(w) > f(y) minden w € C.

Kovetkezmény Legyen C és C' a G=(V,E) irdnyitott graf két kiilonbdzd erdsen osszefiiggd komponense. Ha
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3. tablazat. Az masodik bejdras sordn kapott értékek

pont| 1|2 |3 |4 5,6|7]8|9
apa (0| O |5 |0[2]|7|5]|0]8
d [5|7 ]9 (178 |12]11|1]2
f |[6]16]10 18 | 15|13 |14 |4 |3

1étezik olyan (u,v) € GT él, hogy u € C és v € C', akkor f(C) < f(C").
Helyesség
Tétel Az algoritmus az erdsen Osszefiiggé komponenseket adja meg.
Bizonyitds Legyenek G erGsen 0sszefiiggé komponensei C(ry),...,C(ry), ahol f(r1) > f(r2) > --- > f(rx) és

F(r) = f(C(r)),i=1... k.

Legyen tovabba F(r;), (i = 1,...,k) a masodik bejards sordn kapott r;-gyokerti mélységi feszit6fa pontjainak
halmaza. Ekkor C(r;) = F(r;). A bizonyitést i-szerinti indukciéval adhaté meg. Tegyiik fel, hogy az elsé i-1 kompo-
nensre az allitas igaz. Ekkor C(r; — 1) bejardsa utdn egy MBe jar(r;) hivds kovetkezik a transzpondlt grafban. Mivel
f(ri) = f(C(r;)), ezért a fehér Gt tétel miatt (G -ben alkalmazva a masodik bejérdsra) C(r;) minden pontja bekeriil
F(ri)-be. Madsrészt a fenti kovetkezmény miatt minden él, amely C(r;)-bdl kivezet, csak olyan C' komponensbeli
pontba vezethet, amelyre f(C) > f(C(r;)), és ezeket mar kordbban bejarta az algoritmus.

Kiskérdések
o szélességi keresés algoritmusa
o szélességi keresés algoritmusanak végrehajtasa
o mélységi keresés algoritmusa

e a topologikus rendezés €s az erdsen 0sszefiiggd komponenskeresés elvi algoritmusai
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