Elvi algoritmus

e 1. Szamitsuk ki a MELYKERES algoritmussal az f(u) elhagyasi értékeket.

e 2. A G transzpondlt gréifra alkalmazzuk a MELYKERES eljarést gy, hogy a pontokra a MBEJAR eljdrdst f
szerint csokkend sorrendben hivjuk.

e 3. A 2. pontban az egy mélységi feszit6faba keriil6 pontok alkotnak egy erésen Osszefiiggd komponenst.

Megvalésitas: A 2-es pontban nem rendezést hajtunk végre az f értékek szerint, hanem a pontokat a befejezésiik
id6épontjdban berakjuk egy verembe, és abbdl vessziik a pontokat a masodik bejardsnal.

1. abra.

Helyesség

Terjessziik ki a d és f fiiggvényeket V részhalmazaira, U C V:

d(U) = mingey{d(u)}

F(U) = maxyeu { f(u)}

Lemma Legyen C és C' a G = (V,E) irdnyitott graf két kiilonbozs erdsen dsszefiiggd komponense. Tovdbbd,
u,v € Césu',vV € C'. Halétezik u ~ u’ ut, akkor nem létezhet v/ ~~ v tt.

Lemma Legyen C és C’ a G = (V,E) irdnyitott graf két kiilonbozd erdsen Osszefiiggd komponense. Ha létezik
olyan (u,v) él, hogy u € C és v € C’, akkor f(C) > f(C").

Bizonyitds. Ha d(C) < d(C"), akkor legyen x € C, amelyre d(x) minimdlis, azaz az elsdnek elért pont C-ben.
Ekkor barmely w € C’ pontra a d(x) idGben 1étezik csupa fehér pontokon at haladé x ~» w tt. Tehdt a fehér it tétel
miatt C és C' minden pontja leszarmazottja lesz x-nek a MFE-ben, amibdl adddik az allitas.



Ha d(C) > d(C"), akkor legyen y € C’, amelyre d(y) minimélis, azaz az elsének elért pont C’-ben. Ekkor beldle
mindenki elérhetS fehér pontokon C'-ben, igy f(y) = f(C’). Mivel van (u,v) él, ezért nem lehet C’ egyetlen pontjabdl
sem eljutni C-beli pontba, igy y-bdl sem. Tehat f(y) id6ben C minden pontja fehér, tehdt f(w) > f(y) minden w € C.

Kovetkezmény Legyen C és C' a G=(V,E) irdnyitott graf két kiilonbdzd erdsen 6sszefiiggd komponense. Ha
1étezik olyan (u,v) € G él, hogy u € C ésv € C', akkor f(C) < f(C").
Helyesség

Tétel Az algoritmus az erdsen Osszefiiggé komponenseket adja meg.

Bizonyitds Legyenek G erGsen Osszefiiggé komponensei C(ry),...,C(rg), ahol f(ry) > f(r2) > --- > f(ry) és
fr)=f(C(ri)),i=1,... .k

Legyen tovabba F(r;), (i = 1,...,k) a masodik bejards sordn kapott r;-gyokerti mélységi feszit6fa pontjainak
halmaza. Ekkor C(r;) = F(r;). A bizonyitést i-szerinti indukciéval adhaté meg. Tegyiik fel, hogy az elsé i-1 kompo-
nensre az allitas igaz. Ekkor C(r; — 1) bejardsa utin egy MBe jar(r;) hivéds kovetkezik a transzpondlt grafban. Mivel
f(ri) = f(C(r;)), ezért a fehér t tétel miatt (G -ben alkalmazva a mésodik bejardsra) C(r;) minden pontja bekeriil
F(ri)-be. Madsrészt a fenti kovetkezmény miatt minden él, amely C(r;)-bdl kivezet, csak olyan C' komponensbeli
pontba vezethet, amelyre f(C) > f(C(r;)), és ezeket mar kordbban bejarta az algoritmus.

Legrovidebb utak sdlyozott grafokban

A feladat egy sulyozott grafban egy adott pontbdl kiindul6 legrovidebb utak megkeresése. Az input a sulyozott
graf és a kiindulasi s pont. Outputként egy legrovidebb utak f4jat adunk vissza, egy Apa fiiggvény éltal, tovabba
a legrovidebb utak hosszait egy d fiiggvény altal. A feladatot nemnegativ élsilyok esetén a kovetkezd Dijsktra
algoritmussal oldhatjuk meg. A pontokat egy d érték szerinti Q modosithaté prioritdsi sorban taroljuk.

Dijskstra algoritmusa

Kozelit (G, u, v, Q)
if d(v)>d(u)+c(u,v)
then {d(v):=d(u)+c(u,v)
Modosit (Q, v)
Apa (v) :=u}

Dijkstra (G, s)
Kezd (G, s)
Letesit (Q: ModPrisor)
for (v in V)
SorBa (Q, v)
while (Elemszam(Q)>0)
{SorBol (Q,u)
Kesz (u) :=1
for (v in KiEl (G, u))
{if Kesz (v)=0
then Kozelit (u,v)}}



Példa
Hajtsuk végre az 1 pontbdl a Dijkstra algoritmust az aldbbi grafra. (A métrixban a c;; érték az (i, j) él hossza, oo
ha nincs él.)

o 2 oo ] 8

2 o 1 4 1 5

2 o 2 1 1 7

o 1 4 o 2 7

o 1 o 4 2 1
Kesz ={1},d(2) =2,Apa(2) =1,d(4) = 1,Apa(4) =1, d(S)zS pa(5) =1,
Kesz = 1,4},d(3) = 5,Apa(3) = 4,(5) = 3,Apal(5) = 4,d(6) = 8,Apal6) = 4,
Kesz ={1,4,2},d(3) =3,Apa(3) =2,d(6) = 6Apa(6) 2
Kesz = {1,4,2,3},
Kesz = {1,4,2,3,5}d(6) = 4,Apa(6) =5,

Tulajdonsagok

Tegyiik fel, hogy a G = (V,E,c) irdnyitott, silyozott grafra és s kezd6pontra végrehajtottuk a Kezd eljarast, majd
valahdny Kozelit miiveletet. Ekkor az aldbbi 0sszefiiggések teljesiilnek.

Haromszog egyenl6tlenség: (V(u,v) € E)(3(s,v) < 8(s,u)+c(u,v))

Bizonyitds A legrovidebb s ~ u utat folytatva az (u,v) éllel egy s ~ v utat kapunk.

Fels6 korlat tulajdonsag: d(v) > 8(s,v) és ha egyszer d(v) = d(s,v), akkor ezutdn mindig teljesiil az egyenlOség.

Bizonyitas Az egyenlGtlenség a Kozelit 1épések szdma szerinti indukcidval igazolhatd, felhaszndlva a haromszog

egyenlotlenséget. Ha egyszer 1étrejon az egyenlGség az utdna nem véltozhat, mivel d értéke az eljards sordn nem
novekedhet, és az egyenlStlenség miatt nem is csokken tovébb.

Nincs-it tulajdonsag: Ha nincs s ~ v 1t, akkor mindvégig d(v) = Inf teljesiil.

Bizonyitas A felsd korlét tulajdonsdgbol azonnal kovetkezik.

Konvergencia tulajdonsag: Ha s ~ u — v egy legrovidebb 1t és d(u) = d(s,u) Kozelit(G,u,v,Q) végrehajtisa
el6tt, akkor Kozelit(G,u,v,Q) utan d[v] = (s, v).

Bizonyitds Kozelit(G,u,v,Q) utan d(v) < d(u) + c(u,v) = 8(s,u) + c(u,v) = 8(s,v), igy a felss korlat tulajdonsag
alapjdn egyenldség kell fennalljon.

Ut-kozelités tulajdonsag: Ha p = {vo,vi,...,vi} egy s =vo ~~ v legrovidebb tt, akkor a (vo,vi), (vi,v2),. .., (Vi—1,Vk)
élekre ebben a sorrendben végrehajtott Kozelit eljarasok utdn d(vy) = (s, ).

Bizonyitdas A konvergencia tulajdonsdgbol kovetkezik.

LUF tulajdonsag: Tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz negativ silyu éleket és minden v € V pontra d[v] = 8(s,v).
Ekkor az F = {(Apa(v),v) : v € V,Apa(v) # 0} élhalmaz G-nek s gyokerti LUF-ja lesz.

Bizonyitds: A nincs ut tulajdonsdg alapjan a fdba pontosan azon pontok keriilnek, amelyek elérhetdek s-bol.
Tovabba konnyen lathatd, hogy minden v pontra az F faban az adott pontba s-b8l vezetd 1t hossza d(v), mivel d(v)-t
minden esetben a d(apa(v)) + c(apa(v),v) érték alapjan kapjuk.

Helyesség

Tétel A DIJKSTRA algoritmust nemnegativ él-silyozott irdnyitott G = (V,E,c) grafra és s kezdGpontra végre-
hajtva, minden v € V pontra teljesiil d(v) = (s, v).

Bizonyitds: Bizonyitds a Kesz halmazba keriilés szerinti indukcidval. Az elsd pont, amely kikeriil a Q prioritési
sorbdl és bekeriil Kesz-be az s pont, amire az allitas nyilvanvalo.
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Legyen u az elsd pont, amire nem teljesiil az llitas, akkor a bekeriilésekor a fels6 korlat tulajdonsdg miatt d (u) >
8(s,u). Igy 8(s,u) # oo, tehdt van egy legrovidebb it s-bél u-ba. Ezen az titon u bekeriilésekor a kezdGpont a Kesz
halmazban van, a végpont nincs, igy van két olyan egymast kovetd pont (x,y) hogy x € Kesz és y ¢ Kesz.

Ekkor x még u el6tt keriilt be a Kesz halmazba, igy d(x) = 8(s,x). Tovdbbd x bekeriilésekor végrehajtottuk a
Kozelit(G,x,y, Q) miiveletet, igy a konvergencia tulajdonsag miatt d(y) = 8(s,y).

Minden €l siilya nemnegativ, y rajta van az u-ba vezets legrovidebb tton, igy 8(s,y) < 8(s,u). Tovdbba a prioritdsi
sorbdl u-t hamarabb valasztjuk ki, mint y-t, igy d(u) < d(y).

Kovetkezésképpen azt kaptuk, hogy d(y) = 8(s,y) < 8(s,u) < d(u) < d(y), ami ellentmondas, igy a tételt igazol-
tuk.

Kovetkezmény: A tételbSl a LUF tulajdonsag alapjan kovetkezik az algoritmus helyessége.
Példa

Tegyiik fel, hogy egy hivatalban minden hivatalnok megvesztegethets. Nem mindegyikiiket lehet kdzvetleniil
megvesztegetni a magasabb hivatalban levé embereket csak az vesztegetheti meg, aki rendelkezik megfelel6 ajan-
16levéllel, amit az ajanldlevél ir6janak megvesztegetésével lehet megszerezni. Egy jol értesiilt vallalkozé tudja kit
mennyibe keriil megvesztegetni és azt is, hogy az egyes emberek milyen ajanldleveleket fogadnak el. A hivatal veze-
t6jét szeretné megvesztegetni a lehet6 legkisebb teljes koltség megfizetése mellett. Adjunk meg egy eljarast, amellyel
meghatdrozhatja kiket kell megvesztegetnie!

Megoldas

Vegylink egy grafot, amelynek pontjai a vallalkozé és a tisztviselok. A véllalkozobdl él megy azokba a tiszvi-
selokbe, akiket kozvetleniil megvesztegethet, tovabba minden tisztvisel6bdl é1 megy azokba a tisztvisel6kbe, akik
elfogadjak az ajanlélevelét. A grafban a csicsoknak van silya, a vallalkozéé 0, a tisztviseloké a megvesztegetés
Osszege. A cél a vdllalkozobdl a hivatal vezetjébe egy legrovidebb tt megkeresése, ahol az Ut hossza a benne levé
csucsok stulyainak dsszege.

Ez megoldhat6 a legrovidebb ut algoritmusok médositasaval is, de visszavezethetjiik a legrovidebb ut problémara.
Minden cstcsot helyettesitsiink egy éllel, amelynek stlya a csucs silya. Az él kezd6pontjdba mennek azok az élek,
amelyek a csucsba mentek, az €l végpontjabol mennek azok az €élek, amelyek a csicsbdl mentek. (Szemléletesen ez
azt jelenti, hogy az dj csticsok a megvesztegetések kezdetei és végei, a kezdet el6feltétele az ajanldlevél, és ajanldle-
velet az ember csak a vesztegetés végén kap.

Ford-Bellman algoritmus.

Az algoritmus egy negativ sulyd kort nem tartalmazé G=(V,E) silyozott grafban hatdrozza meg egy s kezd6pont-
bodl a legrovidebb utak hosszat és a legrovidebb utak feszit6fajat. Ha a graf tartalmaz negativ kort hamis értéket ad
vissza egyébként igazat.

FordBellman (G, s)
for (v in V)
{d(v) :=INF
Apa(v) :=0}
d(s) :=0
for i=1 to |V|-1
{for (u,v) in E
{if d(v)>d(u)+c(u,v)
then {d(v) :=d(u)+c(u,v)
apa (v) :=u}}}
for (u,v) in E
{if d(v)>d(u)+c(u,v)



then return False}
return True

Legrovidebb utakat meghatarozo algoritmus kormentes iranyitott grafokban.

Els6ként a csicsoknak vessziik a topologikus rendezés szerinti sorrendjét. Ekkor egy s pontb6l csak azon pontokba
vezet tt, amelyek a sorrendben s utdn jonnek. s-bdl az utdna jové csticsokba a legrovidebb utak fajat a kovetkezd
algoritmussal kaphatjuk meg.

Kormentes (G, s)
for (v in V)
{d(v) :=INF
Apa(v) :=0}
d(s):=0
for(u in V a topologikus sorrendben)
for (v in Ki(u))

{if d(v)>d(u)+c(u,v)
then {d(v):=d(u)+c(u,v)
Apa (v) :=u}}

Helyesség: Indukcidval l4thatd, hogy minden pont esetén d(u) = 8(s,u) fenndll, amikor a kiils6 for ciklusban
sorra kertil.
Floyd Warshall algoritmus

A feladat egy silyozott grafban minden pontparra a legrovidebb utak megkeresése. Az input a sulyozott graf. Out-
putként egy matrixot adunk meg, amely a legrovidebb utakat tartalmazza, tovabbd egy segédmatrixot, amely minden
pontpdrra tartalmazza a legrovidebb ut elsd pontjat, igy a matrix alapjin a legrovidebb ut egyszertien megkaphato.

A feladatot dinamikus programozassal oldjuk meg. Legyen V =1...nés c(i, j) =0, ha (i, j) ¢ E, legyen G(i, j) =
c(i,j)hai# jés G(i,i)=0,i=1,...,n.

Részproblémdkra bontas:

Vi,j€{1,...,n}-raés Yk € {0,1,...,n}-re legyen D¥(i, j)=az i-b6l j-be vezetd olyan utak hosszdnak minimuma,
amelyek legfeljebb az {1,...,k} belsé pontokon mennek keresztiil. Ekkor D"(i, j) = 8(i, j) és D°(i, j) = G(i, j).

Rekurziv osszefiiggés (k > 1):

DX(i, j) = min{D*~'(i, j),D* 1 (i,k) + D1 (k, j)}

Megjegyzés: A rekurzi6 kiszdmitdsa egyetlen tombben megoldhat6, mert D¥~1(i,k) = D*(i,k) és D*"1(k, j) =
D*(k, )
Floyd Warshall algoritmus

FloydWarshall (G)
for i=1 to n
{for j=1 to n
{D[i,3]:=G[1,]]
if D[i, JI<INF then Elso[i,]j]:=7}}
for k=1 to n
{for i=1 to n
{for j=1 to n



If D[i,k]+D[k,31<D[1, J]
then {D[i,J]:=D[1i,k]+D[k, j]
Elso[i,j]:=Elso[i,k]}}}

Futasi id6: O(n?)

A G = (V,E) grif tranzitiv lezartja az a G* = (V,E*) graf, ahol E* = {(u,v) : u ~> v}.

Egy lehetséges algoritmus G* kiszdmitdsara: vegyiik azt a grafot, amelyben minden 1étez €1 silya 1, és alkal-
mazzuk a Floyd-Warshall algoritmust. Az i €s j pontok kozott akkor €s csak akkor van 1t G-ben, ha tdvolsaguk nem

Megjegyzés: Azonban a Floyd-Warshall algoritmus egyszerli médositasaval (Boolean értékeket haszndlva a ta-
volsdagok helyett) hatékonyabb megoldést kapunk.

Minimalis feszitofak

Legyen G = (V,E,c), c: E — R egy silyozott irdnyitatlan graf. Terjessziik ki a sdlyfiiggvényt a T C E élhalma-

zokra: C(T) = ¥, v)er €(u,v)

Az F = (V,T) graf minimalis feszit6faja G-nek, ha
o F feszit6faja G-nek, és

e C(T) minimalis

Legyen A C F valamely (V,F) minimélis feszitfara, és (u,v) € E.
Definicié (u,v) biztonsdgos él A-ra nézve, ha AU {(u,v)} is része valamely minimalis feszit6fanak.

Elvi algoritmus

A:=0

While A nem feszitdfa
(u,v) biztonsagos él keresése;
A:=AU{(u,v)}

Definicio: A G = (V,E) grif vdgdsa: (S,V '\ S), ahol SCV;

Definicio: (u,v) € E keresztél az (S,V \ S) vagasra,hau € SésveV\S,vagyuecV\SésveS. Az (S,V\S)
vagés elkeriili az A C E élhalmazt, ha A-ban nincs keresztél.

Definicié: (u,v) konnyi él az (S,V \ ) vdgdsra, ha a legkisebb c-értéki (silyt) keresztél.

Tétel: Ha A része a G = (V,E,c) valamely minimdlis feszitGfdjanak és elkeriili az (S,V \ S) vdgdst, tovabba (u,v)
konnyi él az (S,V \ S) vagdsra, akkor (u,v) biztonsagos €l A-ra nézve.

Bizonyitds: Legyen T = (V,F) egy olyan minimalis feszit6fa, amelyre A C F. Ha (u,v) € F, akkor az llitds
nyilvanvalo.

Ha (u,v) ¢ F, akkor (u,v)-t hozzd véve az F éleihez kort kapunk. Mivel u és v az S végds kiilonboz3 oldaldn
vannak, ezért van a korben egy masik (x,y) keresztél. Ekkor az F' := F \ {(x,y)} U{(u,v)} élhalmaz is feszit6fdja
lesz G-nek. Tovébba c(u,v) < ¢(x,y) miatt C(F') < C(F), igy szintén minimalis.

Kruskal algoritmusa

Kruskal(G,w)

Letesit(A: halmaz)

for (ve V)

Halmazt — Keszit (v)

rendezziik E éleit w szerint novekvd sorrendbe

for (u,v) € E esetén a siily szerinti sorrendben



If Halmazt — Keres(u) # Halmazt — Keres(v)

A:=AU{(u,v)}

Egyesit(u,v)
Megvalésitas: Unio Holvan adattipussal.
Helyesség: Az altalanos tétel alapjan, vagasnak olyan vagdst haszndlva, ahol az egyik halmaz az u-tartalmazé

részfa az aktudlis feszitd erd6bol.

Futasi id6: O(|E|-log|V|)
Példa

2. abra.

A Kruskal algoritmus a kovetkezd sorrendben valasztja be az éleket:

(a,b),(c,e),(d, f),(a,c),(d,e),

Kiskérdések jovo hétre
e Dijskstra algoritmus
e Ford Bellman algoritmus
e Floyd Warshall algoritmus

Szorgalmi

Utvonalak Adott egy graf és annak egy kivalasztott éle. A feladat az Osszes olyan pontpar meghatdrozasa a
grafban, amelyek kozott csak olyan 1t van, ami dtmegy a kivalasztott élen. Adunk egy O(n?) futési idejti algoritmust,
amely ezeket a pontpdrokat meghatdrozza.

Bekiildés: cimreh @inf.u-szeged.hu,

Pszeudokod +magyarazat + futasi ido elemzés



e elsd 6t megoldd 8-8 pont

e a masodik 6t megoldd 5-5 pont

A szerzett plusszpontok a vizsga minimumkdvetelményébe nem szamitanak bele.



