Partici6é probléma

Az n természetes szam egy particidja olyan T = (ay,...,ax) sorozat, amelyre teljesiil:
-arzay> > a>0
-Yijai=n

Jelolje P(n) az n szam Osszes particidjanak szamat.

Partici6szam szamité6 algoritmus

Jelolje P2(n,k) n azon particidinak szdmdt, amelyben minden elem legfeljebb k.
Ekkor a kovetkezd osszefiiggések teljesiilnek:

e P2(1,k)=1,P2(n,1)=1

e P2(n,n)=1+P2(n,n—1)
e P2(n,k) =P2(n,n) han <k
o P2(n,k)

n,

=P2(n,k—1)+P2(n—k,k) hak <n

A megoldéas: P(n) = P2(n,n)

PARTICIO (n)
Return P2 (n,n)

P2 (n, k)
If (k=1) Or (n=1) return 1
If k>=n return P2(n,n-1)+1
return P2(n, k-1)+P2(n-k, k)

Rekurzios fa: Olyan fa, amelynek minden pontja egy eljarashivast jelent adott aktudlis paraméterekre, igy, hogy
a pont fiai megfelelnek azoknak az eljarashivasoknak, amelyek végrehajtédnak az aktudlis paraméterek esetén.

Futasi ido elemzése

Legyen E(n,k) a P2(n, k) eljarashivds hatdsdra végrehajtott eljarasutasitasok szama.
Ekkor P2(n,k) < E(n,k) < 2P2(n,k) — 1.

Lemma P(n) = Q(2V")

Bizonyitds Tekintsiik az osszes olyan [ay,...,a;] sorozatot, ahol \/n > aj és a; > ay > --+ > a;. Ezek szdma
pontosan 2V mivel minden ilyen sorozat egyértelmiien megadhato egy b| sy, ..., b1 bitvektorral, ahol b, = 1 akkor
és csak akkor, ha x eleme a sorozatnak.

Mivel k < \/n, ezért ):f?: (ai < n. Minden ilyen sorozathoz adjunk hozzd a végén annyi 1-est, hogy a szdmok
Osszege n legyen, tehdt n egy particidjat kapjuk. Ha két kiinduldsi sorozat kiilonb6z6 volt, akkor a kiegészitéssel
kiilonb6z6 particiét kapunk.

Kovetkezmény. A P algoritmus futdsi ideje Q(2V").

Rekurziv algoritmus helyességének bizonyitasa
I. Terminalas bizonyitasa
Bebizonyitandd, hogy minden eljarashivas végrehajtasa véges 1épésben befejezddik. (Az eljards termindl.)
Megillasi feltétel: Legyen P(xy,...,x,) egy n-paraméteres rekurziv eljards. Az M(xy,...,x,) egész értékeket
felvevd kifejezés megdllasi feltétele a P rekurziv eljarasnak, ha

1



5,8

5,4
5,3 1,4
5,2 2,3
5,1 3,2 2,1
3,1 1,2
1. abra.
e 1. M(ay,...,a,) > 0 minden megengedett aj,...,a, aktudlis paraméterre.
e 2. HaM(ay,...,a,) = 0 akkor nincs rekurziv hivas P(ay,...,a,) végrehajtasakor.
e 3. Havanrekurziv hivds P(ay, . ..,a,) végrehajtasakor valamely by, ..., b, paraméterekre, akkor M(by,...,b,) <

M(ay,...,ay).
Példa: M(n,k) = (n—1) x (k— 1) megéllasi feltétel P2-re.
I1. Helyesség bizonyitdsa

1. Alaplépés. Annak bizonyitdsa, hogy az eljdras helyes eredményt szamit ki, ha az aktudlis paraméterek esetén
nincs rekurziv hivas.

2. Rekurziv 1épés. Feltéve, hogy minden rekurziv hivds helyes eredményt ad, annak bizonyitdsa, hogy a rekurziv
hivasok altal adott értékekbdl az eljards helyes eredményt szamit ki.

Osszefésiilo Rendezés

Oszd meg: A rendezend§ sorozatot felosztjuk két n/2 méretd részsorozatra.
Uralkodj: A két részsorozatot 9sszefésiilé rendezéssel rekurziv médon rendezziik.
Egyesit: Osszefésiiljiik a két rendezett részsorozatot, igy kapjuk a rendezett sorozatot.



Osszefésiilé-rendezés (A, p, r)
If p<r
Then {g:=[(p+r)/2]
Osszefésiilé-rendezés (A, p, q)
Osszefésiilé-rendezés (A, q+l, r)
Osszefésiil (A,p,q, 1)}

A teljes tomb rendezését a Osszefésiil6-rendezés(A, 1, hossz(A)) kezdShivas adja meg.
Futasi id6 elemzés

Legyen T (n) az n darab szdm Osszefésiil6-rendezéssel t6rténd rendezésének legrosszabb eset korldtja.
Ekkor T(1) =0(1) és T(n) =2T(n/2) +O(n), han > 1.

Allitas T'(n) = O(nlogn)
Bizonyitds: Teljes indukcidval. Az indukcids 1€pés:
T(n) <2(c-n/2log(n/2))+d-n<c-n(logn—1log2)+d-n<c-nlogn,
ha clog?2 > d.

Gyorsrendezés

Oszd meg: Az A[p,...,r| tombotkétnemiires A[p,...,q] ésAlg+1,...,r] résztombre osztjuk dgy, hogy A[p, ...

minden leme kisebb vagy egyenlS A[g+ 1,...,r| minden eleménél.
Uralkodj: Az Alp,...,q| és Alg+1,..., r] résztomboket a gyorsrendezés rekurziv hivdsaval rendezziik.

Egyesit: A rendezés helyben rendez, igy nincs sziikség egyesitésre.

GYORSRENDEZES (A, p, )
If p<r
Then {g=FELOSZT (A,p, 1)
GYORSRENDEZES (A, p, q)
GYORSRENDEZES (A, g+1, ) }

A teljes tomb rendezését a GYORSRENDEZES (A, 1, hossz(A) kezd6hivés adja meg.
Feloszt eljaras (Hoare féle)

Feloszt (A, p, r)

x:=A[p]
i:=p-1
ji=r+l
while (Igaz)

{repeat j:=7j-1
until A[j]<=x
repeat i:=i+l
until A[i]>=x
if i<j
then csere(A[i],A[]])
else return j}
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Példa:
i5,3,2,6,1,4,3,7]j x=5
5°,3,2,6,1,4,3/ 7]
37,3,2,6,1,4,5/ 7]
3,3,2,6%,1,4/,5,7]
3,3,2,4,1,6/,5,7]
3,3,2,4,1/,6/,5,7]
Return 5

Feloszt eljaras (Lomuto féle)

Feloszt (A, p, )

x:=A[r]

i:=p-1

for j=p to r-1
{if A[j]<=x

then {i:=i+1
csere (A[i],A[3])})}
csere (A[i+1],A[r])
return i+l

Példa:

i[2/,8,7,1,3,5,6,|4] x=4

[27],8/,7,1,3,5,6,|4]

[27],8,7/,1,3,5,6,|4]

2,19,7,8,3/,5,6,|4]

2,1,3],8,7,5,6, 4]

2,1,3],4,7,5,6,8]

Megjegyzés: A Lomuto féle felosztasnal a gyorsrendezést a (A,p,q-1) (A,q+1,r) paraméterekre hivjuk meg.

Futasi ido elemzés

Legrosszabb eset
A felosztds mindig egy egyelemi tombre és a tobbi elemre oszt. Ekkor

T;r(n) = Tr(n—1) + O(n)
T(n) = i (k) = O i k) = O(n?).
k=1 k=1

Legjobb eset

A felosztas mindig felezi a tombot. Ekkor
T,j(n) = 2T (n/2) + ©(n)
T;j(n) = O(nlogn)

Atlagos eset
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e Legyen X a eljards végrehajtasa sordn a FELOSZT altal végrehajtott dsszehasonlitdsok szdma n elemi beme-
netre. Ekkor a teljes futasi id6 O(n+X).

e Legyen z; az i-edik legkisebb eleme a bemenetnek, és Z;; = {zi,zi+1,...,2,}.
e Legyen p;; annak a valdszinlisége, hogy z;-t €s z;-t valamelyik feloszt eljards dsszehasonlitja.

e Ekkor p;; =2/(j—i+ 1), mivel akkor lesznek 6sszehasonlitva, ha a Z;; halmazbdl vagy z; vagy z; az els6
feloszt6 elem.

e Az dsszehasonlitdsok vérthatd szama Y/~ iy12/(j—i+1)=0O(nlogn)

A hanoi torony probléma

Hérom pélca egyikén n korong van a tobbi iires. A korongok nagysdg szerinti sorrendben helyezkednek el, alul
van a legnagyobb. At akarjuk helyezni a korongokat egy mésik palcdra a kovetkez8 szabélyok alapjan. Egyszerre
csak egy korong mozgathatd. A korong vagy iires palcdra vagy egy ndla nagyobb korongra helyezhetd. Oldjuk meg a
feladatot egy rekurziv algoritmussal!

Legyen a hanoi eljdras egy olyan algoritmus, amelynek hdrom argumentuma van, az elsé argumentum azt adja
meg, hogy hany korongot helyeziink ét, a mdsodik megadja, hogy melyik toronyrél a harmadik, hogy melyik toronyra.
Ekkor az eljaras az (n, 1,2) argumentummal megoldja a feladatot.

Amennyiben i — 1 korongot mar 4t tudunk helyezni, i korongot a kovetkez6képpen helyezhetiink at. Els6ként i — 1
korongot athelyeziink az oszloprdl egy masik oszlopra. Utdna az i-edik korongot rarakjuk a kimarad¢ iires oszlopra.
Végiil ezen korong tetejére felrakjuk az i — 1 korongot. Ezt a rekurziot irja le a kdvetkezd eljards (a megengedett
1épést a mozgat fiiggvény irja le).

Hanoi (n, rol, ra)
If n=1 Then
mozgat (rol, ra)
Else {hanoi(n-1, rol, 6-rol-ra)
mozgat (rol, ra)
Hanoi (n-1, 6-rol-ra, ra)}

Lépések szama: Az i-edik korong atrakdsdhoz kétszer kell i — 1 korongot athelyezni és egy tovabbi mozgatas
sziikséges. Tehdt T'(i)-vel jelolve az i korong dtrakdsdhoz sziikséges mozgatdsok szamdt a T(i) = 2T(i— 1)+ 1
rekurziv Osszefiiggés 4ll fenn. T(1) = 1, igy T(2) = 3, T(3) = 7. Azt sejthetjiik, hogy T (i) = 2/ — 1 egyenl&ség,
amely teljes indukcidval egyszerlien igazolhatd.

Kisdolgozatok

Particiészdmot kiszamit6 algoritmus

Particiészamot kiszamit6 algoritmus rekurzids féja

Gyorsrendezés+Feloszt Hoare

Gyorsrendezés+Feloszt Lomuto

Feloszt algoritmusok végrehajtasa



