Moho algoritmusok

Optimalizélasi probléma megoldasara szolgald algoritmus sokszor olyan lépések sorozatabdl éll, ahol minden
1épésben adott halmazbdl valaszthatunk. Ezt gyakran dinamikus programozas alapjan oldjuk meg, de el6fordul, hogy
a dinamikus programozds tul sok esetet vizsgél annak érdekében, hogy az optimdlis vilasztist meghatarozza.

A moh¢ algoritmus mindig az adott 1épésben optimalisnak l4tsz6 valasztast teszi. Vagyis, a lokdlis optimumot
védlasztja abban a reményben, hogy ez globalis optimumhoz fog majd vezetni.

Moh6 algoritmus nem mindig ad optimalis megoldast, azonban sok probléma megoldhaté mohé algoritmussal.
Eseménykivalasztasi probléma

Tegyiik fel, hogy adott események egy S = {aj,as,...,a,} n eleml halmaza, amelyek egy kozos erforrast,
példaul egy el6addtermet kivannak haszndlni. A teremben egy id6ben csak egy esemény folyhat. Az a; esemény
az s; kezd6 1d6pont €s az f; befejezési idSpont altal adott, ahol s; < f;. A cél egy maximalis halmazat kivéalasztani
kompatibilis eseményeknek (i,j kompatibilis, ha s; > f; vagy s; > f;).

Feltessziik, hogy az S eseményhalmaz elemeit a befejezési idejiik szerint nemcsokkend sorrendbe rendeztiink.

Példa:

1. tdblazat. Az eseménykivalasztasi probléma egy inputja
i|1(2(3]4|5|6|7 8|9 ]|10]|11
si|1{3]0[5]3|5/6 |8 |82/ 12
fild4|5(6]7][8[9|10]11 |12 |13 |14

Mohé algoritmus

MOHO-ESEMENY-KIVALASZTO (s, f)
n:=hossz[s]
Letesit (A:Halmaz)
Bovit (A, 1)
i:=1
for m=2 to n

if s[m]>=f[1i]

then Bovit (A, m)
i:=m

return A

Példa: A = {1,4,8,11}
A helyesség igazolasa
1. Lemma Létezik olyan optimélis megoldds, amely az 1 eseménnyel kezd6dik.

Bizonyitas Legyen A egy tetszGleges optimalis megoldas, legyen k a legkisebb index{i esemény. Ha k = 1, akkor
az 4llitds nyilvanvald, egyébként legyen A’ az a halmaz, amit A-bdl kapunk Ggy, hogy k-t kicseréljiik 1-re. A Lemma
teljesiil, mert A’ is optimalis.

2. Lemma Ha A tartalmazza 1-et és A optimélis megolddsa az S problémanak, akkor A \ {1} optimélis megolddsa
az §' probléménak, ahol 8’ ={i€ S:s; > fi1}

Bizonyitdas Ha nem lenne optimdlis megolddsa S'-nek, akkor egy jobb megoldast kiegészitve 1-el, A-ndl jobb
megoldasat kapndnk az S problémanak.



A mohé megoldé stratégia elemei

1. Fogalmazzuk meg az optimalizicids feladatot ugy, hogy minden egyes vélasztds hatdsara egy megoldand6
részprobléma keletkezzék.

2. Bizonyitsuk be, hogy mindig van olyan optimalis megolddsa az eredeti problémanak, amely tartalmazza a moh6
vélasztast, tehdt a moh6 vélasztds mindig biztonsigos.

3. Mutassuk meg, hogy a moh¢ vélasztdssal olyan részprobléma keletkezik, amelynek egy optimalis megolddsdhoz
hozzavéve a mohé vélasztast, az eredeti probléma egy optimélis megoldédsat kapjuk.
Kapcsolat a dinamikus programozassal

A feladat megoldhat6 lenne dinamikus programozéssal is.

Legyen S; j = {ar € S: fi < si < fi < s}, tehdt S; j azokat az S-beli eseményeket tartalmazza, amelyek a; befe-
jezddése utan kezdddnek, és befejezddnek a; kezdete eldtt, azaz kompatibilisek mind a;-vel mind pedig aj-vel.

Tegyiik fel, hogy A; ; egy optimalis megoldasa az S; ; részproblémanak és a; € A; j. Ekkor az A;; megoldas
optimalis megoldésa kell legyen az S; ; részproblémanak, €s az Ay ; megoldas optimalis megoldasa kell legyen az Sy ;
részproblémanak.

Legyen cli, j] az S; j részprobléma optimdlis megolddsdban az események szdma, ekkor
C[i,j] =0, ha S,‘J =0¢és
c[i, j] = max;<k<jaes; 1cli, k] +clk, j] + 1} egyébként.

A rekurziénak a moh6 megoldds mindig optimélis megolddsat adja.
Hatizsak feladat

Egy adott hdtizsdkba tirgyakat akarunk pakolni. Adott n tirgy minden targynak van egy fontossagi értéke (f7i]),
és egy silya (s[i]), a hatizsdkba maximum Osszesen S silyt pakolhatunk. Az s[i] és S értékek egészek. Szeretnénk
ugy vdlasztani targyakat, hogy az 6sszfontossdg maximaélis legyen. Tehét feladatunk, hogy kivalasszuk a targyaknak
olyan halmazai koziil, amelyekre az 6sszsily nem haladja meg S-t azt, amelyre maximaélis az 6sszfontossag.

7 7z

A toredékes valtozat abban kiilonbozik az el6z6t6l, hogy a targyak toredéke is valaszthatd, nem kell O-1 bindris
véalasztést tenni.
Megold6 algoritmusok

A toredékes hatizsdk feladatot optimalisan megoldja egy mohé algoritmus. A feladat megolddsdhoz szamitsuk ki
minden tdrgyra a f[i|/s[i] fontossdg per stly hdanyadost. A moh¢ stratégia szerint mindig a legnagyobb hanyadosu
targybdl vdlasztunk amennyit csak lehet. Ha elfogyott, de még nem telt meg a hatizsdk, akkor a kovetkez legnagyobb
hanyadosu targybodl vélasztunk amennyit csak lehet, €s igy tovabb, amig a hatizsdk meg nem telik. Mivel a targyakat
az érték per sdly hanyados szerint kell rendeznie, a mohé algoritmus futési ideje O(nlogn) lesz.

Ez a moh¢ algoritmus nem ad feltétleniil optimélis megoldast a 0-1 hatizsak feladatra. Ezt igazolja a kovetkezd
példa: s = [10,20,30], f = (60,100, 120], S = 50.
Huffman kéd

A Huffman-kéd széles korben haszndlt és nagyon hatékony mddszer adatdllomanyok tomoritésére. Az elérhetd
megtakaritds 20%-t6l 90%-ig terjedhet, a tomoritendd adatdllomany sajatossdgainak fiiggvényében. A kodolandd
adatélloményt karaktersorozatnak tekintjiik. A Huffman féle moh¢ algoritmus egy tabldzatot haszndl az egyes karak-
terek el6forduldsi gyakorisdgédra, hogy meghatdarozza, hogyan lehet a karaktereket optimalisan dbrdzolni bindris jel-
sorozattal.

Kodolasi modszerek



2. tablazat. Karakterek kédolasa
karakter a b C d e f

gyakorisag 45 | 13 | 12 | 16 9 5
fix hosszu kod 000 | 001 | 010 | O1I1 | 100 | 101
véltozé hosszi kéd | O | 101 | 100 | 111 | 1101 | 1100

Kézenfekvd megoldas fix hossza kdédokat haszndlni, ekkor a betlik kédolasahoz 3 bit kell, igy a teljes kod hossza:
300.

A véltoz6 hosszui kod alkalmazdsa tekintélyes megtakaritast eredményez, ha gyakori karaktereknek rovid, ritkdn
el6fordulé karaktereknek hosszabb kodszavat feleltetiink meg. A fenti példaban szerepld kod esetén a kédolashoz
sziikséges bitek szdma: (45-1413-34+12-34+16-34+9-445-4) =224,

A kodot vissza is kell tudnunk fejteni. A tovdbbiakban csak olyan kédszavakat tekintiink, amelyekre igaz, hogy
egyik sem kezddszelete a masiknak. Az ilyen kdédolést prefix-kddnak vagy prefix mentes kddnak nevezziik.
Kédok abrazolasa

Az olyan bindris fa, amelynek levelei a kddolandé karakterek, egy alkalmas dbrdzolédsa a prefixmentes kodoknak.
Ekkor egy karakter kodjat a fa gyokerétdl az adott karakterig vezetd Ut dbrdzolja, a 0 azt jelenti, hogy balra megyiink,
az 1 pedig, hogy jobbra megyiink az tton a faban.

Ekkor minden karakter kédjdnak hossza a fdban a megfeleld levél mélysége, igy a teljes dllomédny kédoldsanak
varhat6 hossza egy adott T féra:

Br =) f(c)dr(c),
ceC
ahol C a karakterek halmaza, f(c) a ¢ karakter gyakorisaga, dr(c) pedig a c-nek megfeleld levél mélysége a T féban.
Huffman kéd algoritmusa

A koéd fajanak megszerkesztéséhez egy prioritdsi sort haszndlunk, amely a fa pontjait az f érték alapjan tarolja.
Eredményképpen a fa gyokerét adja az algoritmus vissza.

HUFFMAN (C)

n:=|C|

Letesit (Q:PriSor)

for (¢ in C)

Sorba (Q, c)

for i=1 to n-1
j z cslcs létesitése
Sorbol (Q, x)
ballz] :=x
y:=Sorbol (Q,vy)
jobb[z]:=y
flz]:=f[x]+ fly]
Sorba (Q, z)

Sorbol (Q, x)

Return x

Az algoritmus futési ideje O(nlogn).



Megjegyzés: A fenti pszeudokadd éltal kapott algoritmus nem alkalmas arra, hogy az egyes pontdk kodjat hatékonyan
megkapjuk beldle. Egy hatékony megval6sitds sordn, a fa konstrudldsandl, az adot pont fiaindl meg kell jegyezniink,
hogy bal vagy jobb fiuk.

Példa:

1. abra.

Helyesség

1. Lemma Legyen C tetszOleges karakter halmaz, és legyen f|c] a ¢ € C karakter gyakorisdga. Legyen x és y a
két legkisebb gyakorisagu karakter C -ben. Ekkor 1étezik olyan optimadlis prefix-kéd, amely esetén az x-hez és y-hoz
tartozé kodszo6 hossza megegyezik, €s a két kddszo6 csak az utolsé bitben kiilonbozik.

Bizonyitas: A bizonyitas alapotlete az, hogy vegyiink egy optimdlis prefix-kodot dbrazol6 T fat és médositsuk
ugy, hogy a fdban x és y a két legmélyebben 1€v{ testvércsics legyen. Ha ezt meg tudjuk tenni, akkor a hozzdjuk
tartoz6 kddszavak valoban azonos hosszusaguak lesznek és csak az utolsé bitben kiilonboznek.

Legyen a és b a T faban a két legmélyebb testvércsiics. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
flal < fb] és flx] < fly]. Mivel f[x] < fly] a két legkisebb gyakorisag, ezért azt kapjuk, hogy f[x] < fla] és
fh] < 1)

Cseréljiik ki az a és x pontokat 7-ben, legyen a kapott fa 7’. Majd cseréljiik ki a b €s y pontokat 7’-ben a kapott
falegyen 7.

Ekkor kiszamolva a koltségeket:

B(T) —B(T") = (fla] — f[x])(dr(a) — dr(x)) = 0

B(T") = B(T”) = (f[b] = fIy])(dy+ (D) — dp:(y)) > 0.

Kovetkezésképpen 77 is optimdlis.
A konstrukci6 teljesiti az optimadlis részproblémdk tulajdonsagot.

2. Lemma Legyen C tetsz8leges dbécé, és minden ¢ € C karakter gyakorisdga f|[c]. Legyen x és y a két legkisebb
gyakorisagu karakter C-ben. Tekintsiik azt a C' dbécét, amelyet C-bdl tigy kapunk, hogy eltavolitjuk az x és y karak-
tert, majd hozzdadunk egy \j z karaktert, tehat C' = C\ {x,y} U{z}. Az f gyakorisdgok C’-re megegyeznek a C-beli
gyakorisdgokkal, kivéve z esetét, amelyre f[z] = f[x]+ f[y]. Legyen T  olyan fa, amely optimalis prefix-kédjat abra-
zolja a C” dbécének. Ekkor az a T fa, amelyet igy kapunk, hogy a z levélcsicshoz hozzdkapcsoljuk gyerek csicsként
x-et és y-t, olyan fa lesz, amely a C dbécé optimalis prefix-kddjat dbrazolja.

Bizonyitas: A formuldk behelyettesitésével adédik, hogy B(T) = B(T') + f[x] + f[y]-

4



Ezt kovetden indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy T nem optimdlis prefix-kédfa a C dbécére. Ekkor l1étezik
olyan T kédfa C-re, hogy B(T”) < B(T). Az éltalanossag megszoritdsa nélkiil (az 1. lemma alapjan) feltehetjiik,
hogy x és y testvérek. Legyen T™ az a fa, amelyet 7”-bSl gy kapunk, hogy eltdvolitjuk az x és y csicsokat, és ezek
koz6s z sziilGjének gyakorisaga az f[z] = flx] + f[y] érték lesz.

Ekkor B(T*) = B(T”) — f[x] — fIy] < B(T) — flx] — fly] = B(T’), ami ellentmondas.

Kiskérdések

e Eseményvalasztds algoritmusa
e Huffman kéd algoritmusa

e Huffman kéd algoritmusdnak végrehajtasa

Szorgalmi feladat

Adott egy fémrid, amelyet megadott szamu és hosszisagu darabokra kell felvagni. A véagdsok tetszdleges sor-
rendben elvégezhetdek, az a 1ényeg, hogy a végén a kivant darabszdmu és hosszisigu darabok keletkezzenek. Olyan
vagogéppel kell a feladatot megoldani, amely egyszerre csak egy vigast tud végezni. Egy vagds koltsége megegyezik
annak a darabnak a hosszdval, amit éppen (két darabra) vagunk. A célunk optimalizalni a miiveletsor teljes koltséget.
Adjunk meg olyan algoritmust, amely kiszdmitja a vdgasi miiveletsor optimédlis 0sszkoltségét. Az algoritmus futdsi
ideje O(n*logn) legyen, ha n a darabok szdma!

Bekiildés: cimreh@inf.u-szeged.hu,

Pszeudokod vagy forras+magyarazat + futasi id6 elemzés

o clsd két megoldd 15-15 pont
e harmadik, negyedik, 6todik megold6 10-10 pont

e hatodik, hetedik, nyolcadik megoldé 5-5 pont

A szerzett plusszpontok a vizsga minimumkovetelményébe nem szamitanak bele.



