Kombinatorikus feladatok

Ladak: Egy villalat udvardn egyetlen sorban vannak az elszéllitasra varakoz6 iires 1addk. Harom kiilonb6z6
tipusu lada van, jelolje ezeket A, B és C. Minden ldda a fels6 oldaldn nyitott kocka alakd. Az A-tipusi lada a
legnagyobb és a C-tipusu a legkisebb. Tehat minden C-tipusu ldda belerakhaté A-tipusu és B-tipust laddba, minden
B-tipusu belerakhaté A-tipustba és A-tipusuba belerakhaté B-tipust, majd ebbe egy C-tipusi. Az a cél, hogy a
laddkat gy pakoljuk 6ssze, hogy a lehetd legkevesebb Osszepakolt 1dda legyen. A pakolést olyan robot végzi, amely
a ladasor felett tud mozogni mindkét irdnyban, de 14d4t csak balrél jobbra mozogva tud szallitani. Irjon programot,
amely megadja, hogy legkevesebb hdny laddba lehet 6sszepakolni a ladasort!

Ha csak kétféle betii fordul el6 a sorozatban, A és B, akkor a megoldds egyszer(i. Legyen x az aktudlisan kiilondlld
B 1adédk szédma, y az A ladaké.

Balrdl-jobbra haladva, ha A betii esetén maradt el B (x>0), amit nem raktunk bele A-ba, akkor azt rakjuk bele az
aktudlis A-ba. Azazx:=x—1,ésy:=y+1.

Ha az aktudlis betd B, akkor noveljiik az y szamlalé értékét, y := y+ 1.

A megoldés x +y.

Ha harom féle lada van. Legyen x,y,z,w az aktudlisan C-t, B-t, B-ben C-t, és tetszdleges tartalmu A 1ddak szama.
Ekkor balrél jobbra haladva.

Ha az aktudlis 1ada A, akkor noveljiikk w-t. Utdna x és y pozitiv, akkor mindkett6t csokkentjiik 1-el (pl B,C,A
sorrend). Egyébként ha z > 0 csokkentjiik 1-el. Egyébként az x és y koziil azt csokkentjiik, amelyik pozitiv.

Ha az aktualis 1ada B, akkor ha x > 0, akkor x-et csokkentjiik 1-el, z-t noveljiik 1-el. Egyébként y-ot noveljiik 1-el.

Ha az aktudlis lada C, akkor x-et noveljiik 1-el.

Permutaciok Az elsé n szambo6l képezhetd permutaciokat a lexikografikus sorrend szerint sorba rendezziik. Egy
adott permutécidra adjuk meg a rdkovetkezot.

Példa:

Rakov(34125)=34152

Rakov(12543)=13245

Rakov(14532)=15234

Rakov(54321)=-

1. Meg kell taldlnunk azt a legutolsé elemet, amit megndvelhetiink. Ez az utolsé olyan elem lesz, ami mogott van
nala nagyobb.

2. Az elem helyére a mogotte levo elemek koziil a legkisebb ndla magyobbat irjuk.

3. A maradék elemekbdl a lehetd legkisebb szamot képezziik, és ezzel zarjuk a permutéciot.

A processzorgyart6 cégek megallapodtak abban, hogy milyen rendszert alkalmaznak az dltaluk gyartott processzo-
rok egyedi azonositdsdra. Minden cég kap egy betiikészletet, és ezekbdl kell az azonosité kddot képeznie, ugy, hogy
minden betli meghatarozott szdmszor szerepeljen az azonositéban. Péld4ul egy cég azt kapta, hogy minden azonosi-
téja pontosan 3 db a betiit, 2 db b betiit és 1 db c betfit tartalmazhat. Készitsen olyan programot, amely adott kédra
meghatdrozza a lexikografikus (dbécé szerinti) sorrendben rakovetkezd szabdlyos kddot, ha van rakovetkezd!

Példa:

e Rakov(aaabbc)=aaabcb
e Rakov(bbacaa)=bbcaaa
e Rakov(acbbaa)=baaabc

e Rakov(cbbaaa)=-



A megoldas ugyanazokbdl a 1épésekbol all.
Interaktiv feladatok

Binaris keresés: Anna gondolt egy szamot 1 és 2" — 1 kozott, és Bednak ki kell taldlni. Minden tippjére megkapja
a valaszt, eltalalta -e a szdmot, és amennyiben nem talédlt, megtudja, hogy a gondolt szdm nagyobb vagy kisebb a
tippjénél.

Kezdetben a = 0, f = 2" a tipp pedig g = 2"~!. Utdna amig nem talalt:

e Ha a gondolt szdm nagyobb, akkor
a:=g f=[fg:=(a+f)/2

e Ha a gondolt szdm kisebb, akkor
a:=a,f:=g g:=(a+f)/2

Median keresése Adott n targy, melyeket 1-t6l n-ig szamozunk, ahol n paratlan. Minden targy kiillonboz6 silyd
(természetes szamok), de magukat a stilyokat nem ismerjiik. Minden y sulyra igaz, hogy 1 <y < n. Medidnnak nevez-
ziik azt a targyat, amelyiknél ugyanannyi konnyebb, mint nehezebb targy van. Irjunk programot, amely meghatérozza
a medidnt! A targyak sulyat egy olyan eszkozzel hasonlithatjuk dssze, amely harom targy koziil megadja a mediant.

Hagymahamoz6 algoritmus: Hatirozzuk meg a legnagyobb és legkisebb elemeket, hagyjuk el ket a maradék
halmaz medidnja ugyanaz, mint az eredeti halmazé.

Egy elem akkor és csak akkor szé&ls§ elem, ha nem medidnja egyetlen harmasnak sem. Igy minden lekérdezéssel
ki tudunk zarni egy elemet, tehat n — 2 kérdéssel meghatdrozhatjuk a sz€1s6 elemeket. Kovetkezésképpen a halmaz
medidnja (n —2) + (n—4) + (n — 6) +--- + 1 = O(n?) kérdéssel meghatdrozhat6 a hagymahamozé algoritmussal.

Szamjaték: Egy jatéktabla pozitiv egész szamok sorozata, ami 2n szamot tartalmaz. Két jatékos felvaltva 1ép,
egy lépésnem a jatékos a szamsorozat bal vagy jobb végérdl elvesz egy szamot. A jaték akkor ér véget, ha a szamok
elfogytak. Az a jatékos nyer, akinél az elvett szamok Osszege tobb. Adjunk egy eljarast, amivel az els6 jatékos
legalédbb dontetlen elér. A mésodik jatékos 1€péseit egy mar adott szamitégépes program szolgdltatja.

Megoldas Az els6 jatékos kényszeritheti a masodikat, hogy csak a paratlan vagy csak a paros indexti szamokat
vegye el, igy konnyen elérheti, hoyg ne veszitsen.

Maxszamjaték A jaték csak a céljaiban kiilonbozik az el6z6 jatéktol. Most a jatékos célja a lehetd legnagyobb
érték Osszegyjtése.

Az optimalis stratégia dinamikus programozassal meghatdrozhat6. Legyen minden i < j-re OPT (i, j) az a;, ... ,a;
szamsorozatbdl az elsd jatékos altal 6sszegylijthetd Osszeg.

e Hai= j, akkor ez az érték 0 mivel az utolsé elemet a mésodik jatékos veszi el.

e Ha i+ j paratlan, akkor az elsd jatékos jon, és a két sz€1s6 elem koziil a neki jobbat valasztja, tehat ekkor
OPT (i, j) =max{a;+OPT(i+1,j),a;j+OPT(i,j—1)}.

e Ha i+ j paros, akkor a méasodik jatékos jon, & azt vdlasztja, ami az elsének rosszabb, azaz ekkor az érték
OPT (i, j) = min{OPT (i + 1, j),OPT (i,j—1)}.

Ezen 0sszefiiggésekkel dinamikus programozdssal minden éll4sra kiszdmithat6 a maximaélisan nyerhet$ Osszeg és
az ehhez sziikséges 1épés.
Visszalépéses algoritmus

8 kiralyné problémaHelyezziink el az n x n-es sakktabldn n kiralynét, hogy egyik se iisse a masikat!

Megoldastér: n darab mezd, amiket a koordinatakkal adhatunk meg: {(x1,y1),..., (xp,y0)}, 1 <xi,yi <n.
A kirdlyndk akkor és csak akkor nem iitik egymast, ha
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xiséxj,haiséj
yi#yj,hai# j

xi+yi#xj+yjhai#j

Xi—yi#xj—yjhai#j

Az elsé feltétel alapjan feltehetjiik, hogy y; = i, igy a kirdlynSk elhelyezését egy (xi,...,x,) 1 <x; < n vektorral
irjuk le, ami annak az elhelyezkedésnek felel meg, hogy az i-edik sorban a kirdlyn6 az x; oszlopban van.

o x;#xj,hai#j
o xi+iAXxj+jhaitj
o xi—iFxj—jhaifj
Megoldastér abrazolas

Ekkor a bejarandé megoldaskezdemények (xi,...,x;) vektorok 1 < x; < n, k < n. A megolddskezdemények egy
faban abrazolhatodak, a fét leird, a bejarasdhoz hasznélhat6 fiiggvények:

EFiu(xy,...,xx) = (x1,...,Xk, 1), ha k<n és Nil ha k=n.
Testver(xy,...,xx) = (x1,...,X—1,% + 1), ha x; < n és Nil egyébként.
APA(xl,. .. ,xk) = (xl, . ,xk_l), ha k > 1 és Nil egyébként.

Kimerit6 keresés
A kimeritd keresés vagy nyers erd algoritmusa sordn az egész megoldastért bejarjuk, megvaldsithat6 egy fabeja-
réassal.
Megoldas keresése visszalépéses algoritmussal (backtracking)

Az alapotlet az, hogy ha a fabejdras sordn, az olyan részfakat, amelyekben nincs lehetséges megoldds nem jarjuk
be, ha ilyen fdhoz jutunk visszalépiink. Ennek megvaldsitasdhoz sziikség van egy fiiggvényre, amely megadja, ha
nem tartalmaz lehetséges megoldést a részfa. A LehetMego fliggvénytdl ezt varjuk el, ha a fliggvény hamis értéket
ad, a részfa nem tartalmaz lehetséges megoldast, igaz valasz esetén nem feltétleniil kell, hogy tartalmazzon megoldést
a részfa.

A LehetMego fiiggvény megadja, ha nem kiterjeszthetd a megoldaskezdemény, mert két kiralyn6 mar {iti egymast.

Tehdt LehetMego(x1,...,xx) = True, akkor és csak akkor ha minden i # j esetén teljesiil, hogy x; # x;, x; + i #
Xj+j, Xi—iFxj— ]

Hasznélunk még egy Megoldas fiiggvényt, amely akkor és csak akkor ad igaz értéket, ha az adott pont lehetséges

megoldds. Esetiinkben Megoldas(xy,...,x;) = True, akkor és csak akkor teljesiil, ha LehetMego(xy,...,x;) és k = n.
A keretalgoritmus

A fenti fliggvények alapjan az aldbbi dltaldnos keretalgoritmust épitjiik fel. Egy adott probléma esetén meg kell
adni a megoldastér fajat és a problémdhoz tartoz6 fiiggvényeket.



Visszalep (F)
If F=Nil Then return //Ures fa
If Megoldas (F)
Then Print "F" // Megoldas kiiratasa
return
Else p:=F.Elsofiu
While (p!=Nil) // a gyerekeken sorbamenve
If LehetMego (p) Then Visszalep (p)
p:=p.Testver

A fenti véltozat egyetlen megoldést keres meg, de a harmadik negyedik sor valtoztatdsdval konnyen &tirhat6 az
0sszes megoldds megkeresésére. A kiiratds helyett a megoldast bele kell tenni egy halmazba, a negyedik "return" sort
torolni. Az Osszes megoldas megkeresése felhasznalhat6 optimalizalasi feladatok megoldasara is.

Pénzvaltasi probléma

Az pénzvaltasi problémaban adottak py,..., p, pénzérmék és egy E Osszeg, a feladat kivalasztani az érmék egy S
halmazat, amelyre teljesiil, hogy Y ;cspi = E.

A megoldéstér a pénzérmék Osszes lehetséges részhalmaza. Egy lehetséges reprezenticié egy n szintbdl 4ll6 teljes
bindris fa, amely a halmaz bitvektorat tdrolja. A részhalmazoknak a levelek felelnek meg. A levélhez tartoz6 halmazt
a levélig a gyokérbdl vezetd tt alapjan kapjuk meg. Ha az i-dik szinten balra 1épiink az i-dik elemet nem valasztjuk
be, ha jobbra, akkor az i-dik elemet bevalasztjuk a halmazba.

Egy madsik reprezentdciéval a megoldastér pontjait (a pénzek részhalmazat) a pénzek indexeinek az S C {1,...,n}
halmazéanak X = (iy,..., i) novekvs felsoroldsaként reprezentdljuk.

Ekkor a bejarashoz hasznélt fliggvények
EFiu(iy,... i) = (i1,... ik, ik + 1), ha iy < n és Nil ha iy = n.

Testver(il,...,ik_l,ik) = (il,...,ik_l,ik+ 1), ha iy < nés Nil ha i =n.

Apa(iy, ... ig—1,ix) = (i1,...,ix—1), ha k > 1 és Nil egyébként.
A LehetMego és Megoldas fiiggvényeket a kovetkez6képpen kaphatjuk meg.

A LehetMego fiiggvény megadja, ha az eddig meghozott dontéseket nem lehet kiegésziteni egy felbontdssa, vagy
azért mert mar nagyobb Osszeget valasztottunk, vagy azért mert minden tovabbi elemet kivalasztva sem érhetjiik el
E-t. Tehét LehetMego(iy, .. . ,ix) = True akkor és csak akkor, ha

k k n

Y pi; <EAY pi+ Y pi>E.

j=1 j=1 j=ik+1
Tovébba Megoldas(iy, ..., i) = True akkor és csak akkor, ha Z’;zl pi;=E
Adatszerkezet meghatarozasa Adott egy adatszerkezet, amelyrdl nem tudjuk, hogy lista vagy nyaldka (egy lista

végére illesztve egy korlanc). Van két bélyeg. Az adatszerkezettel a kdvetkezd 1é€péseket tehetjiik.

- egy bélyeget a helyérdl felvehetiink
-egy bélyeget a helyérdl a rakovetkezd helyre tovabbmozdithatunk
-egy bélyeg helyére mellé a mésikat is odatehetjiik
-a legelsd elemre bélyeget tehetiink.
Hatdrozzuk meg a méretben linedris id6ben, melyik adatszerkezetrdl van sz4!



Megoldas A nyaldka adatszerkezetet igy ismerhetjiik fel, ha talalunk kort. Kort pedig gy taldlhatunk, hogy egy
bélyeg helyétdl elindulva a masik bélyeggel mindig tovabblépve tjra megtaldljuk a bélyeget. Két modszer lehetséges:

Probdlgatés Minden k-ra megnézziik, hogy van -e a kiinduldsi ponttdl 2% 1épésre levs pontot tartalmazé legfeljebb
2% hosszi kor. Ezt tigy tehetjiik meg, hogy a 2% 1épésnyire levd bélyeg helyérdl elindulunk a masik bélyeggel, tesziink
2K 1épést. Ha tjra latjuk az elsS bélyeget van kor, ha nem, akkor thelyezziik az elsé bélyeget is a masodik mellé, és
ratériink a 2*! hosszi kor ellendrzésére.

Otletes Elinditjuk a két bélyegzdt, az egyiket kétszer olyan gyorsan. (IdSegységenként 2-t Iép, mig a lassabb
csak egyet). Ha nyaldka adatszerkezet van, linedris idSben lekorozi a gyors a lassut, és megtalaljuk, hogy van kor,
egyébként pedig nyilvanvaldan linedris id6ben eljutunk a lista végére.



