Algoritmus

Az algoritmus olyan elemi miiveletekbdl kompozicids szabdlyok szerint felépitett dsszetett miivelet, amelyet meg-
adott feltételt teljesité bemeneti adatra végrehajtva, a megkivant kimeneti adatot eredményezi.

Szamitasi Probléma

A szdmitasi probléma bemenet/kimenet feltételparral meghatarozott kovetelmény. Azt irja el6, hogy a bemeneti
feltételt teljesitd adatra a kimeneti feltételt teljesitd adatot kell kiszdmitani. Probléma bemenete: egy olyan (esetleg
Osszetett) adat, amely teljesiti a bemeneti feltételt. Példdul, a rendezési probléma a kovetkez6t jelenti. Bemenet:
Azonos tipust adatok H = {ay,...,a,} halmaza, amelyeken értelmezett egy < linedris rendezési relacié. Kimenet:
A H halmaz elemeinek egy rendezéstarté felsoroldsa, tehat olyan {by,...,b, } sorozat, amelyre by < by < --- < by, és
H ={by,....,b,}.

Specifikacio

{B}A{K}
e B logikai formula, a bemeneti feltétel,
e K logikai formula, a kimeneti feltétel,

e A az algoritmus, amelyre az allitds vonatkozik.

Az A algoritmus helyes a {B}A{K} specifikdciéra nézve, ha minden X bemeneti adatra, amelyre teljesiil a B
bemeneti feltétel, az algoritmus végrehajtdsa véges sok elemi miivelet végrehajtasa utdn befejezddik, és a keletkezett
kimeneti adatra teljesiil a K kimeneti feltétel.

Besziro Rendezés

BESZURO-RENDEZES (A)
For j= 2 to hossz(A)

{kulcs:=A[]]

i:=79-1

while 1>0 és A[i]>kulcs
{A[i+1]:=A[1]
i:=1-1}

A[i+1] :=kulcs}

Példa
(5,2,4,6,1,3)
(5,27,4,6,1,3)
(2,5,4,6,1,3)
(2,5,4/,6,1,3)
(2,4,5,6,1,3)
(2,4,5,6/,1,3)
(2,4,5,6,1/,3)
(1,2,4,5,6,3)
(1,2,4,5,6,3/)
(1,2,3,4,5,6)
Tovabbi példa:



http://www.youtube.com/watch?v=fdGvEZzY Y Rcfeature=related

Futasi ido elemzése

Legyen A az ey, ..., e, elemi miiveletekbdl felépitett algoritmus, €s jeldlje #; az e; miivelet futdsi idejét (konkrét,
vagy hipotetikus gépen). A t; futdsi 1d6 fiigghet az e¢; miivelet argumentumaitdl. A tovabbiakban feltételezziik,
hogy minden ¢; elemi mivelet futdsi ideje ¢; konstans. Adott x bemenetre jelolje T'(A,x) az A algoritmus tényleges
futdsi idejét, ami az x bemeneti adatra ténylegesen végrehajtott elemi miiveletek futdsi idejének az 6sszege. Jelolje
|x| az x bemeneti adat méretét. Ez a méret Osszetett adat (pl. halmaz, vagy sorozat) esetén dltaldban az adatok
szdma. Nem Osszetett adat esetén pedig édltaldban az adat értéke. Az e; elemi miiveletek #; futdsi ideje és az |x| méret
fiiggvény egyiittesen adja a bonyolultsagi mértéket. Algoritmusnak més koltsége is van, nevezetesen a memdoriaigény,
és elosztott algoritmusok esetén fontos a kommunikécids koltség is.

Legjobb eset:

T,,(A,n) = min{T(A,x) : |x| = n}

Legrosszabb eset:

T;,(A,n) =max{T(A,x) : |x| =n}

Atlagos eset:

Jelolje Pr(x) annak valdszintiségét, hogy x bemeneti adata lesz az A algoritmusnak.

Ta(A,n) = Y= Pr(x)T (A, x)

Elemzés

Legyen t; a for ciklus j-edik végrehajtdsdban a while ciklus tesztelések szama.

BESZURO-RENDEZES (A) kdltség végrehajtdsok széma
For j= 2 to hossz(A) cl n

{kulcs:=A[7] c2 n-1

i:=7-1 c3 n-1

while 1>0 és A[i]>kulcs céd t2+t3+...+tn
{A[i+1]:=A[1] c5 (t2-1)+...+(tn-1)
i:=i-1} cb (t2-1)+...+(tn-1)

A[i+1]:=kulcs} c’ n-1

A teljes koltség:

n n
C1n+62(n—1)+C3(H—1>—|—C4le+C5Z( i—1) —I—C6Z ti—1)+c7(n—1)
j=2 j=2

Legjobb eset:
Ha a tomb mar rendezett, akkor minden j-re ¢; = 1, tehat
Tij(A,n) =cin+ca(n—1)+c3(n—1)+ca(n—1)+c7(n—1)
Ez n linedris fliggvénye.
Legrosszabb eset:

Ha a tomb mar forditott sorrendben rendezett, akkor minden j-re t; = j, tehat

T;(A,n) =cin+ca(n—1)4+c3(n—1)+ca(n(n+1)/2—1)+



cs((n—1n/2—1)+cs((n—1)n/2—1)+c7(n—1),

mivel Y5, j=n(n+1)/2—1.
A legrosszabb eset n négyzetes fiiggvénye.

Aszimptotikus jelolések
O-jelolés
O(g(n)) ={f(n) : (3c,n0 = 0)(Yn = no)(0 < f(n) < cg(n))}

Az f(n) = O(g(n)) jelentése: f(n) € O(g(n)).

Q-jelslés
Q(g(n)) = {f(n) : (3c,n0 > 0)(Vn = no)(cg(n) < f(n))}

Az f(n) = Q(g(n)) jelentése: f(n) € Q(g(n)).

®-jelolés
©(g(n)) = {f(n) : (Ber,c2,m0 > 0)(Vn = no)(c1g(n) < f(n) < cag(n))}

Az f(n) = ©(g(n)) jelentése: f(n) € O(g(n)).
Aszimptotikus jelolések

0-jelolés
o(g(n)) ={f(n) : (Ve > 0)(3no = 0)(Vn > no)(0 < f(n) < cg(n))}
Az f(n) = o(g(n)) jelentése: f(n) € o(g(n)), ekkor f(n)/g(n) — 0.
-jelolés
o(g(n)) = {f(n) : (ve > 0)(3no > 0)(Yn = no)(cg(n) < f(n))}

Az f(n) = o(g(n)) jelentése: f(n) € m(g(n)), akkor f(n)/g(n) — ce.
Példak

e 2n+20= @(n)

e n?> = m(nlogn)

log, (n) = ©(logyn)
e n2+20n+10 = O(n?)

o O — Cl)(nlOOOOO>

A konstans koltségii elemi miiveletek mindegyikét szamolhatjuk egységnyi koltséglinek.
F6 tulajdonsagok

e A O reldcio tranzitiv, reflexiv és szimmetrikus, igy egy osztdlyozas tartozik hozza.
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e AO, 0, Q, o, wreliciok mindegyike tranzitiv.
Ha /() = O(g(n)). akkor g(n) = Q(/(n)).
Ha /(1) = o(g(n). akkor f(n) = O(g(n)).

Ha /() = o(g(n). akkor f(n) = Q(g(n)).

Rekurziv algoritmusok

Egy objektum definicidjat rekurzivnak neveziink, ha a definici6 tartalmazza a definidlandé objektumot.

Egy P eljarast (vagy fiiggvényt) rekurzivnak neveziink, ha P utasitasrészében el6fordul maganak a P eljarasnak a
hivésa.

Faktor (n)
If n=1 return 1
Else return n*Faktor (n-1)

Példa:
Faktor(5)=5*Faktor(4)
Faktor(4)=4*Faktor(3)
Faktor(3)=3*Faktor(2)
Faktor(2)=2*Faktor(1)
Faktor(1)=1
Euklideszi algoritmus

e Ha b=0, akkor /nko(a,b) = a.
e Egyébként ha a > b, akkor Inko(a,b) = Inko(b,a mod b).

Tehat, ha a > b, akkor az aldbbi algoritmus kiszdmolja a legnagyobb kdzos osztot.

Euklidesz (a,b)
If b=0 return a
Else return Euklidesz (b, a mod b)

Euklidesz(64,28) = Euklidesz(28,8) = Euklidesz(8,4) = Euklidesz(4,0) = 4

Partici6é probléma

Az n természetes szam egy particija olyan T = (ay,...,ax) sorozat, amelyre teljesiil:
-a1Zzay > o> ap>0
- Zf:l ai=n

Jelolje P(n) az n szam Gsszes particidjanak szamat.
e P(1)=1(1=1)
o P(2)=2 (2=2, 2=1+1)



o P(3)=3 (3=3, 3=2+1, 3=1+1+1)
o P(4)=5 (4=4, 4=3+1, 4=2+2, 4=2+1+1, d=1+1+1+1+1)

Particiészam szamité6 algoritmus

Jelolje P2(n,k) n azon particiéinak szamat, amelyben minden elem legfeljebb k. Példaul P2(4,3) =4, P2(4,2) =

> Ekkor a kovetkezd Osszefiiggések teljesiilnek:
o P2(1,k)=1,P2(n,1) =1
e P2(n,n) =1+ P2(n,n—1) (n = n és a tobbiek)
e P2(n,k) =P2(n,n) han <k
e P2(n,k) = P2(n,k— 1)+ P2(n—k,k) ha k < n (k benne van vagy nincs)
e A megoldés: P(n) = P2(n,n)
PARTICIO (n)
Return P2 (n,n)
P2 (n, k)

If (k=1) Or (n=1) return 1
If k>=n return P2(n,n-1)+1
return P2 (n, k-1)+P2(n-k, k)

Rekurziés fa: Olyan fa, amelynek minden pontja egy eljarashivast jelent adott aktudlis paraméterekre, tigy, hogy
a pont fiai megfelelnek azoknak az eljarashivdsoknak, amelyek végrehajtddnak az aktudlis paraméterek esetén.

Futasi ido elemzése

Legyen E(n,k) a P2(n,k) eljarashivds hatdsdra végrehajtott eljarasutasitdsok szama.
Ekkor P2(n,k) < E(n,k) < 2P2(n,k) — 1.

Lemma P(n) = Q(2V")

Bizonyitds Tekintsiik az 6sszes olyan [ay, ..., a] sorozatot, ahol |\/n| >aj és\/n>a; >ap > --- > a; > 1. Ezek
szdma pontosan 21v7l=1 mivel minden ilyen sorozat egyértelmten megadhato egy b, (1, ... ,b1 bitvektorral, ahol
b, = 1 akkor és csak akkor, ha x + 1 eleme a sorozatnak.

Mivel k < \/n, ezért Zé‘: (@i < n. Minden ilyen sorozathoz adjunk hozza a végén annyi 1-est, hogy a szdmok
Osszege n legyen, tehdt n egy particidjat kapjuk. Ha két kiinduldsi sorozat kiilonb6z6 volt, akkor a kiegészitéssel
kiilonb6z6 particiét kapunk.

Kovetkezmény. A P algoritmus futdsi ideje Q(2V").

Rekurziv algoritmus helyességének bizonyitasa
I. Terminalas bizonyitasa
Bebizonyitandd, hogy minden eljarashivas végrehajtasa véges 1épésben befejezddik. (Az eljards termindl.)
Megillasi feltétel: Legyen P(xy,...,x,) egy n-paraméteres rekurziv eljards. Az M(xy,...,x,) egész értékeket
felvevd kifejezés megdllasi feltétele a P rekurziv eljarasnak, ha
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5,8

5,4
5,3 1,4
5,2 2,3
5,1 3,2 2,1
3,1 1,2
1. abra.
e 1. M(ay,...,a,) > 0 minden megengedett aj,...,a, aktudlis paraméterre.
e 2. HaM(ay,...,a,) = 0 akkor nincs rekurziv hivas P(ay,...,a,) végrehajtasakor.
e 3. Havanrekurziv hivas P(ay, .. .,a,) végrehajtasakor valamely by, ..., b, paraméterekre, akkor M(by,...,b,) <

M(ay,...,ay).
Példa: M(n,k) = (n—1) x (k— 1) megéllasi feltétel P2-re.
I1. Helyesség bizonyitasa

1. Alaplépés. Annak bizonyitdsa, hogy az eljaras helyes eredményt szamit ki, ha az aktualis paraméterek esetén
nincs rekurziv hivas.

2. Rekurziv 1épés. Feltéve, hogy minden rekurziv hivds helyes eredményt ad, annak bizonyitdsa, hogy a rekurziv
hivasok altal adott értékekbdl az eljaras helyes eredményt szamit ki.

Osszefésiilo Rendezés

Oszd meg: A rendezend§ sorozatot felosztjuk két n/2 méretii részsorozatra.
Uralkodj: A két részsorozatot 9sszefésiilé rendezéssel rekurziv médon rendezziik.
Egyesit: Osszefésiiljiik a két rendezett részsorozatot, igy kapjuk a rendezett sorozatot.



Osszefésiilé-rendezés (A, p, r)
If p<r
Then {g:=[(p+r)/2]
Osszefésiilé-rendezés (A, p, q)
Osszefésiilé-rendezés (A, q+l, r)
Osszefésiil (A,p,q, )}

A teljes tomb rendezését a Osszefésiil6-rendezés(A, 1, hossz(A)) kezdShivas adja meg.
Futasi id6 elemzés

Legyen T (n) az n darab szdm Osszefésiil6-rendezéssel t6rténd rendezésének legrosszabb eset korldtja.
Ekkor T(1) =0(1) és T(n) =2T(n/2) +O(n), han > 1

Allitas T'(n) = O(nlogn)
Bizonyitds: Teljes indukcidval. Az indukcids 1épés:
T(n) <2(c-n/2log(n/2))+d-n<c-n(logn—1log2)+d-n<c-nlogn,
ha clog?2 > d.

Gyorsrendezés

Oszd meg: Az A[p,...,r| tombotkétnemiires A[p,...,q] ésAlg+1,...,r] résztombre osztjuk dgy, hogy A[p, ...

minden eleme kisebb vagy egyenld A[g+ 1,...,r] minden eleménél.
Uralkodj: Az Alp,...,q| és Alg+1,..., r] résztomboket a gyorsrendezés rekurziv hivdsaval rendezziik.

Egyesit: A rendezés helyben rendez, igy nincs sziikség egyesitésre.

GYORSRENDEZES (A, p, )
If p<r
Then {g=FELOSZT (A,p, 1)
GYORSRENDEZES (A, p, )
GYORSRENDEZES (A, q+1, ) }

A teljes tomb rendezését a GYORSRENDEZES (A, 1, hossz(A) kezd6hivés adja meg.
Feloszt eljaras (Hoare féle)

Feloszt (A, p, 1)

x:=A[p]
i:=p-1
ji=r+l
while (Igaz)

{repeat j:=7j-1
until A[j]<=x
repeat i:=i+l
until A[i]>=x
if i<j
then csere(A[i],A[]])
else return j}
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Példa:
i[5,3,2,6,1,4,3,7]j x=5
5°,3,2,6,1,4,3/ 7]
37,3,2,6,1,4,5/,7]
3,3,2,6%,1,4/,5,7]
3,3,2,4,1,6/,5,7]
3,3,2,4,1/,6/,5,7]
Return 5

Feloszt eljaras (Lomuto féle)

Feloszt (A, p, )

x:=A[r]

i:=p-1

for j=p to r-1
{if A[j]<=x

then {i:=i+1
csere (A[i],A[3])}}
csere (A[i+1],A[r])
return i+l

Példa:

i[2/,8,7,1,3,5,6,|4] x=4

[27],8/,7,1,3,5,6,|4]

[27],8,7/,1,3,5,6,|4]

2,1¢,7,8,3/,5,6,|4]

2,1,3],8,7,5,6, 4]

2,1,3],4,7,5,6,8]

Megjegyzés: A Lomuto féle felosztasnal a gyorsrendezést a (A,p,q-1) (A,q+1,r) paraméterekre hivjuk meg.

Futasi ido elemzés

Legrosszabb eset
A felosztds mindig egy egyelemi tombre €s a tobbi elemre oszt. Ekkor

T;r(n) = Tir(n—1) 4+ O(n)
T(n) = i (k) = O i k) = 0O(n?).
k=1 k=1

Legjobb eset

A felosztas mindig felezi a tombot. Ekkor
Tij(n) =2T(n/2) +0O(n)
T;j(n) = O(nlogn)

Atlagos eset
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Legyen X a eljaras végrehajtdsa soran a FELOSZT éltal végrehajtott 8sszehasonlitdsok szama n elemii beme-
netre. Ekkor a teljes futasi id6 O(n+X).

Legyen z; az i-edik legkisebb eleme a bemenetnek, €s Z;; = {zi,2i41,--»2 j}.
Legyen p;; annak a valdsziniisége, hogy z;-t és z;-t valamelyik feloszt eljards dsszehasonlitja.

Ekkor p;;j =2/(j —i+ 1), mivel akkor lesznek &sszehasonlitva, ha a Z;; halmazbdl vagy z; vagy z; az elsd
feloszto elem.

Az 6sszehasonlitasok varhat6 szama 2?1_11 —it12/(j—i+1) = O(nlogn). It kihaszndljuk, hogy a vdrhat6
érték additiv.



