Alsé Korlat rendezési algoritmusokra

Minden olyan rendezési algoritmusnak a futdsat, amely elempérok egymdssal val6 dsszehasonlitdsa alapjan m-
kodik leirja egy bindris dontési fa.

Az algoritmus altal a legrosszabb esetben sziikséges 0sszahasonlitdsok szamét a neki megfelel6 dontési fa magas-
sédga adja meg.

Tétel Egy n darab elemet rendezd dontési fa magassdga Q(nlogn).

Bizonyitds A fa leveleinek szdma a lehetséges sorrendek szdma, azaz n!. Ha a fa magassaga h, akkor 2"~ > n!
kell teljesiiljon, kovetkezésképpen h — 1 > 1g(n!) > Ig((n/e)") = nlgn —nlge = Q(nlgn).

Kovetkezmény Minden olyan rendezési algoritmusra, amely csak az elempdrok dsszehasonlitdsa alapjan miikodik
Tlr(n) = Q(nlgn).
Szamlalé rendezés

P

Amennyiben a rendezendd elemek 4ltal felvehet6 értékek halmazdnak szamossédga kicsi, akkor megadhaté linedris
1d6igény algoritmus. A bemenet a rendezendd elemek egy n méreti A tombben eltdrolva, a kimenet ezen szdmok
egy B tombben rendezetten. Tovabba feltessziik, hogy a rendezendd elemek mindegyike az {1,...,k} halmazba esik.
C[i] tartalmazza azt az informdaciot, hogy a legfeljebb i nagysagi elembdl hany darab van.

Szamlalorend (A, B, k)
for i=1 to k
C[i]:=0
for j=1 to n
C[A[]J]]:=CI[A[]]]+1
for i=2 to k
C[i]:=C[i]+C[i-1]
for j=n downto 1
{BICIA[3]]]:=A[]]
C[A[J]]:=C[A[]]]-1}

Megjegyzés: Az algoritmus Otlete nem csak akkor haszndlhatd, ha az elemek az {1,...,k} halmazba esnek.
Altaldnosabb esetben meg kell keresni a minimdlis elemet min-t, és C[i] a legfeljebb i — min + 1 nagysdgu elemeket
tartalmazza.

Definicié Egy rendezést stabilnak neveziink, ha az azonos értékii elemek ugyanabban a sorrendben jelennek meg
a kimeneti tombben, mint ahogy a bemeneti tombben szerepeltek.

A leszamlalé rendezés stabil.
Futasi id6: O(n+k)
Példa
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Szamjegyes vagy radix rendezés
Példa

329 720 720 329
457 436 329 436
657 457 436 457
839 657 839 657
436 329 457 120
720 839 657 839

Bemenet: H k dimenzids vektorok halmaza, ahol az i-edik komponens minden i-re egy olyan elemtipusbdl keriil
ki, amelyen adott egy rendezési rel4cio.
Kimenet: H elemei a lexikografikus rendez€s alapjén rendezve.

Definicié Egy X = (xi,...,x;) vektor megel6zi az Y = (y;,...,yx) vektort a lexikografikus rendezésben, ha 3i,
amelyre teljesiil, hogy Vj <ix; =y; ésx; <yi.

Elvi algoritmus

for i:=d downto 1
H Stabil rendezése a kulcs i-edik jegye szerint

Helyesség: A ciklusmag végrehajtasa utan a H halmaz rendezett lesz arra a kulcsra nézve, amely az eredeti kulcs
[i..d] jegyeit (karaktereit) tartalmazza. Bizonyitas i-szinti indukcidval.
Futasi ido Ha a jegyek szerinti rendezés linedris idejt (pl szamlélo), akkor a futdsi id6 O(dn).

Edényrendezés
Tegyiik fel, hogy a rendezend6 H = {ay,...,a,} halmaz elemei a [0, 1) intervallumba esé valés szamok. Vegyiink
m db vodrot, V[0],...,V[m — 1] és osszuk szét a rendezend halmaz elemeit a vodrokbe gy, hogy az a; elem az

|m-a;| sorszamud vodorbe keriiljon. Majd rendezziik az egy vodorbe keriilt elemeket, és a vodrok sorszdma szerinti
novekvoé sorrendben fiizziik 6ssze a rendezett részsorozatokat (vodroket).

Edényrendezés

Fori=1 ton

Besziirjuk a;-t a B[| na;|| listdba
For i=0 to m-1

Rendezziik a B[] listat besziir6 rendezéssel
Osszefiizziik a B[0], B[1],...,B[m — 1] listdkat.

Helyesség: Ha két elem ugyanabba a vodorbe keriil, akkor a besziré rendezés miatt lesz megfeleld a sorrendjiik,
egyébként pedig a vodrok Osszeflizésének sorrendje miatt.

Példa

Legyen A = {0.12,0.21,0.68,0.26,0.72,0.94,0.78,0.17,0.23,0.39}, és legyen m = 10.

Ekkor a vodrok tartalma B[1] = {0.12,0.17}, B[2] = {0.21,0.26,0.23}, B[3] = {0.39}, B[6] = {0.68}, B[7] =
{0.72,0.78}, B[9] = {0.94}.

Futasi id6: Tegyiik fel, hogy m = n, ekkor:
e legjobb eset O(n),

e legrosszabb eset ®(n?),



e dtlagos eset ®(n).

Kivalasztasi probléma
Bemenet: Azonos tipusi (kiilonb6z6) elemek H = {ay, ..., a, } halmaza, amelyeken értelmezve van egy < linedris
rendezési relacio és egy i (1 <i <n) index.
Kimenet: Olyan x € H, hogy |{y:y€ HAy <x}| =1i.
A kimenetben szerepld x-et a H rendezett minta i-edik (legkisebb) elemének nevezziik. A kozépss elemet a
rendezett minta medidnjanak hivjuk. Pontosabban, az i = |(n+1)/2] -edik elem az alsé, az i = [(n+ 1)/2] -edik

elem a felsd median.
Minimum és maximum egyidejii valasztasa

A feladat adott n méretd tomb elemeibdl kivalasztani a maximalis és minimalis elemet.

MaxMin (A)
if (n%2=0) then
{k:=2
if (A[1]<A[2]) then
{mini:=1
maxi:=2}
else
{mini:=2
maxi:=1}}
else
{k:=1
mini:=1
maxi:=1}
while (k<n)

{if A[k+1]<A[k+2] then
{if A[k+1]<A[mini] then mini:=k+1
if A[k+2]>A[maxi] then maxi:=k+2}
else
{if A[k+2]<A[mini] then mini:=k+2
if A[k+1]>A[maxi] then maxi:=k+1}
k:=k+2}

Futasi id6 Az algoritmus legfeljebb |3n/2]| dsszehasonlitast végez.
Kivalasztas ismételt felosztassal

Az algoritmus haszndlja a gyorsrendezésnél definiélt Feloszt(A,p,r) eljarast, amely atrendezi az A tomb A[p] €s
A[r] koz€ es6 szakaszat dgy, hogy a visszaadott g értékre Ap, ..., q] minden eleme kisebb vagy egyenl§ Alg+1,...,7r]
minden eleménél. Az aldbbi algoritmus a Hoare felosztast hasznalja, ahol nem garantalt, hogy A[p,...,q — 1] minden
eleme kisebb vagy egyenls, mint A|g].

Elvi algoritmus
Kivalaszt(A,p,r,i)
If p=r



Then return A[p]
q:=Feloszt(A,p,r)
k:=q-p+1
ifi <k
Return Kivélaszt(A,p,q,i)
else
Return Kivélaszt(A,q+1,r,i-k)
Futasi id6: Legjobb eset: O(n). Legrosszabb eset: O(n?). Atlagos eset: O(n).
Kivalasztas linearis idében
Linkivalaszt algoritmus

e 1. Osszuk a bemeneti tomb n elemét [n/5] 5 elemii csoportra, a maradék elemekbdl alkossunk egy tovabbi
csoportot.

2. Minden csoportnak keressiikk meg a medianjat ugy, hogy az 5 elemii csoportokat (és az esetleges egyetlen
kisebb elemszamu csoportot) rendezziik.

3. A Linkivélaszt algoritmus rekurziv hivasdval hatdrozzuk meg a kapott medidnokbdl 4116 halmaz medidnjat.

4. A Feloszt eljaras alapjan osszuk fel az igy kivélasztott elem koriil a bemeneti tombot, legyen k az elemnél
nem nagyobb tdle kiillonbozé elemek szdma, n — k — 1 az elemnél nagyobb elemek szdma.

e 5. A Linkivélaszt algoritmus rekurziv hivdsaval hatdrozzuk meg a baloldali részben az i-edik elemet, ha i < k,
illetve a jobboldali részben az i — k — 1-edik elemet, hai > k+ 1. Azi = k-+ 1 esetben a feloszt6 elem a keresett
elem.

Elemzés

1. abra.

Az abrén a sotét elemek kisebbek a feloszté elemnél, a vildgosak nagyobbak, igy a rekurziv hivas sordn legfeljebb
7n/10+ 6 elemre kell végrehajtani az algoritmust. Tehat elegendGen nagy n esetén a legrosszabb eset korlatra fenndll
a kovetkez6 rekurziv 0sszefiiggés:

Tiy(n) < Ti([n/5]) + T1r(Tn/10+ 6) + O(n).

Teljes indukciéval igazolhatd, hogy T;,(n) = O(n).



Megvalésitas: Az 5-6s csoportokat tgy valasztjuk ki, hogy a tomb els6, masodik, harmadik, negyedik és 6todik
0todébdl is vesziink egy-egy elemet, igy az 6tosoket tudjuk ugy rendezni, hogy a medidnok a tomb kdzeps6 részére
keriiljenek. Ez4ltal a Linkivélaszt algoritmus helyben megvaldsithat6 csak a kiindulasi tomb felhasznélasédval.

Kivalasztas kupaccal

Az algoritmus sordn a for ciklus j értékkel valé végrehajtdsa utdn a kupac az els6 j elembdl az i legkisebbet

tartalmazza.

Kupacvalaszt (A, 1)
Kupacmeret (A) :=1i
for j= [1/2] to 1
MAXIMUM KUPACOL (A, J)
// az elso i elembol egy kupac
for j=i+l to n
{if A[1]>A[j] then
{Csere(A[1],A[]])
MAXIMUM KUPACOL(A,1)}}
return A[1]

Futasi id6: O(i) + (n —i)O(logi)

Példa
A=[2,5,7,3,6,4,8], k=3
A=[2,5,713,6,4,8]
A=[7,5,213,6,4,8]
A=[3,5,217,6,4,8]
A=[5,3,217,6,4,8]
A=[4,3,217,6,5,8]

Binaris keresofak
Az F = (M,R,Adat) absztrakt adatszerkezetet bindris keres6fanak nevezziik, ha
e F bindris fa, R = {bal, jobb,apa}, bal, jobb,apa : M — M,
e Adat : M — Elemtip és Elemtip-on értelmezett egy < linedris rendezési relacio,

o (Vx S M) (Vp S Fbal(x))(vq S Fjobb(x))(kulcs(p) < kulcs(X) < kulcs(Q))

InorderBejaras (F, M)
if Fl=Nil
then {InorderBejaras(bal(F),M)
M(F)
InorderBejaras (jobb (F), M)}

Az InorderBejaras algoritmus a bindris keres6fa elemeit a kulcsok rendezés szerinti sorrendjében latogatja meg.
Adott kulcsii elem keresése



2. abra.

KERES (F, k)
if F=Nil or k=kulcs (F)
then return F
If k< kulcs (F)
then return KERES (bal (F), k)
else return KERES (jobb (F), k)

KERES2 (F, k)
while (F!=Nil or k!=kulcs (F))
{1f k<kulcs (F)
then F:=bal (F)
else F:=jobb(F)}
return F

Futasi id6: A fa magassagaval ardnyos.
Minimalis maximalis elem keresése

FabanMinimum (F)
while (bal (F) !=Nil)
F:=bal (F)
return F



FabanMaximum (F)
while (jobb (F) !=Nil)
F:=jobb (F)
return F

Futasi id6: A fa magassagaval aranyos.
Rakovetkezo, megel6zo elem keresése

FabanKovetkezo (p)
if jobb(p) !=Nil
then return FabanMinimum (jobb (p))
g:=apa (p)
while (g!=Nil and p=jobb(q))
{p:=q
q:=Apa(q)}
return g

FabanMegelozo (p)
if bal(p) !=Nil
then return FabanMaximum(bal (p))
g:=apa (p)
while (q!=Nil and p=bal(q))
{p:=q
q:=Apa(q)}
return g

Futasi id6: A fa magassagdval ardnyos.
Besziras binaris keresofaba

A fat a gyokérpontja éltal adtuk meg.

Beszur (F, z)

y:=Nil

x:=F

while (x!=Nil)
(y:=x

if kulcs(z)<kulcs (x)
then x:=bal (x)
else x:=jobb (x)}
apa(z) :=y
if y=Nil
then F:=z //Ures volt a fa
else {if kulcs(z)<kulcs(y)
then bal(y) :=z
else jobb(y):=z}

Futasi id6: A fa magassagaval ardnyos.
Torlés binaris keresofabol



3. abra.

FabolTorol (F, z)
If bal(z)=Nil or jobb(z)=Nil
then y:=z
else y:=FabanKovetkezo(z)
If bal(y)!=Nil
then x:=bal(y)
else x:=7jobb (y)
If x!=Nil
then apa (x) :=apa(y)
If apa(y)=Nil
then F:=x
else {if y=bal (apal(y))
then bal (apa(y)) :=x
else jobb(apa(y)) :=x}
If yl!=z
then kulcs(z) :=kulcs (y)

Keresofak magassaga
Haaz 1,2,...,n sorrendben szurunk pontokat egy iires faba a magassag n lesz.

s

Az n csticsbdl 4116 véletlen épitésii bindris fak magassaga O(logn).

Kiegyensiilyozott keresofak

Mivel a keres6fa miiveletek idGigénye a fa magassdgdval ardnyos, ezért szeretnénk a fat tigy karbantartani, hogy



4. abra.

a magassdga mindig O(logn) legyen, ahol 7 a fa pontjainak a szdma.

e AVL fék

e piros fekete fak

Sorozat adattipus
Ertékhalmaz: E Sor = [ay,...,a,:a; € E;i=1,...,n,] Miveletek: S: Sor, x : E

o {Igaz} Letesit(S) {S=[|}

e {S =S} Megszuntet(S) {Igaz}

e {§=S} Uresit(S) {S=[]}

o {S=/ai,...,a,]} Elemszam(S) {Elemszam = n}

o {S=1a,...,an) N1 <i<n}Kiolvas(S, i,x) {x =a; \S = Pre(S)}

o {S=ai,...,a...,ay) N1 <i<n}Modosit(S, i,x) {S = [a1,...,X,...,a,] }

o {S=lai,...,a;ai11,...,ay) NO < i <n} Bovit(S, i,x) {S = [a1,...,a;,x,ai11,...,an]}

o {S=]ai,...,ai—1,a;i,ait1,...,ay) N1 <i<n} Torol(S,1) {S = |ai1,...,ai-1,0ai+1,...,a,]}

o {S=S}IterKezd(S, D) {}



o {I =1} TterAd(L,x) {}
o {I =1} TterVege(D) {}

Megval6sités: kiegyensulyozott bindris keres6faval.
Téroljuk az S = {ay, .. .,a,} sorozatot egy F bindris fidban igy, hogy F inorder bejrdsa az S sorozatot adja. Ekkor
F egy bindris keresofa lesz a sorozat indexeire nézve.

A fa minden p pontjdban taroljuk még extra informdcioként a bal-részfajaban levd pontok szdmandl 1-el nagyobb
értéket s(p). Ekkor s(p) a p pontra végrehajtott inorder bejdrds sordn p sorszdma. Ezen s(p) értékek alapjdn a fa
gyokerébdl indulva megtaldlhaté minden i-re az i-edik elem.

27 s

BGvités esetén ha a keresdit balra halad egy p ponttdl, akkor s(p) értékéhez egyet kell adni. Torlés esetén, ha a
keresdiit balra halad egy p ponttdl, akkor s(p) értékébdl egyet le kell vonni.
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