Mélységi keresés kibovitve

Az algoritmus elemzéséhez €s egyes alkalmazdsainak helyességének bizonyitdsdhoz hasznos, ha minden pontra
definidljuk a d elérési és f elhagydési idejét.

MelykeresBovit (G)
for(u in G)
{szin(u) :=feher
Apa(u) :=0}
ido:=0
for(u in G)
{if szin(u)=feher
then MBejarBovit (u)}
MBejarBovit (u)
szin(u) :=szurke
ido:=ido+l
d(u) :=ido
for (v in Kiel (G,u))
{if szin(v)=feher
Then {Apa(v):=u
MBejarBovit (v) }}
szin(u) :=fekete

ido:=ido+1
f (u) :=ido
e MBejarBovit(1)

e szin(1):=sziirke
e d(1)=1

e Apa(2):=1

e MBejarBovit(2)
e szin(2):=sziirke
e d(2)=2

e Apa(3):=2

e MBejarBovit(3)
e szin(3):=sziirke
e d(3)=3

e Apa(5):=3

e MBejarBovit(5)

e szin(5):=sziirke



d(5)=4

Apa(6):=5
MBejarBovit(6)
szin(6):=sziirke
d(6)=5

Apa(7):=6
MBejarBovit(7)
szin(7):=sziirke
d(7)=6
MBejarBovit(7) vége, mert 5 mar nem fehér
szin(7):=fekete
f(7)=7
MBejarBovit(6) vége

szin(6):=fekete

1. abra.



f(6)=8
MBejarBovit(5) vége
szin(5):.=fekete
f(5)=9
MBejarBovit(3) vége
szin(3):.=fekete
f(3)=10

Apa(4):=2
MBejarBovit(4)
szin(4):=sziirke
d4)=11
MBejarBovit(4) vége
szin(4):=fekete
f(4)=12
MBejarBovit(2) vége
szin(2):=fekete
f(2)=13
MBejarBovit(1) vége
szin(1):=fekete
f(1)=14
MBejarBovit(8)
szin(8):=sziirke
d(8)=15

Apa(9):=8
MBejarBovit(9)
szin(9):=sziirke
d9)=16
MBejarBovit(9) vége

szin(9):.=fekete



f(9)=17

MBejarBovit(8) vége

szin(8):=fekete

f(8)=18

1. tdbldzat. A keresés sordn kapott értékek

pont| 1 |2 |34 |5|/6|7|8]|9
apa | O | 1 |22 |3]5/6|]0]38
d 1 123 |11|4|5/6|15]|16
f |14 13,10(12]9 8|7 |18 |17

Az algoritmus egy mélységi feszit6 erd6t (MFE) ad eredményiil, a cstiicshalmaz V az élek pedig F = {(p,q) :
Apalq) = p}-

Tétel (Zarojelezési tétel) Mélységi keresést alkalmazva a G = (V,E) grafra, a kovetkez6 harom feltétel koziil
pontosan az egyik teljesiil minden u és v pontra:

o Ald(u),f(u)] és[d(v),f(v)] intervallumok diszjunktak és az u és v pontok egyike sem leszdrmazottja a masik-
nak a MFE-ben.

e [d(v),f(v)] C[d(u), f(u)] és v leszdrmazottja u-nak a MFE-ben.

e [d(u), f(u)] C[d(v),f(v)] és uleszdrmazottja v-nek a MFE-ben.
Bizonyitds. Legyen d(u) < d(v).

e Ha d(v) < f(u), akkor v elérésekor u szine sziirke volt, tehdt v leszarmazottja MFE-ben u-nak. Tovabba, v-t
elbb elhagyjuk, mieldtt visszatérnénk u-hoz, tehat f(v) < f(u).

e Had(v) > f(u), akkor d(u) < f(u) < d(v) < f(v), tehdt a két intervallum diszjunkt. Ebbdl kovetkezik, hogy
mind u, mind v elérésekor a méasik nem lehetett sziirke, tehdt nem leszarmazottjai egymasnak MFE-ben.

Kovetkezmény. A v pont akkor és csak akkor leszdrmazottja az u pontnak MFE-ben, ha d(u) < d(v) < f(v) <
f(u)
Tétel (Fehér ut tétel) Minden v pont akkor és csak akkor leszarmazottja az u pontnak MFE-ben, ha a d(u) idében
(u elérésekor) van csupa fehér pontokon at haladé u ~~ v ut G-ben.
Bizonyitds
e Tegyiik fel, hogy van u ~» v az MFE-ben. Ekkor ennek tetsz6leges w pontjara d(u) < d(w), tehat w fehér a d(u)
id6ben.

e Tegyiik fel, hogy van olyan u = vy...vy = v 1t, hogy minden v; fehér a d(u) id6ben, de v nem lesz leszar-
mazottja u-nak MFE-ben. Feltehetjiik, hogy Vi < k-ra v; leszarmazottja lesz u-nak az MFE-ben. Mivel v;_
leszarmazottja u-nak, ezért f(vi_1) < f(u). De d(u) < d(v) < f(vi—1), igy d(u) < d(v) < f(vk=1) < f(u),
tehat v leszarmazottja u-nak MFE-ben.

Elek osztilyozasa



e Faél: (u,v) € E faél, ha bekeriil a MFE élei kozé, azaz Apa(v) = u.
e Visszaél: (u,v) € E visszaél, ha u leszarmazottja v-nek a MFE-ben.
e ElGreél: (u,v) € E el6reél, ha v leszarmazottja u-nek a MFE-ben és nem faél.

e Keresztél: Minden mds esetben (u,v) € E keresztél.

Példa az élek osztalyozasara
e Faélek: (1, 2), (2, 3),(3,5),(5,6),(6,7),(2,4),(8,9)
e Visszaélek: (5, 2), (7,5), (9, 8)
e Eldreélek: (1, 3)
e Keresztélek: (8, 1).

Tulajdonsagok

u,v) € E akkor és csak akkor faél, ha az (u,v) él vizsgdlatakor v szine fehér.

u,v) € E akkor és csak akkor visszaél ha az (u,v) €l vizsgalatakor v szine sziirke.

(u,v)
(u,v)
(u,v) € E akkor és csak akkor el6re-€l ha az (u,v) él vizsgdlatakor v szine fekete és d(u) < d(v).
(u,v) € E akkor és csak akkor keresztél ha az (u,v) él vizsgalatakor v szine fekete és d(u) > d(v).
Topologikus rendezés
Definicié Egy G =(V,E) iranyitott graf topologikus rendezésén a V pontjainak egy olyan vi,va,...,v, (n = |V])
felsoroldsat értjiikk, amelyre teljesiil, hogy minden (u,v) € E élre, u el6bb van a felsoroldsban, mint v.
Lemma A G = (V,E) irdnyitott grafnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha G kormentes.

Lemma A G = (V,E) irdnyitott grafban akkor és csak akkor van kor, ha van vissza-éle.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van egy (u,v) visszaél. Ekkor hozzavéve az (u,v) visszaélt az MFE-ben levs v ~~ u
uthoz, egy kort kapunk G-ben.

Tegyiik fel, hogy vi,va,...,vi_1,vx = v egy kor, tovabba a kor pontjai koziil vi-et érjiik el el6szor a mélységi
bejaras sordn. Ekkor a d(v;) idSben van csupa fehér pontokon dt halad6 v; ~» v dt. A fehér dt tétel miatt vy
leszarmazottja lesz a vi-nek a MFE-ben, tehat (v, v;) visszaél lesz.

Tétel Ha a G iranyitott graf kormentes, akkor pontjainak minden olyan vy,...,v, felsoroldsa, amelyre f(v;) >
fit1),i=1,...,n—1 G egy topologikus rendezése lesz barmely mélységi bejarassal kiszamitott f elhagyasi fiig-
gvényre.

Bizonyitds Legyen (u,v) € E tetszGleges él.

e Ha d(u) < d(v), azaz u-t elSbb érjiik el, mint v-t, akkor a fehér ut tétel miatt v leszarmazottja lesz u-nak a
MEFE-ben, tehdt d(u) < d(v) < f(v) < f(u).

o Tegyiik fel, hogy d(u) > d(v), azaz v-t el6bb érjiik el, mint u-t. Mivel nincs v ~ u Gt G-ben, ezért v-t befejezziik,
miel6tt u-t elérnénk, tehat f(v) < d(u) < f(u).



Elvi algoritmus

o A mélységi keresés algoritmusat hajtsuk végre a grafra.
e Az egyes csucsok elhagyasakor besztrjuk éket egy lancolt lista elejére.

e A csucsok lancolt listdja adja meg a rendezési sorrendet.

Az algoritmus futdsi ideje megegyezik a mélységi keresésével, azaz 6(V + E). (Feltéve, hogy a ki iteracié linedris
id6ben megvaldsithatd.)
Eroésen osszefiiggé6 komponensek

Definici6 « ~ v ha van u ~~ v Gt és v ~~ u Ut is a grafban.
Lemma A ~ rel4ci6 egy ekvivalencia relacio, igy egy osztalyozast definidl.

Definicié A ~ relaci6 dltal definidlt osztdlyozds osztdlyai a graf erésen Osszefiiggd komponensei. Azaz egy u
pontot tartalmazé erdsen sszefiiggd komponens: C(u) = {v eV :u~v}.

Definicié A G = (V,E) grif transzpondltja: GT = (V,ET), ahol ET = {(p,q) : (¢,p) € E}.
Definicié Egy G = (V,E) graf komponensgrafjanak hivjuk azt a grafot, amelynek csucsai az erdsen Osszefiiggd

komponensek, és C komponensbdl akkor vezet €l egy D komponensbe, ha C valamely pontjabol G-ben vezet €l D
valamely pontjaba.

Lemma A komponensgraf kormentes.
Elvi algoritmus

e 1. Szamitsuk ki a MELYKERES algoritmussal az f(u) elhagyasi értékeket.

e 2. A GT transzpondlt grafra alkalmazzuk a MELYKERES eljarést gy, hogy a pontokra a MBEJAR eljarast f
szerint csokkend sorrendben hivjuk.

e 3. A 2. pontban az egy mélységi feszit6faba keriild pontok alkotnak egy erésen Osszefiiggd komponenst.

Megvalésitas: A 2-es pontban nem rendezést hajtunk végre az f értékek szerint, hanem a pontokat a befejezésiik

1ddpontjaban berakjuk egy verembe, és abbdl vessziik a pontokat a masodik bejarasnal.
Helyesség

Terjessziik ki a d és f fiiggvényeket V részhalmazaira, U C V:

d(U) = mingepy{d(u)}

f(U) =maxyey{f(u)}

Lemma Legyen C és C' a G = (V,E) irdnyitott graf két kiilonbozs erGsen dsszefiiggd komponense. Tovdbba,
u,v € Césu',vV € C'. Halétezik u ~ u’ ut, akkor nem létezhet v/ ~~ v tt.

Lemma Legyen C és C’ a G = (V,E) irdnyitott graf két kiilonbozb er6sen Osszefiiggé komponense. Ha létezik
olyan (u,v) él, hogy u € C és v € C’, akkor f(C) > f(C").

Bizonyitds. Ha d(C) < d(C"), akkor legyen x € C, amelyre d(x) minimadlis, azaz az elsGnek elért pont C-ben.
Ekkor barmely w € C’ pontra a d(x) idGben 1étezik csupa fehér pontokon at haladé x ~» w tt. Tehat a fehér it tétel
miatt C és C' minden pontja leszdrmazottja lesz x-nek a MFE-ben, amibdl adédik az allitds.

Ha d(C) > d(C"), akkor legyen y € C', amelyre d(y) minimélis, azaz az elsének elért pont C’-ben. Ekkor belGle
mindenki elérhet fehér pontokon C'-ben, igy f(y) = f(C’). Mivel van (u,v) él, ezért nem lehet C’ egyetlen pontjabdl
sem eljutni C-beli pontba, igy y-bol sem. Tehat f(y) idében C minden pontja fehér, tehdt f(w) > f(y) minden w € C.

Kovetkezmény Legyen C és C' a G=(V,E) irdnyitott graf két kiilonbozs erdsen osszefiiggd komponense. Ha
1étezik olyan (u,v) € GT él, hogy u € C és v € C', akkor f(C) < f(C").



Helyesség

Tétel Az algoritmus az erSsen 0sszefiiggd komponenseket adja meg.

Bizonyitds Legyenek G erGsen Osszefliggé komponensei C(ry),...,C(rg), ahol f(r1) > f(r2) > --- > f(rg) és
fr))=f(C(ri)),i=1,....k

Legyen tovdbba F(r;), (i = 1,...,k) a mdsodik bejards sordn kapott r;-gyokeri mélységi feszitdfa pontjainak
halmaza. Ekkor C(r;) = F(r;). A bizonyitést i-szerinti indukciéval adhaté meg. Tegyiik fel, hogy az elsd i-1 kompo-
nensre az 4llitds igaz. Ekkor C(r; — 1) bejérdsa utdn egy MBe jar(r;) hivds kovetkezik a transzpondlt grafban. Mivel
f(ri) = f(C(r;)), ezért a fehér dt tétel miatt (G -ben alkalmazva a masodik bejardsra) C(r;) minden pontja bekeriil
F(r;)-be. Madsrészt a fenti kovetkezmény miatt minden él, amely C(r;)-bdl kivezet, csak olyan C' komponensbeli
pontba vezethet, amelyre f(C) > f(C(r;)), és ezeket mdr kordbban bejdrta az algoritmus.

Legrovidebb utak silyozott grafokban

A feladat egy sulyozott grafban egy adott pontbdl kiindul6 legrovidebb utak megkeresése. Az input a sulyozott
graf és a kiindulési s pont. Outputként egy legrovidebb utak fajat adunk vissza, egy Apa fiiggvény altal, tovabba
a legrovidebb utak hosszait egy d fiiggvény altal. A feladatot nemnegativ élsulyok esetén a kovetkezd Dijsktra
algoritmussal oldhatjuk meg. A pontokat egy d érték szerinti Q modosithaté prioritdsi sorban taroljuk.

Dijskstra algoritmusa

Kezd (G, s)
for(v in V)
{d(v) :=INF
Apa (v) :=0
Kesz (v) :=0}
d(s):=

Kozelit (G,u,v,Q)
if d(v)>d(u)+c(u,v)
then {d(v):=d(u)+c(u,v)
Modosit (Q, V)
Apa (v) :=u}

Dijkstra (G, s)
Kezd (G, s)
Letesit (Q: ModPrisor)
for (v in V)
SorBa (Q,v)
while (Elemszam(Q)>0)
{SorBol (Q,u)
Kesz (u) : =1
for (v in KiEl (G, u))
{if Kesz (v)=0
then Kozelit (u,v)}}

Példa
Hajtsuk végre az 1 pontbdl a Dijkstra algoritmust az aldbbi grifra. (A matrixban a ¢;; érték az (i, j) €l hossza, oo
ha nincs él.)
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Kesz={1},d(2) =2,Apa(2) = 1,d(4) = 1,Apa(4) = 1,d(5) = 8,Apa(5) = 1,
Kesz ={1,4},d(3) =5,Apa(3) =4,d(5) =3,Apa(5) =4,d(6) = 8,Apa(6) =
Kesz ={1,4,2},d(3) =3,Apa(3) =2,d(6) = 6,Apa(6) =2,

Kesz = {1,4,2,3},

Kesz ={1,4,2,3,5}d(6) = 4,Apa(6) =5,

4,

Tulajdonsagok

Tegyiik fel, hogy a G = (V,E,c) irdnyitott, stilyozott grifra és s kezdSpontra végrehajtottuk a Kezd eljarast, majd
valahdny Kozelit miiveletet. Ekkor az aldbbi Osszefiiggések teljesiilnek.

Haromszog egyenldtlenség: (V(u,v) € E)(3(s,v) < 8(s,u) +c(u,v))

Bizonyitds A legrovidebb s ~~ u utat folytatva az (u,v) éllel egy s ~ v utat kapunk.

Felso korlat tulajdonsag: d(v) > d(s,v) és ha egyszer d(v) = 8(s, v), akkor ezutdn mindig teljesiil az egyenlGség.

Bizonyitds Az egyenl6tlenség a Kozelit 1€pések szdma szerinti indukcidval igazolhatd, felhaszndlva a haromszog
egyenltlenséget. Ha egyszer 1étrejon az egyenldség az utdna nem valtozhat, mivel d értéke az eljards sordn nem
novekedhet, és az egyenl6tlenség miatt nem is csokken tovabb.

Nincs-iit tulajdonsag: Ha nincs s ~ v tt, akkor mindvégig d(v) = Inf teljesiil.

Bizonyitds A fels6 korlat tulajdonsdgbdl azonnal kdvetkezik.

Konvergencia tulajdonsag: Ha s ~~ u — v egy legrovidebb ut és d(u) = d(s,u) Kozelit(G,u,v,Q) végrehajtisa
el6tt, akkor Kozelit(G,u,v,Q) utdn d[v] = (s, v).

Bizonyitds Kozelit(G,u,v,Q) utdn d(v) < d(u) + c(u,v) = 8(s,u) + c(u,v) = 8(s,v), igy a fels6 korlat tulajdonsag
alapjan egyenldség kell fennalljon.

Ut-kozelités tulajdonsag: Ha p = {vo,v1,...,vi} egy s = vo ~ vy legrovidebb tt, akkor a (vo,v1), (vi,v2), ..., (Vk_1,Vk)
élekre ebben a sorrendben végrehajtott Kozelit eljardsok utdn d(vy) = (s, vg).

Bizonyitds A konvergencia tulajdonsdgbol kovetkezik.

LUF tulajdonsag: Tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz negativ silyu éleket és minden v € V pontra d[v] = 8(s,v).
Ekkor az F = {(Apa(v),v) : v € V,Apa(v) # 0} élhalmaz G-nek s gyokerti LUF-ja lesz.

Bizonyitds: A nincs ut tulajdonsdg alapjan a faba pontosan azon pontok keriilnek, amelyek elérhetéek s-bol.
Tovabba konnyen lathatd, hogy minden v pontra az F faban az adott pontba s-bdl vezetd 1t hossza d(v), mivel d(v)-t
minden esetben a d(apa(v)) + c(apa(v),v) érték alapjan kapjuk.

Helyesség

Tétel A DIJKSTRA algoritmust nemnegativ él-silyozott iranyitott G = (V,E,c) gréfra €s s kezd6pontra végreha-
jtva, minden v € V pontra teljesiil d(v) = d(s,v).

Bizonyitds: Bizonyitds a Kesz halmazba keriilés szerinti indukcidval. Az els6 pont, amely kikeriil a Q prioritasi
sorbdl és bekeriil Kesz-be az s pont, amire az allitas nyilvanvalo.

Legyen u az els6 pont, amire nem teljesiil az 4llitas, akkor a bekeriilésekor a felsd korlat tulajdonsag miatt d(u) >
8(s,u). Igy 8(s,u) # oo, tehdt van egy legrovidebb it s-bdl u-ba. Ezen az titon u bekeriilésekor a kezdSpont a Kesz
halmazban van, a végpont nincs, igy van két olyan egymadst kovetd pont (x,y) hogy x € Kesz és y ¢ Kesz.
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Ekkor x még u el6tt keriilt be a Kesz halmazba, igy d(x) = 8(s,x). Tovdbbd x bekeriilésekor végrehajtottuk a
Kozelit(G,x,y, Q) miiveletet, igy a konvergencia tulajdonsag miatt d(y) = 8(s,y).

Minden €l siilya nemnegativ, y rajta van az u-ba vezets legrovidebb tton, igy 8(s,y) < 8(s,u). Tovdbba a prioritdsi
sorbdl u-t hamarabb valasztjuk ki, mint y-t, igy d(u) < d(y).

Kovetkezésképpen azt kaptuk, hogy d(y) = 8(s,y) < 8(s,u) < d(u) < d(y), ami ellentmondds, igy a tételt iga-
zoltuk.

Kovetkezmény: A tételbdl a LUF tulajdonsag alapjan kovetkezik az algoritmus helyessége.
Floyd Warshall algoritmus

A feladat egy sulyozott grafban minden pontparra a legrovidebb utak megkeresése. Az input a silyozott graf. Out-
putként egy matrixot adunk meg, amely a legrovidebb utakat tartalmazza, tovabbd egy segédmatrixot, amely minden
pontpdrra tartalmazza a legrovidebb ut elsd pontjat, igy a matrix alapjan a legrovidebb ut egyszertien megkaphato.

A feladatot dinamikus programozdssal oldjuk meg. LegyenV =1...nésc(i, j) =<0, ha (i, j) ¢ E, legyen G(i, j) =
c(i,j)hai# jésG(i,i)=0,i=1,...,n.

Részproblémdkra bontas:

Vi,j€{1,...,n}-raés Yk € {0,1,...,n}-re legyen D¥(i, j)=az i-b6l j-be vezetd olyan utak hosszdnak minimuma,
amelyek legfeljebb az {1,...,k} belsé pontokon mennek keresztiil. Ekkor D"'(i, j) = 8(i, j) és D°(i, j) = G(i, j).

Rekurziv osszefiiggés (k > 1):

DX(i, j) = min{D*~1(i, j),D* 1 (i, k) + D1 (k, j)}

Megjegyzés: A rekurzié kiszdmitdsa egyetlen tombben megoldhat6, mert D¥~1(i,k) = D*(i,k) és D*"1(k, j) =
D(k, j)
Floyd Warshall algoritmus

FloydWarshall (G)
for i=1 to n
{for 3=1 to n
{D[i,3]:=GI1, 7]
if D[i, J]<INF then Elso[i, jl:=7}}
for k=1 to n
{for i=1 to n
{for 3=1 to n
If D[i,k]+D[k,J1<DI[i, J]
then {D[i,]]:=D[i,k]+DI[k, j]
Elso[i,j]:=Elso[i,k]}}}

Futasi id6: O(n?)
A G = (V,E) grif tranzitiv lezartja az a G* = (V,E*) graf, ahol E* = {(u,v) : u ~ v}.
Egy lehetséges algoritmus G* kiszamitasara: vegyilk azt a grafot, amelyben minden létezé él silya 1, és alka-
Imazzuk a Floyd-Warshall algoritmust. Az i és j pontok kozott akkor és csak akkor van tt G-ben, ha tdvolsaguk nem
Megjegyzés: Azonban a Floyd-Warshall algoritmus egyszeri médositasaval (Boolean értékeket hasznalva a tavol-
sagok helyett) hatékonyabb megoldast kapunk.
Minimalis feszitofak



Legyen G = (V,E,c), ¢ : E — R egy silyozott irdnyitatlan graf. Terjessziik ki a sdlyfiiggvényt a T C E élhalma-
zokra: C(T) = Z(mv)ETC(uaV)

Az F = (V,T) graf minimdlis feszit6faja G-nek, ha
o F feszit6faja G-nek, és

e C(T) minimalis

Legyen A C F valamely (V,F) minimélis feszit6fara, és (u,v) € E.
Definicié (u,v) biztonsdgos él A-ra nézve, ha AU {(u,v)} is része valamely minimalis feszitfanak.

Elvi algoritmus

A:=0

While A nem feszit6fa
(u,v) biztonsagos él keresése;
A:=AU{(u,v)}

Definicio: A G = (V,E) graf vagasa: (S,V \ S), ahol S CV;

Definici6: (u,v) € E keresztél az (S,V \ S) vagasra,hau e SésveV\S,vagyueV\SésveS. Az (S,V\S)
vagas elkeriili az A C E élhalmazt, ha A-ban nincs keresztél.

Definicié: (u,v) konnyi él az (S,V \ ) vdgdsra, ha a legkisebb c-értéki (silyt) keresztél.

Tétel: Ha A része a G = (V,E,c) valamely minimélis feszit6fdjanak és elkeriili az (S,V \ S) vagast, tovabbd (u,v)
konnyt él az (S,V \ S) vdgdsra, akkor (u,v) biztonsdgos él A-ra nézve.

Bizonyitds: Legyen T = (V,F) egy olyan minimélis feszit6fa, amelyre A C F. Ha (u,v) € F, akkor az dllitds
nyilvéanvalo.

Ha (u,v) ¢ F, akkor (u,v)-t hozza véve az F éleihez kort kapunk. Mivel u és v az S vagas kiilonbozd oldalan
vannak, ezért van a korben egy maésik (x,y) keresztél. Ekkor az F' := F \ {(x,y)} U{(u,v)} élhalmaz is feszit6fdja
lesz G-nek. Tovébba c(u,v) < ¢(x,y) miatt C(F') < C(F), igy szintén minimélis.

Kruskal algoritmusa

Kruskal(G,w)

Letesit(A: halmaz)

for (veV)

Halmazt — Keszit (v)
rendezziik E éleit w szerint novekvé sorrendbe
for (u,v) € E esetén a sily szerinti sorrendben
If Halmazt — Keres(u) # Halmazt — Keres(v)
A:=AU{(u,v)}
Egyesit(u,v)

Megvaloésitas: Unio Holvan adattipussal.

Helyesség: Az altalanos tétel alapjan, vagdsnak olyan vagdst haszndlva, ahol az egyik halmaz az u-tartalmazé
részfa az aktudlis feszitd erd6bol.

Futasi id6: O(|E|-log|V])
Prim algoritmusa
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Prim(G,c, r)
for (v in V)

{d(v) :=Inf

apa(v) :=0

Bent (v) :=0}
d(r):=0

Letesit (Q: ModPrisor)
for(v in V)

Sorba (Q, v)
while (Elemszam(Q)>0)

{Sorbol (Q,u)

Bent (u) :=1

for (v in Kiel (G, u))

{If (Bent(v)=0) and (c(u,v)<d(v))
then {apa(v):=u
d(v):=c(u,v)}}}

Helyesség: Az altalanos tétel alapjan, vagdsnak olyan véagast haszndlva, ahol az egyik halmaz azon v pontokat
tartalmazza, akikre Bent(v)=1.

Futasi id6: O(|E|+ |V|-log|V|)

Példa

2. abra.

A Kruskal algoritmus a kovetkezd sorrendben valasztja be az éleket:
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(a7b)7 (C7e)7 (d7f>7 (a7 C)7 (d7 e)’
A Prim algoritmus sorrendje

(a,b),(a,c), (c,e), (d,e),(d, [).
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