Moho algoritmusok

Optimalizélasi probléma megoldasara szolgdld algoritmus sokszor olyan lépések sorozatabdl éll, ahol minden
1épésben adott halmazbdl valaszthatunk. Ezt gyakran dinamikus programozas alapjan oldjuk meg, de el6fordul, hogy
a dinamikus programozds tul sok esetet vizsgél annak érdekében, hogy az optimdlis vdlasztist meghatirozza.

A moh¢ algoritmus mindig az adott 1épésben optimalisnak l4tsz6é vdlasztast teszi. Vagyis, a lokdlis optimumot
véalasztja abban a reményben, hogy ez globalis optimumhoz fog majd vezetni.

Moh6 algoritmus nem mindig ad optimadlis megoldast, azonban sok probléma megoldhaté mohé algoritmussal.
Eseménykivalasztasi probléma

Tegyiik fel, hogy adott események egy S = {aj,as,...,a,} n elemd halmaza, amelyek egy kozos erSforrast,
példaul egy el6addtermet kivannak haszndlni. A teremben egy idében csak egy esemény folyhat. Az a; esemény
az s; kezd6 1d6pont €s az f; befejezési idSpont altal adott, ahol s; < f;. A cél egy maximalis halmazat kivélasztani
kompatibilis eseményeknek (i,j kompatibilis, ha s; > f; vagy s; > f;).

Feltessziik, hogy az S eseményhalmaz elemeit a befejezési idejiik szerint nemcsokkend sorrendbe rendeztiink.

Példa:

1. tdblazat. Az eseménykivalasztasi probléma egy inputja
i|1(2|3]4|5|6|7 8|9 ]|10]|11
si|1{3]0[5]3|5/6 |8 |82/ 12
fild|5(6]7[8[9|10]11 |12 |13 |14

Mohé algoritmus

MOHO-ESEMENY-KIVALASZTO (s, f)
n:=hossz[s]
Letesit (A:Halmaz)
Bovit (A, 1)
i:=1
for m=2 to n

{if s[m]>=f[1]

then {Bovit (A,m)
i:=m}}

return A

Példa: A = {1,4,8,11}
A helyesség igazolasa
1. Lemma Létezik olyan optimélis megoldds, amely az 1 eseménnyel kezd6dik.

Bizonyitas Legyen A egy tetszleges optimalis megoldas, legyen k a legkisebb index{i esemény. Ha k = 1, akkor
az 4llitds nyilvanvald, egyébként legyen A’ az a halmaz, amit A-bdl kapunk ugy, hogy k-t kicseréljiik 1-re. A Lemma
teljesiil, mert A’ is optimalis.

2. Lemma Ha A tartalmazza 1-et és A optimélis megolddsa az S problémadnak, akkor A \ {1} optimélis megolddsa
az §' probléménak, ahol 8’ ={i€ S:s5; > f1}

Bizonyitds Ha nem lenne optimdlis megolddsa $'-nek, akkor egy jobb megoldast kiegészitve 1-el, A-ndl jobb
megoldasat kapndnk az S problémdanak.



A mohé megoldé stratégia elemei

1. Fogalmazzuk meg az optimalizicids feladatot ugy, hogy minden egyes vélasztds hatdsara egy megoldandé
részprobléma keletkezzék.

2. Bizonyitsuk be, hogy mindig van olyan optimdlis megoldésa az eredeti problémanak, amely tartalmazza a mohé
valasztast, tehat a moho vélasztds mindig biztonsagos.

3. Mutassuk meg, hogy a moho vélasztassal olyan részprobléma keletkezik, amelynek egy optimalis megolddsdhoz
hozzavéve a moh¢ vélasztast, az eredeti probléma egy optimélis megolddsat kapjuk.
Kapcsolat a dinamikus programozassal

A feladat megoldhat6 lenne dinamikus programozéssal is.

Legyen S; j = {ar € S: fi < si < fi <5}, tehat S; j azokat az S-beli eseményeket tartalmazza, amelyek a; befe-
jezddése utan kezdddnek, és befejezddnek a; kezdete elbtt, azaz kompatibilisek mind a;-vel mind pedig a-vel.

Tegyiik fel, hogy A; ; egy optimdlis megoldésa az S; ; részproblémdnak €s a; € A; ;. Ekkor az A;; megoldds
optimalis megoldasa kell legyen az S; ; részproblémanak, €s az Ay ; megoldas optimalis megoldasa kell legyen az Sy ;
részproblémanak.

Legyen cli, j] az S; j részprobléma optimdlis megolddsdban az események szdma, ekkor
C[i,j] =0, ha S,‘J =0és
c[i,j] = maxi<k<jaes; 1cli, k] +clk, j] + 1} egyébként.
A rekurzionak a mohd megoldas mindig optiméalis megoldésat adja.
Hatizsak feladat

Egy adott hdtizsakba targyakat akarunk pakolni. Adott n tirgy minden targynak van egy fontossagi értéke (f]i]),
és egy stlya (s[i]), a hatizsdkba maximum Osszesen S silyt pakolhatunk. Az s[i] és S értékek egészek. Szeretnénk
ugy valasztani targyakat, hogy az 6sszfontossag maximalis legyen. Tehat feladatunk, hogy kivalasszuk a targyaknak
olyan halmazai koziil, amelyekre az 6sszstly nem haladja meg S-t azt, amelyre maximalis az Osszfontossag.
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A toredékes vdltozat abban kiilonbozik az el6z6tdl, hogy a targyak toredéke is vdlaszthatd, nem kell O-1 bindris
vélasztast tenni.
Megold6 algoritmusok

A toredékes hatizsdk feladatot optimalisan megoldja egy moho algoritmus. A feladat megolddsdhoz szamitsuk ki
minden tdrgyra a f[i|/s[i] fontossdg per stly hdanyadost. A moh¢ stratégia szerint mindig a legnagyobb hényadosu
targybol vdlasztunk amennyit csak lehet. Ha elfogyott, de még nem telt meg a hétizsdk, akkor a kovetkezd legnagyobb
hanyadosu targybodl vélasztunk amennyit csak lehet, €s igy tovabb, amig a hatizsdk meg nem telik. Mivel a targyakat
az érték per sdly hanyados szerint kell rendeznie, a mohd algoritmus futdsi ideje O(nlogn) lesz.

Ez a moh¢ algoritmus nem ad feltétleniil optimédlis megoldast a 0-1 hatizsak feladatra. Ezt igazolja a kovetkezd
példa: s = [10,20,30], f = 60,100, 120], S = 50.
Egy iitemezési feladat

Feladat Vegyiik azt az iitemezési modellt, ahol adottak az {1,...,n} munkdk tovdbbd a j munkdnak van egy p;
végrehajtasi ideje és egy w; silya. A cél a munkdknak egy olyan sorrendjét megadni, amely sorrendre a befejezési
id6k sulyozott 6sszege minimalis.

Példa (pl = 2,W1 = 2), (pz = 4,W2 = 3), (p3 = 2,W3 = 1).

Ekkor az 1,2, 3 sorrendre a befejezési idok 2,6,8 és a célfiiggvény 2-24+6-348-1 = 30.

A 2,1,3 sorrendre a befejezési id6k 4, 6,8 és a célfiiggvény 4-3+6-2+8-1 = 32.

Mohé megoldasok:



e FElsonek azt hajtsuk végre, akinek kicsi a végrehajtési ideje.

e Elsbnek azt hajtsuk végre, akinek nagy a sulya.

Egyik sem ad optimalis algoritmust.

Tétel A munkdkat a p;/w; érték szerint monoton ndvekvd sorrendbe rendezve egy optimilis sorrendet kapunk.
Lemma Van olyan optimalis megoldds, amelyben az els6nek végrehajtott munkara minimalis a p;/w; érték.

Bizonyitas: Vegyiik azt az optimalis megoldast, amelyben a legkordbban szerepel olyan munka, amelyre a p;/w;
érték minimdlis. Legyen ez a megoldds OPT és tegyiik fel, hogy az i-edik munka az els6 olyan, amire a p;/w; érték
minimdlis. Ha i = 1, akkor a lemma teljesiil.

Ellenkezd esetben legyen k és r OPT i-1-edik €s i-edik munkdja. Vegyiik azt az OPT’ megoldast, amelyet
tgy kapunk OPT-bol, hogy felcseréljiik k és r sorrendjét. Ekkor OPT célfiiggvényértékébdl kivonva OPT’ célfiig-
gvényértékét a

wipk +wr(Pk+ pr) = wrpr — Wk (Pr =+ pi) = Wrpk — wipr > 0
értéket kapjuk, ami ellentmond OPT optimalitdsanak.

Lemma Egy optimédlis megoldés tetszéleges végszelete optimdlis megolddsa annak az ilitemezési feladatnak,
amelyben az input a végszeletben szereplé munkdk halmaza.

Bizonyitas Ha nem lenne optimalis megoldds, akkor egy jobb megoldast kiegészitve a hidnyzo6 kezddszelettel, a
kiindul6 megolddsnél jobb megoldadsat kapnank az eredeti probléméanak.
Egy masik iitemezési feladat

Feladat Vegyiik azt az iitemezési problémat, ahol egy gép van, minden munkanak van egy végrehajtasi ideje és
egy hatdrideje. A cél a maximalis késedelem (befejezési id6bdl kivont hataridd) minimalizélasa.

Moh¢ algoritmus: a munkdkat hatdrid6 szerint rendezziik és ebben a sorrendben hajtjuk végre.

Tétel A Moho algoritmus optimdlis megoldast ad.

Lemma Van olyan optimalis megoldés, amelyben az elsonek végrehajtott munkanak a legkisebb a hatdrideje.

Bizonyitas: Tekintsiink egy olyan iitemezést legyen S, amely nem egy legkisebb hataridével rendelkezd munkat
iitemez elsének. Legyen a legkisebb hatdriddvel rendelkezd munka ;.

Tegyiik fel, hogy S valamilyen iy,is,..., i, j munkasorrenddel kezd6dik. Vegyiik $'-t, amelyet tigy kapunk S-bdl,
hogy a munkdk ezen kezdeti sorrendjét kicseréljiik a j,iy,io,...,i; sorrendre. Az Uj iitemezésre az iy, ..., munkdk
késobb fejezddnek be, viszont a befejezési idejiilk nem lesz nagyobb, mint j-nek az S iitemezésben, ezért a késedelmiik
sem, hiszen j hatdrideje minimaélis volt. Kovetkezésképpen az igy kapott megoldas is optimélis lesz, amivel a lemmat
igazoltuk.

Lefedés

Feladat: Adott a valés szdmegyenesen valds pontoknak egy xp,...,x, halmaza. Adjunk meg hatékony algorit-
must, amely megad minimalis szamu egységnyi hosszu intervallumot, amelyek tartalmazzdk a pontokat. Igazoljuk az
algoritmus helyességét!

Megoldas: Legyen a P; részprobléma az a feladat, hogy az x;, . . ., x,, pontokat fedjiik le minimalis szamu egységnyi
intervallummal.

A P; részprobléma esetén a moho vélasztds az, hogy a lehetd legnagyobb kezdponttal rendelkezé intervallumot
vesszilk, ami tartalmazza az x; pontot, azaz az [x;,x; + 1] intervallumot.

Tegyiik fel, hogy ez az intervallum az x;, ...,x;_; pontokat fedi le, és a maradék pontokra az optimalis megolddst
vessziik. Ekkor a P; probléma gy kapott megolddsanak a koltsége 1+ OPT (Pj).

Masrészt ez valoban OPT (P;) hiszen P; minden megoldasaban le kell fedni az x; pontot, és barhogy vélasztunk
lefedd intervallumot az x;, ..., x, pontok szabadon maradnak.



M:=[x_1,x%x_1+1]
X:=x_1+1
for i:=2 to n do
if x_i>x then{
M:=M U {[x_1i,x_i+1]}
x=x_1i+1

}



