Online algoritmusok

Online problémarol beszéliink azokban az esetekben, ahol nem ismert az egész input, hanem az algoritmus az
inputot részenként kapja meg, és a dontéseit a megkapott részletek alapjan a tovabbi részekre vonatkoz6 informacidk
nélkiil kell meghoznia. Online algoritmusokat sok probléma esetén alkalmaznak az operacidkutatds, az elméleti
szamitastudomany és a kozgazdasdgtan kiillonbozd teriiletein.

Az algoritmusok hatékonysdgat altaldban a versenyképességi analizis alapjan mérik (a masik hasznalt elemzési
modszer az dtlagos eset analizis).

Optimalizdlési feladatok esetén minden / inputra OPT (I) jeloli az optimalis megoldas célfiiggvényértékét és egy
A algoritmusra A(7) jeloli az algoritmus dltal az A inputon felvett célfiiggvényértéket.

Minimalizélési feladatok esetén egy online A algoritmusra azt mondjuk C-versenyképes, ha minden / inputra
teljesiil A(I) < C-OPT(I). Gyakran a definiciéban megengednek egy inputtdl fiiggetlen D additiv konstanst, azaz az
A(I) < C-OPT(I)+ D egyenltlenségnek kell teljesiilnie minden inputra. Bizonyos esetekben a C fiigghet az input
méretétSl. Ekkor az A(I) < C(n)-OPT (I) egyenlStlenségnek kell teljesiilnie minden n méretd inputra. Egy algoritmus
versenyképességi hanyadosdnak a legkisebb C szdmot nevezziik, amire C-versenyképes.

Utemezés

A legegyszerlibb modellekben feladatunk az, hogy a munkdkhoz, amelyeknek ismerjiik a megmunkalési idejeit
hozzarendeljiik a gépet, amelyen a munkat végrehajtjuk és a megmunkalds kezdési és befejezési iddpontjat, amely
1d6pontok kiilonbsége a megmunkalasi id6 kell legyen.

Amennyiben a munka megmunkalési ideje minden gépen ugyanannyi, akkor azonos parhuzamos gépekrol beszé-
liink.

Amennyiben a gépekhez hozza van rendelve egy s; sebesség, a munkdknak van egy p; megmunkaldsi sulya €s a
j-edik munka megmunkaldsi ideje az i gépen p;/s;, akkor hasonlé parhuzamos gépekrdl beszéliink.

Ha a j-edik munka megmunkaldsi ideje tetsz6leges P; = (pj(1),. .., p;(m)) nemnegativ vektor lehet, ahol a munka
megmunkdldsi ideje az i-edik gépen p (i), akkor fiiggetlen parhuzamos gépekr6l beszéliink.

Utemezési problémak esetén szdmos iitemezési célfiiggvényt szokds vizsgalni, mi itt csak azt a modellt vizsgaljuk,
amelyben a cél a maximalis befejezési id6 minimalizaldsa.
Online iitemezés

//////

ezt kovetden iitemezniink kell a munkdt, hozzdrendelve a kezdési és befejezési id6t, amelyeket kés6bb mar nem
véltoztathatunk meg, és csak ezt kovetden kapjuk meg a listardl a kovetkez6 munkat.

Ha a célfiiggvény a maximdlis befejezési id6, akkor (miként az offline esetben is) elegend6 olyan algoritmusokkal
foglalkoznunk, amelyekben az egyes gépeken a munkék sziinet nélkiil kovetik egymdst. Ebben az esetben minden
gépre a maximalis befejezési id6 megegyezik a géphez rendelt megmunkalasi idok osszegével. Minden gépre a gépen

//////

Ido modell: Itt a munkaknak egy r; érkezési ideje is van, a munkdrdl semmit sem tudunk a érkezési ideje elStt
(még a létezését sem), de a munka érkezése utdn barmikor megkezdhetjiik a munka végrehajtasit, ha van olyan
géplink, amely nem dolgozik. Amennyiben egy munkat elkezdiink végrehajtani, akkor nem szakithatjuk félbe.

Lista algoritmus

Elokészito rész. A j1 munkét rendeljiik az M géphez, tovabbd legyen r := 1.



Iterdcios rész (r-edik iterdcié). Ha r = n, akkor vége az eljardsnak. Ellenkez$ esetben a j,; munkat rendeljiik
ahhoz a géphez, amelyre a gépen levd toltés minimélis. Ha tobb ilyen gép is van, akkor vdlasszuk ezek koziil a
legkisebb indextit. Noveljiik r értékét 1-gyel, és folytassuk az eljardst a kovetkezd iterdcidval.

Tétel Egyforma parhuzamos gépek esetén a LISTA algoritmus versenyképességi hanyadosa 2 — 1/m, ahol m a
gépek szama.

Elesség: Vegyiik a kdvetkezd sorozatot: m(m-1) munka 1 mérettel €s 1 munka m mérettel.
Ekkor LISTA(c) =2m— 1 és OPT(0) = m, igy a hanyadosuk 2 — 1/m.
Bizonyitas

Legyen j; az a munka, amely a legkésobb fejezddik be. Vizsgaljuk ezen munka S; kezdési idejét. Mivel egyetlen
gép sem kezdte el ezt a munkat iitemezni S; elott, ezért minden gép sziinet nélkiil dolgozott az S; id6pontig. Ebbd] azt
kapjuk, hogy
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Masrészt az optimalis titemezésben is végre kell hajtani az §sszes munkat, igy OPT (G) > %( =1 p;j). Tovdbbd a
p; munkat is végre kell hajtani valamely gépen, igy OPT (G) > p;. Ezen becslések alapjan egybdl adddik, hogy

LISTA(c) < (1+ mT_l)OPT(c),

amivel bizonyitottuk, hogy LISTA 2 — 1 /m versenyképes algoritmus.
Moho algoritmus fiiggetlen gépekre

Bonyolultabb gépmodellek esetén, nem elég a toltést figyelembe venni, ekkor az alabbi algoritmust hasznélhatjuk.

Moh6 algoritmus: iitemezziik a munkét azon a gépen, ahol a toltés a munka iitemezése utdn minimélis lesz. Ha
tobb ilyen gép is van, akkor ezek koziil azt vilasztjuk, ahol a munka megmunkdlasi ideje a legkisebb és ha ilyen
gépbdl is tobb van, akkor ezek koziil a legkisebb indext gépet valasztjuk.

Tétel: A mohd algoritmus versenyképességi hényadosa m, fliggetlen gépek esetén.

//////

pl(l) = l,pl( ) =o0,i=2,....m—1,p1(m)=1+¢),ezt kovetoen a j-edik munkdra a megmunkalas1 id6 ] a j-edik
gépen, 1 +¢€a j— l-edik gépen, és oo a tobbi gépen (vagyis p;(j—1) =14¢, p;j(j) = j, pj(i) =0, hai# j—1és
L7 J).

Ezen munkasorozatra, a MOHO algoritmus a j-edik munkat a j-edik gépen iitemezi, és a maximalis befejezési
id6 m. Mdsrészt az optimalis offline algoritmus az elsé munkat az m-edik gépen, utdna a j-edik munkat a (j — 1)-edik
gépen iitemezi, igy az optimalis maximdlis befejezési id6 1 +¢€. A hanyados m/(1+€). Ez az érték m-hez tart, ha az
€ érték 0-hoz tart, amivel az allitast igazoltuk.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus m-versenyképes. Legyen az optimdlis maximalis befejezési id6 L*, to-
vabba legyen L(k) az elsd k munka MOHO algoritmus 4ltali iitemezésében a maximalis befejezési id6!

Mivel az i-edik munka litemezéséhez valamely gépen legaldbb min;p;(j) id6 sziikséges, és egyik gépen sem
hasznédlhatunk L*-ndl tobb id6t, ezért mL* > Y'!'; min;p;(j).



Most igazoljuk teljes indukcidval, hogy L(k) < Zé‘zl min;p;(j). Mivel az elsé munkét ahhoz a géphez rendeljiik,
ahol a leghamarabb végrehajthatd, ezért az éllitas k = 1-re igaz. Most legyen 1 < k < n és tegyiik fel, hogy az allitas
k-ra igaz.

Tekintsiik a k + 1-edik munkat. Legyen az [-edik gép, amelyre a munka megmunkaldsi ideje minimadlis. Ezen
alapjéan).

Mivel a MOHO algoritmus 4ltal kapott maximalis befejezési id6 legfeljebb annyi, mint abban az esetben, ha a
k+ 1-edik munkat az [-edik géphez rendeljiik, ezért L(k+ 1) < Zf;“ll min;p;(j), azaz az llitast igazoltuk k + 1-re, igy
tetsz6leges n-nél nem nagyobb egészre.

Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy mL* > Y'!', min;p;(j) > L(n).

Tétel A MOHO algoritmus versenyképességi hanyadosa ®(logm) hasonlé parhuzamos gépek esetén.
Intervallum algoritmus az Id6 modellben

INTV Algoritmus

amig a munkasorozat nem ér véget
. legyen H at id6pontig megérkezett és iitemezetlen munkdk halmaza
. legyen OF F ezen munkdkra egy optimalis offline iitemezés
. rendeljiik hozz4 a munkakat a gépekhez a kapott iitemezésnek megfeleléen
. legyen ¢ a kapott maximalis befejezési 1d6
. ha érkezett a (¢, ¢| intervallumban 4j munka vagy a munkasorozatnak vége van, legyen 7 := ¢
. egyébként legyen t a kovetkez6 munka érkezési ideje

AN N AW~

Tétel: Az Id6 modellben az INTV algoritmus 2-versenyképes.

Bizonyitds: Vegyiik a munkdknak az algoritmus altal kapott litemezését. Az algoritmus tulajdonképpen fazisok-
ban dolgozik, minden offline iitemezési megoldds végrehajtasa egy fazisnak felel meg. Jelolje i ezen fazisok szamit,
vagyis azt ahdnyszor az optimdlis iitemezést megkerestiik a mar megérkezett de még nem iitemezett munkdkra. To-
vabba jelolje ¢; a j-edik fazis kezdetét minden j-re €s T az litemezés befejezési idejét.

Legyen T3 =T —t;, T, = t; —ti—1, Ty = ti—1 és Tppr az optimdlis offline koltség. Ekkor 7> < Topr. Masrészt
T\ + T3 < Topr, mert az i-edik 1épésben iitemezett munkdk mindegyikének legaldbb 77 =1;_| az érkezési ideje. Mivel
az algoritmus altal kapott iitemezés koltsége T1 + 1> + T3, ezért a tétel allitdsa kovetkezik.

Visszautasitasos iitemezési modell

Ebben a modellben is m darab gép van, minden munkédnak van egy p; megmunkalasi ideje de a munkdknak van
egy b; biintetés ért€ke, amely a visszautasitds koltségét adja meg. A munkdkat vissza lehet utasitani, az elfoga-
dott munkdékat iitemezni kell, a minimalizdlando teljes koltség a kapott iitemezés maximadlis befejezési idejének és a
visszautasitott munkdak Osszbiintetésének az 6sszege. Py azon munkak halmaza, amelyekre b; < p;/m.

RP,, Algoritmus:

- Ha a munkara b; < ap; teljesiil, akkor utasitsuk vissza a munkat, egyébként ilitemezziik a LISTA algoritmus
szerint. Az algoritmusban o egy pozitiv paraméter.

Tétel: Két gép esetén az RP, | algoritmus ¢ versenyképes.

Masrészt az algoritmus egyetlen o-ra sem konstans versenyképes ha a gépek szdma tart a végtelenbe.

RTP, Algoritmus

- Amennyiben a munka a Py halmaz eleme, akkor utasitsuk el.

- Egyébként legyen B a Py halmazon kiviili, visszautasitott munkdk Osszbiintetése. Ha B +b; < ap;, akkor
utasitsuk vissza a munkat, ellenkezd esetben iitemezziik a LISTA algoritmus szerint.

Tétel: Az RTPy_; algoritmus (1 + ¢)-versenyképes.



Ladapakolasi probléma

A ladapakolasi problémaban bemenetként targyak egy L sorozatit kapjuk meg, ahol az i-edik targyat a mérete
hatdrozza meg, ami egy a; € (0, 1] érték. Célunk a tdrgyak elhelyezése a lehets legkevesebb, egység méretii ladéba.
Formédlisabban megfogalmazva, a targyakat olyan csoportokba akarjuk osztani, hogy minden csoportra a benne levd
targyakra a ) a; < 1 feltétel teljesiiljon, €s a csoportok szdma legyen minimélis.

A ladapakolasi problémdk elemzésére a versenyképességi hanyados helyett az aszimptotikus versenyképességi
hanyadost vizsgaljdk. (A versenyképességi hanyadost a legtobb ladapakoldsi modellben nem vizsgéljak, ha igen
akkor abszolut versenyképességi hanyadosnak hivjak.) Egy A algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa
(R}) a kovetkez6 formulakkal definidlhato:

R" = max{A(L)/OPT(L) | OPT(L)=n}

R} =limsupR}.
n—soo
Az aszimptotikus hdnyados f6 tulajdonsdga az, hogy azt vizsgdlja, miként viselkedik az algoritmus akkor, ha a
bemenet mérete nd, pontosabban ha az optimélis koltség végtelenhez tart. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus szabadon
helyezheti el a kezdeti elemeket a listarol.
Az NF algoritmus

Amennyiben a targy elfér a nyitott lddaban tegyiik oda! Ellenkezd esetben zarjuk be a nyitott 1adat, nyissunk egy
Uj ladat és tegyiik abba a targyat!

Tétel Az NF algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa 2.
Biz: Jelolje n az NF algoritmus 4ltal haszndlt 1dddk szamat, tovdbba legyen S;, i = 1,...,n az i-edik laddban levd
targyak méreteinek Osszege.

Ekkor S; + S;+1 > 1, hiszen ellenkezd esetben az (i + 1)-edik 1ada els6 eleme elfért volna az i-edik ladaban.

Maisrészt az optimalis offline algoritmus sem rakhat 1-nél tobb 6sszméretii targyakat egy laddba, igy OPT (G) >

[n/2].

OJV;T(Z:) < Lnl;ZJ <241/|n/2).

Masrészt ha n tart végtelenbe, akkor 1/[n/2] tart a 0-hoz, amivel igazoltuk, hogy az algoritmus aszimptotikusan
2-versenyképes.

Vegyiik a 4n targybdl &ll6 sorozatot: a (2i — 1)-edik targy mérete 1/2, a 2i-edik targy mérete 1/2n, ahol i =
1,...,2n. Ekkor NF(c,) =2n és OPT(c,) =n+1.
Az FF algoritmus

FF algoritmus: A tirgyat a legkorabban kinyitott 1dddba tessziik ahol elfér. Ha nem fér el egyik laddban sem,
kinyitunk egy 1j 1adat és abba rakjuk.

BF algoritmus: A targyat a legnagyobb 0ssztoltéssel rendelkez6 1adaba tessziik ahol elfér. Ha nem fér el egyik
laddban sem, kinyitunk egy 1j ladat és abba rakjuk.

Tétel Az FF algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa 1.7.



6x/5 0<x<1/6

(x) = 9x/5—-1/10 1/6 <x<1/3
Y 6x/5+1/10 1/3<x<1/2
6x/5+2/5 1/2 < x.

A targyak egy tetszGleges H halmazara legyen w(H) = ¥ ;cy w(a;). Ekkor a sulyfiiggvényre teljesiilnek az aldbbi
allitasok.

3.1. lemma. Amennyiben tdrgyak egy H halmazdra teljesiil, hogy ¥ ey a; < 1, akkor ezen tdrgyakra w(H) < 17/10.

3.2.lemma. Tdrgyak tetszbleges L listdjdra w(L) > FF(L) —2.

Mivel az optimdlis offline algoritmus el tudja pakolni a lista elemeit OPT (L) 1ddéba gy, hogy minden lddédba a
targyak méreteinek osszege legfeljebb 1, ezért az elsd lemma alapjan w(L) < %OPT (L). Masrészt a masodik lemma
alapjan FF(L) —2 < w(L), igy azt kapjuk, hogy FF(L) < }—SOPT(L) + 2, amibdl kovetkezik, hogy az algoritmus
1.7-versenyképes.

Megjegyzés Tovabbi, kissé jobb versenyképességgel rendelkez6 nem Fit jellegli algoritmusok a Harmonikus al-
goritmusok. Ezek a tdrgyakat méret szerint online csoportositjak €s minden csoportit kiilon a hozza rendelt 1addkba
pakolnak.

Egy egyszerii als6 korlat

Tétel: Nincs olyan online algoritmus a lddapakoldsi problémadra, amelynek az aszimptotikus versenyképességi
héanyadosa kisebb, mint 4 /3.

Biz: Legyen A egy tetszGleges online algoritmus. Tekintsiik targyaknak a kovetkez sorozatat. Legyen € < 1/12
és Ly egy n darab 1 /3 +¢€ méreti targybol 4116 sorozat, L, pedig n darab 1,/2+ € méreti targybdl 4116 sorozat. ElsSként
az algoritmus megkapja az L listat.

Ekkor az algoritmus bizonyos ldddkba két targyat tesz, bizonyos ldddkba egyet. Jelolje k azon laddk szamait,
amelyek két targyat tartalmaznak.

Ekkor az algoritmus koltsége A(Ly) = k+ (n —2k) = n — k. Masrészt az optimilis offline algoritmus minden
ladéba két targyat tesz, igy a koltség OPT (L) = n/2.

Amennyiben ugyanez az algoritmus az LiL, Osszetett listat kapja, akkor az els6 részben szintén k 1a4dat hasznal
két targynak. Kovetkezésképp A(LiLy) > n—k—+ (n— (n—2k)) = n+ k. Mészrészt az optimélis offline algoritmus
minden lddaba egy kisebb, 1/3 + € méretd és egy nagyobb, 1/2 + € méretd targyat tesz, igy OPT (L1L,) = n.

Tehat az A online algoritmusra van olyan L lista, amelyre

A(L)/OPT(L) > max{"n;zk, ”—J’k} > 4/3.

n

Misrészt a fenti hdanyadosokban az OPT (L) érték legaldbb n/2, ami tetsz8legesen nagynak vilaszthato. Igy a fenti
egyenlGtlenségbdl adodik, hogy az A algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa legaldbb 4 /3, amivel a
tétel allitasat igazoltuk.

Pakolasi mintak médszere

Tekintsiik a kovetkezd targysorozatot. Legyen L= LL, ... Ly, ahol L; n; = o;n egyforma méreti targyat tartalmaz,
amelyek mérete a;. Amennyiben egy A algoritmus C-versenyképességti, akkor minden j-re teljesiilnie kell a



) A(Ly...Lj)
C > limsup —————
n—se OPT(Ly...Lj)
feltételnek. A fentiekben tekinthetjiik azt az algoritmust, amelyre az dltalunk adhat6 als6 korlat minimalis, igy célunk
az

. . A(Ly...Lj)
R =mingmax—; _glimsup ————
n—se OPT(Ly...Lj)

érték meghatirozasa, amely érték egy also korlat lesz a versenyképességi hanyadosra.

A pakoldsi minta egy k-dimenziés vektor (pi,...,px), amelynek a p; koordindtdja azt adja meg, hany elemet
tartalmaz a ldda az L; részlistdbol. Pakoldsi minta olyan nemnegativ egész koordindtdju vektor lehet, amelyre a
Z’J‘-Zl ajpj <1 feltétel teljesiil. A mintdk halmaza T és jelolje n(p) minden p € T esetén azon ldddk szdmat, amely
laddkat a p mintdnak megfelelGen pakolt az algoritmus.

Minden j-re legyen T; azon mintdk halmaza, amelyeknek az els6 pozitiv egyiitthatdja a j-edik. (Egy p minta a T
halmazba keriil, ha p; = 0 minden i < j esetén, és p; > 0.)

az algoritmus altal az L, ...L; részlista pakoldsa sordn kinyitott ldddk szama a kovetkezOképpen adhaté meg az
n(p) értékekkel:

A(Ll...Lj):i n(p).

i=1peT;

Tehat egy adott n-re a keresett A értéket a kovetkezd vegyes egészértékli programozasi feladat megoldasaval
szamithatjuk ki.

Min R

Y per Pjn(p) =nj, 1<j<k
Y\ Yoerny <R-OPT(L;...Lj), 1<j<k
n(p) € {0,1,...}, peT

Az elsé k feltétel azt irja le, hogy az Osszes targyat el kell helyezniink a laddkban. A maésodik k feltétel az irja
le, hogy az R érték valéban nem kisebb, mint az algoritmus koltségének és az optimalis koltségnek a hanyadosa a
vizsgalt részlistdkra. Az L1L; ... Ly lista alapjan a pakoldsi mintdk 7 halmaza és az optimdlis OPT (L, ...L;) értékek
meghatdrozhatok.
Tobbdimenzids altalanositasok

A fentiekben definidlt Iddapakoldsi problémanak szdmos valtozata, dltaldnositdsa van.

e Az elsé altalanositds a vektorpakolds, amelyben a targyak d-dimenzids vektorok és ugy kell elpakolni &ket,
hogy minden laddban minden koordinétéara az ott szerepld értékek osszege legfeljebb 1 legyen. A FF algoritmus
aszimptotikusan d +7/10 versenyképes.

e A madsodik 4ltalanositds a dobozpakolds, ahol tobbdimenzids dobozokat kell pakolni tobbdimenzids egységla-
dakba. Az algoritmusok tobbsége a dimenzidcsokkentésen alapul.

e Végiil a harmadik altaldnositds a savpakolds, ahol egy egységnyi széles sdvba pakolunk tirgyakat és célunk a
sziikséges magassdg minimalizaldsa.



e Fontos még megemliteniink a 1ddafedési problémadt, amelyben célunk, hogy a targyakkal a lehetd legtobb 1adat
toltsiik legaldbb egységnyi méretiire.

Polc algoritmusok

Egy PoLcC algoritmus minden téglalapot egy polcra helyez. Miutdn az algoritmus kivélasztotta azt a polcot, amely
a téglalapot tartalmazni fogja, az algoritmus a téglalapot elhelyezi a polcon annyira balra, amennyire lehetséges a méar
a polcon levd egyéb téglalapok atfedése nélkiil.

Tehat a téglalap érkezése utan az eljarasnak két dontést kell hoznia. Az elsé dontés az, hogy az eljaras kialakit-e
egy Uj polcot vagy sem. Ha 4j polcot alakitunk ki, meg kell hatdroznunk a polc magassagdt is. Az Gjonnan kialakitott
polcokat mindig az el6z6 polc tetejére helyezziik, az elsd polc a sav legaljan van.

A masodik dontés, hogy az algoritmusnak ki kell valasztani azt a polcot, amelyre a téglalapot helyezi.

Az NFS, algoritmusnak egy r < 1 paramétertSl fiigg. Az algoritmus minden j-re legfeljebb egy r/ magassagi
aktiv polcot tart fent és egy targy érkezése utan a kovetkezd szabdllyal definidlhatjuk.

A p;i = (wi, hy) téglalap érkezése utdn valasszunk egy olyan k értéket, amelyre teljesiil, hogy K< op <ok
Amennyiben van X magassagu aktiv polc, és a téglalap elhelyezhetd ezen a polcon, akkor helyezziik el rajta. Ellen-
kez§ esetben alakitsunk ki egy dj 7* magassagi polcot, helyezziik el a téglalapot rajta, és a tovdbbiakban legyen ez a
polc az r* magassagu aktiv polc (ha volt korabbi aktiv polc, azt lezarjuk).

NFS, elemzése

Tétel: Az NFS, algoritmus ( % + r(l—lfr)) -versenyképes. Az NFS, algoritmus aszimptotikusan (2 /r)-versenyképes.

Biz: Tekintsiik téglalapok tetszdleges L listdjat, €s jelolje H a legmagasabb téglalap magassagat. Mivel ekkor
OPT(L) > H.

Jelolje Hy az L lista végén az aktiv polcok 0sszmagassagat, Hz pedig a tobbi, lezart polcok Gsszmagassagat.

Jelolje h a legmagasabb aktiv polc magassagat. Ekkor az aktiv polcok magassagai a hr' értékeket vehetik fel és

minden i-re legfeljebb egy aktiv polc van hr' magassaggal. Tehat az aktiv polcok dsszmagassagara Hy < hy = r=
h
1—r

Masrészt a H > rh, igy Ha < H/r(r—1).

Vegyiik egy tetszOleges i-re a hr' magassagu polcokat, jeldlje ezeknek a szdmat n;. Minden ilyen lezart S polcra
a kovetkezd S’ polc els6ként egy olyan elemet tartalmaz, amely mar nem volt elhelyezhetd, igy a két egymadst ko-
vetS polcra az elhelyezett téglalapok teljes szélessége legaldbb 1. Masrészt a hr' magassagi polcokon minden targy
magassaga legaldbb hrit!, hiszen egyébként a targyat egy kisebb magassagii polcra helyeznénk.

Tehét az ' magas polcokon elhelyezett tirgyak osszteriilete legalabb n;arit! /2. Kovetkezésképpen az osszes
téglalapnak az osszteriilete legaldbb Y2 o nhrit1 /2, igy OPT (L) > Y2 o nihrit1 /2. Mdsrészt a lezért polcok dsszma-
gassdga Hy = Yo n;hr, {gy azt kaptuk, hogy Hz < 20PT(L)/r. Mivel NFS,(L) = Hx + H.

Nyujthaté téglalapok pakolasa

Amennyiben a sdvpakolési feladattal azt az erSforrds allokdcids problémat modellezziik, amelyben a targyak
sz€lessége az erOforrdsigény a targyak magassaga pedig az id6, akkor haszndlhatjuk azt a véltozatot, amelyben a
targyak mérete nem rogzitett, hanem az egyes targyakat megnyujthatjuk a teriiletiiket valtozatlanul hagyva.

Az MNFS, algoritmus annyiban kiilonbozik az NFS-t6l, hogy mindig az adott polc magassagara nyujtja a targyat.
A fenti bizonyitasbol adodik, hogy az algoritmus (2 + ﬁ) -versenyképes a nyujthaté modellben.

DS ALGORITMUS

Az elso téglalap érkezése utan vegyliink egy h; magas polcot a sav legaljan és legyen ez az aktiv polc. A tovabbi
elemeket pakoljuk az aldbbi szabdly szerint:



1. lépés Ha lehetséges a téglalapot berakni az aktiv polcra, azt kovetSen, hogy megnyujtjuk az aktiv polc magas-
sagara, akkor nyujtsuk meg és rakjuk az aktiv polcra annyira balra, amennyire lehetséges. Egyébként menjiink a 2.
1épésre.

2. lépés Vegyiink egy uj aktiv polcot, amely kétszer olyan magas, mint az el6zd, és tegyiik az eddigi polcok
tetejére. Lépjlink az 1. 1épésre.

Tétel: A DS algoritmus versenyképességi hanyadosa 4.



