Online algoritmusok
Online problémardl beszéliink azokban az esetekben, ahol nem ismert az egész input, hanem az algoritmus az
inputot részenként kapja meg, és a dontéseit a megkapott részletek alapjan a tovébbi részekre vonatkozé informdcidk
nélkiil kell meghoznia. Online algoritmusokat sok probléma esetén alkalmaznak az operdcidkutatds, az elméleti
szamitastudomany és a kozgazdasdgtan kiillonbozd teriiletein.

Az algoritmusok hatékonysdgat altaldban a versenyképességi analizis alapjan mérik (a masik hasznalt elemzési
moddszer az atlagos eset analizis).

Optimalizdlési feladatok esetén minden / inputra OPT (I) jelli az optimalis megoldas célfiiggvényértékét és egy
A algoritmusra A(7) jeloli az algoritmus dltal az A inputon felvett célfiiggvényértéket.

Minimalizélési feladatok esetén egy online A algoritmusra azt mondjuk C-versenyképes, ha minden / inputra
teljesiil A(I) < C-OPT(I). Gyakran a definiciéban megengednek egy inputtdl fiiggetlen D additiv konstanst, azaz az
A(I) < C-OPT(I) + D egyenldtlenségnek kell teljesiilnie minden inputra. Bizonyos esetekben a C fiigghet az input
méretétSl. Ekkor az A(I) < C(n)-OPT (I) egyenltlenségnek kell teljesiilnie minden n méretdi inputra. Egy algoritmus
versenyképességi hanyadosanak a legkisebb C szdmot nevezziik, amire C-versenyképes.

Sibérlési feladat

A sibérlési feladat esetén, adott egy si, amit vagy 1 egységért bérelhetiink vagy megvasarolhatunk B egységért, a
feladat eldonteni mikor vasaroljuk meg.

B algoritmus: A B-edik napig béreljiik a sit, a B-edik napon megvdsdroljuk.

Tétel A B algoritmus (2B — 1) /B-versenyképes.

Bizonyitds A feladat inputja I, azon napok szdma, ahdny napig sieliink.

e Ha ] < B, akkor mind az online algoritmusnak mind pedig az optimalis offline algoritmusnak a koltsége I, igy
B(I)/OPT()=1.

e Hal > B, akkor OPT (I) = B, tovabbd B(I) = B—1+B, igy B(I)/OPT(I) = (2B—1)/B

Tétel Nincs olyan online algoritmus, amelynek kisebb a versenyképességi hanyadosa, mint (2B —1)/B.

Bizonyitds Legyen A az az id6pont, amikor az algoritmus megvdasarolja a sit. A feladat inputja legyen A napnyi
sielés, az algoritmus koltsége A — 1 4 B.

e Ha A < B, akkor az optimdlis koltség A. Masrészt (A—1+B)/A=1+(B—1)/A> (2B—1)/B.
e Ha A > B, akkor az optimélis koltség B. Mdsrészt (A—1+B)/B > (2B—1)/B.

Lapozas

A lapozasi probléméban a szamitégépek gyorsmemoridjanak a kezelését modellezik. Adott lapok egy univerzuma,
és innét szarmazd lapok egy sorozata az input.

Az algoritmusnak egy k lap kapacitdsi gyorsmemoridt kell kezelnie. Ha az aktudlisan igényelt lap nincs a
memoridban, akkor a lapot az algoritmusnak be kell tennie és ehhez, amennyiben mar nincs hely, valamely lapot
ki kell raknia.

Ezt az eseményt, amikor egy igényelt lap nincs a memoridban hibanak hivjuk, és a cél a hibdk szamdnak minimal-
izél4sa.

Als6 korlat
Tétel Nincs olyan online algoritmus a lapozasi problémara, amely versenyképességi hanyadosa kisebb, mint k.
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Vegyiink k+1 lapot és legyen A egy tetszdleges online algoritmus. Legyen L, az az n elembdl 4116 input, amelyben
az Uj elem mindig az a lap, amely lap éppen hidnyzik A memoridjabdl. Legyen tovdbba n oszthat6 k-val. Ekkor A
minden lapndl hibazik, igy A(L,) = n.

Legyen LFD (longest forward distance) az az offline algoritmus, amely ha egy lapot ki kell rakni a memoriabol
mindig azt a lapot valasztja a lapok koziil, amelyre a kdvetkez6 igény a legkésdbb érkezik. Ez az optimalis.

Ha LFD hibdzik, akkor a kovetkezd k-1 kérés sordn nem hibézhat djra, igy LFD(L,) < n/k.

Tehdt A(L,)/OPT (L,) > n/(n/k), amivel a tétel dllitdsat igazoltuk.
Bélyegzo algoritmus
Az algoritmus bélyegeket haszndl a memoridban. Kezdetben egyetlen lap sincs megjelolve. Egy kérés érkezésekor
az algoritmus a kovetkezd 1épéseket hajtja végre.

1. Ha a kért lap a memoridban van, akkor amennyiben ez a lap még jeldletlen, akkor megjeloljiik.

2. Ha a kért lap nincs a memdridban, €s nincs mér jeloletlen lap a memoria- ban, akkor az 6sszes jelolést toroljiik.
Ezt kovetSen vesziink egy jeloletlen lapot a memoriabdl (az el6zd 1épés miatt van ilyen) a kért lapot ennek a
lapnak a helyére berakjuk, majd megjeloljiik.

Az algoritmus viselkedése nagymértékben fiigg attél, hogy milyen szabdly alapjan valasztjuk ki a torlendd lapot,
de a kovetkezd tétel mutatja, hogy a versenyképességi hanyadosa nem fiigg ettdl.

FIFO: A legrégebben bekertilt lapot dobja ki (nem bélyegzd).
LRU: Mindig a legrégebben hasznilt lapot dobja ki (bélyegzd).
Tétel A B algoritmus versenyképességi hanyadosa k.
Bizonyitas
Bontsuk fel ezt az inputot fazisokra. Az els6 fazis kezdddjon az elsé elemnél. Ezt kovetden minden egyes féazis a

megeldz6 fazis utolsé eleme utan jovo elemnél kezdddik, és a leghosszabb olyan sorozatét tartalmazza a kéréseknek,
amelyek legfeljebb k kiilonboz6 lapot igényelnek.

(Tehét a kovetkez fazis akkor kezd6dik, amikor a k+1-edik kiilonbozs lap megjelenik.) Erdemes megjegyezni,
hogy a fazis a bélyegek kiosztasaval is definidlhato, akkor kezd6dik uj fazis, amikor a B algoritmus torli a bélyegeket
a memoridban.

Az algoritmus definici6jabdl kovetkezik, hogy B legfeljebb k hibét vét egy fazis alatt, (ha egy lapon hibazik, azon
tobbet mar nem fog a fazisban, hiszen megjelolte).

Egy tetsz6leges fazis masodik kérésénél az offline memdridban benne van a fézis elsd eleme. Ezt kovetSen a
kovetkezd fazis elsd eleméig k tovabbi elem jelenik meg, igy az offine algoritmusnak legaldbb egy hibat kell vétenie,
az adott fazis masodik elemétdl, a kovetkezd fazis els6 eleméig tarté kéréssorozaton.

Kovetkezésképpen minden fazishoz (kivéve esetleg az utolsot) hozzarendeltiik az offline algoritmus egy-egy hi-
bdjat. Jelolje r a fazisok szamat. Ekkor B(I) < rk+k—1és OPT(I) > r, kovetkezésképp B(I) < k-OPT(I) +k—1,
amivel a tétel allitdsat igazoltuk.

Lista karbantartasi probléma

Adott egy lista, amelyen a kovetkez6 miiveleteket tudjuk végrehajtani:

o Keres(x)
e Torol(x)

e Beszir(x)



Mi csak a statikus modellt vizsgaljuk, ahol adottak a lista elemei és csak Keres(X) miiveleteket hajtunk végre.
Amennyiben a lista i-edik elemét keressiik, akkor a koltség i.

A megengedett karbantartdsi miiveletek:

e a Keres(x) miivelet sordn az x elemet ingyen tetszéleges helyre elére mozgathatjuk

o fizetett cserék: barmely két egymds melletti elemet felcserélhetiink 1 koltséggel

Példa Legyen a lista x,x,x3 a kéréssorozat x3,x,x3,x>. Esetszétvdlasztassal igazolhatd, hogy amennyiben nem
haszndl egy algoritmus fizetett cseréket a koltsége legaldbb 9. (Az elsd kérés koltsége 3, ezt kovetoen megvizsgalva,
hogy hova rakja az algoritmus az x3 elemet igazolhat6 az allit4s.)

Ezzel szemben ha két fizetett cserével az utols6 helyre vissziik xi-et, akkor a cserék koltsége 2 €s utdna nem
mozditva tobb elemet a kérések koltsége 6. Kovetkezésképpen fizetett cserével jobb megoldast kaphatunk.

MTF algoritmus

Az algoritmus inputja elemek egy kezdeti xi,...,x, listdja, és kérések egy 6 = 07,...,0, sorozata, ahol ©; €

{x1,...,x,}. A i-edik kérés hatasira a KERES(c;) miiveletet kell végrehajtani.

MTTF algoritmus Az algoritmus a kért elemet a lista elejére mozditja.

Tétel Az MTF algoritmus 2-versenyképes.

Bizonyitds Vegyiink egy optimdlis megoldast, jelolje OPT. Legyen a ®(i) potenciélfiiggvény az inverzidk szdma
az i-edik kérés utan az MTF altal karbantartott listdban az optimalishoz képest, azaz azon x,y parok szama, amelykre
x megeldzi y-t OPT listdjaban de nem el6zi meg MTF listdjdban.

Vizsgaljuk meg a k-adik kérés, Keres(o;) miivelete soran felléps koltségeket és potencidlvéltozast. Legyen p
azon elemek szdma, amelyek mind MTF mind OPT listdjdban megeldzik ox-t, ¢ azon elemek szdma, amelyek csak
MTF listdjéban eldzik meg Gy-t.

MTF koltsége p 4 g+ 1, az optimadlis koltség legalabb p 4 1. A @ fiiggvény értéke —g + p-vel valtozik. Tehét

MTF(0;) +®(k) —®(k—1)=p+q+1—g+p=2p+1<20PT(c;)

Kovetkezésképpen

MTF (o) +®, — ®y < 20PT (o)

FC algoritmus

FC algoritmus Az elemeket mindig a gyakorisdguk sorrendjében tartja sorban. (Ezt megteheti fizetett cserék
nélkiil, mivel mindig csak a keresett elem gyakorisidga novekszik, igy esetleg azt kell el6re mozgatni.)
Lemma FC nem konstans versenyképes.

Bizonyitds Legyen a kezdeti lista xp,...,x,, a kéréssorozat pedig legyen n-szer x, n-1-szer x;, €s igy tovabb
n+ 1 —i-szer x;. Ekkor FC sosem valtoztat a listdn és a kiszolgélés teljes koltsége

(n+1—-0)i=n+1D)Y i=Y 2=n+12n/2—nn+1)2n+1)/6 =0(n).

i=1 =1 i

Ezzel szemben MTF koltsége Y i+ Zl’.’:_ll i = O(n?). Kovetkezésképpen FC(I)/OPT (I) — oo, ha n tart végte-
lenbe.

™=
M=
™=

1

TRANSPOSE algoritmus

TRANSPOSE algoritmus: A keresett elemet, ha nem az elsé a listdban egy hellyel el6rébb mozgatja.
Lemma TRANSPOSE nem konstans versenyképes.

Bizonyitds: Legyen alista x1, ..., x, és vegyiik a kovetkez8 kéréssorozatot (x,,x,_1)". Ekkor Transponse mindig
a kért utolso elemet felcseréli az eldtte allé elemmel, igy a teljes koltsége 2M - n. Masrészt az MTF algoritmusnak,
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amely mindig legeldre hozza az aktudlis elemet a koltsége az elsd két kéréstdl eltekintve mindig 2, igy Osszesen
2n+2(M — 1)2. Kovetkezésképpen Transpose(I)/OPT (I) > 2M -n/(2n+4(M — 1) — n/2 ha M tart végtelenbe.
Alsé korlat

Tétel Ha egy online algoritmus c-versenyképes a lista karbantartdsi feladatra, akkor ¢ > 2.

Bizonyitds Vegyiink egy tetszleges online algoritmust. Definidljunk egy m hosszu inputot, amely mindig az
algoritmus listdjadnak utolsé elemét kéri. Ekkor az algoritmus koltsége m - n.

Az optimdlis koltség becsléséhez vegyiink két statikus algoritmust. STAT1 nem mozdit egyetlen elemet sem,
STAT? pedig el6sz6r megforditja az elemek sorrendét és utdna nem mozdit egyetlen elemet sem.

Ekkor barmilyen kérés érkezik annak a teljes koltsége a két algoritmusra nézve pontosan n + 1. Tovabba STAT2
esetén a kezdeti sorrend elérésének koltsége (n— 1)n/2. Kovetkezésképpen STAT1 és STAT?2 egyiittes koltsége az
inputra (n — 1)n/2+m(n+ 1), igy az optimalis koltség legfeljebb ((n— 1)n/2+m(n+1))/2.

Tehdt azt kaptuk, hogy erre az inputra ALG(I)/OPT (I) hanyadosra kapott alsé korlat tart az 2n/(n+ 1) értékhez,
ahogy m tart a végtelenbe. Masrészt ezen hanyados hatarértéke 2, ha n tart a végtelenbe, amivel a tételt igazoltuk.

k-szerver probléma

Egy (M,d) parost, ahol M a metrikus tér pontjait tartalmazza, d pedig az M x M halmazon értelmezett tavol-
sagfiiggvény metrikus térnek neveziink, ha a tdvolsagfiiggvényre teljesiilnek az alébbi tulajdonsagok

A k-szerver probléméban adott egy metrikus tér, és van k darab szerveriink, amelyek a térben mozoghatnak. A
probléma sordn a tér pontjaibdl all6 kérések egy listdjat kell kiszolgdlni azdltal, hogy a megfeleld kérések helyére
odakiildiink egy-egy szervert.

A probléma on-line, ami azt jelenti, hogy a kéréseket egyenként kapjuk meg, és az egyes kéréseket a tovdbbi
kérések ismerete nélkiil azok érkezése el6tt kell kiszolgdlnunk. A cél a szerverek dltal megtett 6ssztdvolsdg minimal-
izalasa.

Lapozas mint specialis eset

A lapozési probléméban a szdmitogépek gyorsmemoridjanak a kezelését modellezi. Adott lapok egy univerzuma,
amely lapok egy sorozata az input. Az algoritmusnak egy k lap kapacitdsi gyorsmemoriét kell kezelnie. Ha az aktud-
lisan igényelt lap nincs a memoridban, akkor a lapot az algoritmusnak be kell tennie €s ehhez, amennyiben mar nincs
hely, valamely lapot ki kell raknia. Ezt az esenényt, amikor egy igényelt lap nincs a memoridban hibanak hivjuk, és a
cél a hibdk szdmdnak minimalizalasa.

Ha az univerzum a metrikus tér €s a memoria celldit a szervereknek feleltetjilk meg (egy szerver azon a ponton
van, amely lapot a cella tartalmazza), akkor egy k-szerver feladatot kapunk. A metrikus térben barmely két pont
tdvolsdga 1. Az ilyen tereket unifrom térnek nevezziik.

kovetkezmény: Uniform tereken vannak k-versenyképes algoritmusok, és nincs olyan algoritmus, amely versenyképess
hanyadosa kisebb, mint k.
Mohé algoritmus

Természetes gondolat a kéréseket mindig a legkdzelebbi szerverrel kiszolgélni.
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1. abra.

Lemma A moh¢ algoritmus nem konstans versenyképes.
Egyensiily algoritmus

Az eljarés sordn a szerverek mindig kiilonb6z6 pontokban helyezkednek el. Az algoritmus a futdsa sordn minden

szerverre szamon tartja, hogy az aktudlis id6pontig 6sszesen mekkora tdvolsdgot tett meg. Jelolje rendre sq,...,5¢ a
szervereket €s a pontokat is, ahol a szerverek elhelyezkednek. Tovabba jelolje Dy, ..., Dy rendre a szerverek éltal az

adott idé6pontig megtett Osszutat.

Ekkor, amennyiben egy P pontban megjelenik egy kérés akkor a ES algoritmus azt az i szervert valasztja a kérés
kiszolgaldsara, ahol a D; + d(s;,P) érték minimélis. Tehdt az algoritmus szdmon tartja egy k méretdi S tombben
szerverek konfigurdcigjat, egy D tombben a szerverekhez rendelt tdvolsdgokat. Az algoritmus egy I = Py,..., P,
pontsorozatra (amely pontokat egy D tomb altal kapunk meg) a kovetkez6képpen fut le

ES(I) algoritmus
for j=1 to n
i= argmin D[i]+d(s[i],P[]])
szolgaljuk ki a kérést az i-edik szerverrel
D[1]:=D[i]+d(s[1],P[]])
s[i]:=P[7]

Példa

Tekintsiik a kétdimenziés Euklédeszi teret, mint metrikus teret. A pontok (x,y) valds szamparokbdl éllnak, két
pontnak (a,b)-nek és (c,d)-nek a tdvolsdga v/(a — c)2 + (b — d)2. Legyen két szerveriink kezdetben a (0,0) és (1,1)
pontokban.

Kezdetben D1 =D, =0, 51 = (0,0), s = (1,1). Az els6 kérés legyen az (1,4) pontban. Ekkor D; +d((0,0)(1,4)) =
V17 > Dy +d((1,1)(1,4)) = 3, igy a masodik szervert hasznaljuk és a kérés kiszolgdldsa utdn Dy = 0,D, = 3,
s1=1(0,0), s2 = (1,4) teljesil.

Legyen a masodik kérés (2,4), ekkor Di +d((0,0)(2,4)) = v/20 > Dy +d((1,4)(2,4) =3+ 1 =4, igy ismét a
madsodik szervert hasznaljuk, és a kérés kiszolgaldsa utan D} = 0,D, =4, 51 = (0,0), so = (2,4) teljesiil.

A harmadik kérés legyen ismét az (1,4) pontban, ekkor D1 +d((0,0)(1,4)) =17 < Dy +d((2,4)(1,4) =4+1 =
5, igy az els6 szervert hasznéljuk és a kérés kiszolgaldsa utin Dy = v/17,D, = 4, 51 = (1,4), s, = (2,4) teljesiil.

tétel Amennyiben a metrikus tér K+ 1 pontot tartalmaz, akkor az ES algoritmus enyhén k-versenyképes.

5



Munkafiiggvény algoritmus
Azt a metrikus tér pontjaibdl 4116 multihalmaz, amely megadja mely pontokban helyezkednek el a szerverek (azért
kell multihalmazokat hasznalnunk, mert egy pontban tobb szerver is lehet) a szerverek konfiguracidjdnak nevezziik.

Legyen Ag az on-line szerverek kezdeti konfigurdciéja. Ekkor a t-edik kérés utdni X multihalmazra vonatkozé
munkafiiggvény w;(X) a minimdlis koltség, amellyel kiszolgdlhat6 az elss ¢ kérés az Ay konfigurdciébdl kiindulva
ugy, hogy a szerverek az X konfigurdcioba keriiljenek a kiszolgélas végén. A munkafiiggvény algoritmus a munkafiig-
gvényt hasznalja.

Legyen A;_1 a szervereknek a konfigurdcidja kozvetleniil a ¢-edik kérés érkezése el6tt. Ekkor a munkafiiggvény
algoritmus azzal az s szerverrel szolgdlja ki az R, pontban megjelent kérést, amelynek a P helyére a w;_;(A;—1 \ PU
R;) +d(P,R;) érték a minimalis.

Példa

Tekintsiik azt a metrikus teret, amelyben hdrom pont van A, B és C, a tdvolsidgok d(A,B) = 1, d(B,C) = 2,
d(A,C) = 3. A kezdeti szerver konfigurici6 legyen A, B.

Ekkor a kezdeti munkafiiggvények wo({A,A}) =1, wo({A,B}) =0,wo({A,C}) =2, wo({B,B}) =1,wo({B,C}) =
3, wo({C,C}) = 4.

Legyen az els6 kérés a C pontban. Ekkor wo({A,B}\ {A}U{C})+d(A,C)=3+3=5¢é wy({A,B} \ {B}U
{C})+d(B,C) =2+2 =4, igy a MUNKAFUGGVENY algoritmus a B pontban levs szerver kiildi a kérés kiszol-
galésara.

Tétel A MUNKAFUGGVENY algoritmus enyhén 2k — 1-versenyképes.
Dupla lefed6 algoritmus
Egy masik vizsgalt specidlis tér az egyenes. Az egyenes pontjait a valds szdmoknak feleltetjiik meg, és két pontnak
a-nak és b-nek a tavolsaga |a — b|. Erre az esetre, ahol a metrikus tér egy egyenes, Chrobak és Larmore kifejlesztett
egy k-versenyképes algoritmust, amelyet dupla lefed6 algoritmusnak neveziink.

Az algoritmus a P kérést a P-hez legkozelebb esd s szerverrel szolgdlja ki, €s amennyiben vannak szerverek P-nek
az s-el atellenes oldaldn is, akkor azon szerverek koziil a P-hez legkozelebbit d(s, P) egységnyit mozditja P felé. A
tovabbiakban a dupla lefed6 algoritmust DL-el jeloljiik.

Tétel A DL algoritmus k-versenyképes ha a metrikus tér egy egyenes.

DL(I,S) algoritmus
for j=1 to n

i:=argmin {d(P[]j],s[l]) : 1=1,..,n}
if s[il=min{s[1l] : 1=1,..,n} or s[i]l=min{s[1l] : 1=1,..,n}
then a kérést az i szerver szolgdlja ki

s[i]:=P[7]
else if s[i]<= P[]]

then m:={argmin}{d(s([1l],P[]j]) s[l] > P[]]}
a kérést az i szerver szolgdlja ki
s[m]:=s[m]- d(s[i],P[]])
s[i]:=P[]]

else r:={argmin}{d(s[1],P[j]) s[l] < P[]j]}
a kérést az i szerver szolgdlja ki
slrl:=s[rl+ d(s[i],P[]])
s[i]:=P[]]
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Példa

Bizonyitas 1.

Vegylink egy tetszOleges sorozatat a kéréseknek, jelolje ezt az inputot I. Az eljards elemzése sordn feltételezziik,
hogy parhuzamosan fut a DL algoritmus és egy optimélis off-line algoritmus.

Szintén feltessziik, hogy minden kérést els6ként az off-line algoritmus szolgél ki, utdna pedig az on-line algorit-
mus. Az on-line algoritmus szervereit és egyben a szerverek pozicidit, (amelyek valds szamok az egyenesen) s1, ..., S
jeloli, az optimalis off-line algoritmus szervereit és egyben a szerverek pozicioit xy,. .., x; jeloli.

Mivel a szerverek rendszeres atjelolésével ez elérhetd feltételezziik, hogy s; <o < -+ <spésx; <xp < --- <y
mindig teljesiil.

A tétel 4dllitasat a potencidlfiiggvény technikdjaval igazoljuk. A potencidlfiiggvény a szerverek aktudlis pozi-
ci6jdhoz rendel egy értéket, az on-line és az off-line koltségeket a potencidlfiiggvény valtozdsainak alapjin hasonlitjuk
Ossze. Legyen a potencialfiiggvény

k
¢:k2‘xi_si|+2(sj_si)'
i=1

i<j

Az aldbbiakban igazoljuk, hogy a potencialfiiggvényre teljesiilnek az aldbbi allitdsok.

e Amig OPT szolgdlja ki a kérést, addig a potencidlfiiggvény novekedése legfeljebb k-szor az OPT szerverei
altal megtett tavolsig.

e Amig DL szolgdlja ki a kérést, addig & legaldbb annyival csokken, mint amennyi a kérés kiszolgdldsanak
koltsége.

Amennyiben a fenti tulajdonsagok teljesiilnek, akkor a tétel dllitdsa kovetkezik, hiszen ebben az esetben adddik,
hogy @, — ®y < k-OPT(I) — DL(I), ahol ®, és ® a potencidlfiiggvény kezdeti és végsd értékei.
Mivel a potenciélfiiggvény nemnegativ, ezért adédik, hogy DL(I) < kOPT(I) + Py, azaz azt kapjuk, hogy a DL
algoritmus enyhén k-versenyképes.
Bizonyitas II.
Els6ként vizsgéljuk azt az esetet, amikor OPT valamely szervere d tavolsdgot mozog. Ekkor a potencialfiig-
gvényben szerepld elsd rész legfeljebb kd-vel novekszik a masodik rész nem valtozik, tehat az els6 tulajdonsaga a

potencidlfiiggvénynek valéban fennall.

Most vizsgaljuk DL szervereit. Legyen P a kérés melyet ki kell szolgédlni. Mivel elséként OPT szolgélta ki a
kérést, ezért x; = P valamely szerverre. Most kiilonboztessiink meg két esetet DL szervereinek elhelyezkedésétdl
fliggben.



Els6ként tegyiik fel, hogy minden szerver P-nek ugyanarra az oldaldra esik. Feltehetjiik, hogy minden szerver
pozicidja nagyobb P-nél, a mdsik eset teljesen hasonld. Ekkor s1 a legkdzelebbi szerver P-hez és DL s1-et kiildi P-be,
mas szervert nem mozgat.

Tehat DL koltsége d(s1,P). A potencidlfiiggvényben szerepl§ elsd dsszegben csak az |x; — s1| tag valtozik és ez
csokken d(s1, P) egységgel, tehdt az els6 rész csokken kd(s1, P) egységgel. A masodik tag novekszik (k— 1)d (s, P)
egységgel, igy ® értéke csokken d(s, P) egységgel.

Most tekintsiik a mésik esetet. Ekkor P-nek mindkét oldaldra esik szerver, legyenek ezek a szerverek s; €s s 1.
Tegyiik fel, hogy s; esik kozelebb P-hez, a mésik eset teljesen hasonlo.

Tehat DL koltsége 2d(s;, P). Vizsgdljuk a potencidlfiiggvény elsé részének véltozasait. Az i-edik és az i + 1-
edik tag véltozik. Az egyik tag novekszik, a masik csokken d(s;, P) egységgel, tehat az elsd rész 6sszességében nem
véltozik.

A & fiiggvény mésodik részének valtozasa

d(si,P)(— (k—i)+(i—1) = (i) + (k— (i+1))) = —2d(s;, P).

Tehat ebben az esetben is fenndll a potencialfiiggvény masodik tulajdonsiga.
Fa metrikus tér
Az egyenes éltalanositasaként kaphatjuk a fa metrikus teret. vegyiink egy tetszdleges silyozott fat. A metrikus
tér pontjai a fa csdcsai tovabba minden élhez és minden 0 < A < 1 szdmhoz definidljuk az élet A és 1 — A ardnyban
feloszt6 pontokat.

Mivel a fa kormentes ezért barmely két pont kozott egyetlen ut vezet. A két pont kozotti tdvolsdg a kozottitk
vezetd Ut hossza. Az élek belsd pontjai esetén az él hosszdnak a felosztdsnak megfeleld részét vessziik figyelmebe.

Azt mondjuk, hogy egy szerver lat egy pontot, ha a kozte és a pont kozott levd tton nincs masik szerver.

Lefedo algoritmus Az algoritmus egy kérést ugy szolgél ki, hogy minden szervert, ami latja a kérés helyét
egyenletes sebességgel mozgat a szerver felé. (A kérést 1at6 szerverek halmaza véltozik a szerverek mozgatdsa soran.)

tétel A lefedd algoritmus enyhén k-versenyképes, ha a metrikus tér egy fa.

P R

3. abra.



tétel Nincs olyan legalabb k + 1 pontbdl allé metrikus tér, ahol megadhaté olyan on-line algoritmus, amelynek
kisebb a versenyképességi hdnyadosa, mint k.

bizonyitds Tekintsiink egy tetszdleges legaldbb k 4 1 pontbdl all6 teret, és egy tetszdleges on-line algoritmust.
Jelolje az algoritmust ONL, a pontokat ahol kezdetben ONL szerverei dllnak Pj,P,,..., P, a térnek egy tovédbbi
pontjat jelolje Py .

Vegyiik kéréseknek egy hosszi I = Qy,...,Q, sorozatit, amelyet ugy kapunk, hogy a kovetkezd kérés mindig a
P1,P,..., P 1 pontok koziil abban a pontban keletkezik, ahol nincs szerver.

Vizsgiljuk els6ként a ONL(I) koltséget. Mivel a Q; pont kiszolgaldsa utdn a Q. pont lesz szabad, ezért a Q;
pontot mindig a Q41 pontban 4ll6 szerver szolgalja ki, igy a kiszolgalds koltsége d(Q;, Qj+1)-

n
ONL(I) = ). d(Q;,Qj+1) ,
j=1
ahol Q11 azt a pontot jeldli, ahol az n + 1-edik kérés lenne, azaz azt a pontot, amelyrdl kiszolgaltuk az n-edik kérést.

Most vizsgéljuk a OPT(I) koltséget. Az optimélis off-line algoritmus meghatdrozdsa helyett definidlunk k darab
off-line algoritmust, és ezek koltségeinek az atlagat haszndljuk, mivel mindegyik algoritmus koltsége legaldbb akkora
mint a minimalis koltség, ezért a koltségek dtlaga is felsd korlétja lesz az optimalis koltségnek.

Definialjunk k darab off-line algoritmust, jelolje 6ket OFFy, ..., OFF,. Tegyiik fel, hogy a kiinduldsi allapotban
az OFF; algoritmus szerverei a Py, P,,..., P pontok koziil a P; pontot szabadon hagyjédk, €s a halmaz tovdbbi
pontjainak mindegyikén egy szerver helyezkedik el. Ez a kiinduldsi édllapot elérhet6 egy C; konstans extra koltség
felhaszndlasaval.

A kérések kiszolgaldsa a kovetkezdképpen torténik. Ha a Q; ponton van az OFF; algoritmusnak szervere, akkor
nem mozgat egyetlen szervert sem, ha nincs, akkor a Q;_; ponton levd szervert haszndlja. Az algoritmusok jol
definidltak, hiszen ha nincs szerver a Q; ponton, akkor a Py, Ps,..., P, pontok mindegyikén, igy Q;_1-en is van
szerver. Tovabbd a Q1 = P, ponton az OFF; algoritmusok mindegyikének all szervere a kezdeti konfigurdcioban.

Vegyiik észre, hogy az OFF,. .., OFF; algoritmusok szerverei rendre kiilonb6z6 konfiguracidkban vannak. Kezdet-
ben ez az 4llitas a definici6 alapjdn igaz. Utdna a tulajdonsdg azért marad fenn, mert amely algoritmusok nem mozdi-
tanak szervert a kérés kiszolgdlasara, azoknak a szerver konfiguraciéja nem valtozik. Amely algoritmusok mozgatnak
szervert, azok a Q;_1 pontrdl viszik el a szervert, amely pont az el6z6 kérés volt, igy ott minden algoritmusnak van sz-
ervere. Kovetkezésképp ezen algoritmusok szerver konfigurdciéja nem allitédhat azonos pozicidba olyan algoritmus
szerver konfiguracidjaval, amely nem mozditott szervert. Mdsrészt, ha tobb algoritmus is mozgatna Q; -6l Q;-be a
szervert azok szerver konfigurdciéja se valhat azonossd, hisz a mozgatdst megel6z6leg kiilonbozé volt.

Kovetkezésképp egy O; kérés esetén, minden OFF; algoritmusra mas a szerver konfiguracié. Tovdbba minden
konfigurdcionak tartalmaznia kell Q; i-et, tehat pontosan egy olyan OFF; algoritmus van, amelynek nincsen szer-
vere a Q; ponton. Tehdt a Q; kérés kiszolgdldsanak a koltsége az OFF; algoritmusok egyikénél d(Q;—1,Q;) a tobbi
algoritmus esetén 0.

Kovetkezésképp

k n
Y OFF;()=C+)Y d(0:,0i-1),
j=1 i=2

ahol C = ZI;':1 C; egy az input sorozattdl fliggetlen konstans, amely az off-line algoritmusok kezdeti konfigurdcidinak
beallitdsanak koltsége.

Masrészt az off-line optimalis algoritmus koltsége nem lehet nagyobb semelyik off-line algoritmus koltségénél
sem, igy k- OPT(I) < Z’;zl OFF (). Kovetkezésképpen

k-OPT(I) <C+ id(Qinifl) < C+ ONL(]),
i=2
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amely egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy az ONL algoritmus versenyképességi hanyadosa nem lehet kisebb, mint
k, hiszen az inputsorozat hosszusdganak novelésével a OPT(I) érték tetszGlegesen nagy lehet.
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