Nyugtazas

A nyugtizéasi probléma matematikai modelljében az inputot a csomagok ay,...,a, érkezési idejei adjak. Az
algoritmusnak meg kell hatdroznia mikor kiild nyugtakat, ezeket az id6pontokatzy, ..., jeloli. A nyugtdzasi probléma
koltségfiiggvénye:
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ahol k a nyugtdk szdma és v; = th, 1<ai<t] (tj —a;), a j-edik nyugta altal 6sszegyfjtott teljes késedelem. A prob-
1éma online, azaz egy adott ¢t id6pontban csak a 7-ig megérkezett csomagok érkezési idejeit ismerjiik és nincs semmi
informdcidnk a tovabbi csomagokrol.

A probléma megoldasara az ébresztd bedllitdsdn alapulé algoritmusokat dolgoztak ki. Egy ébreszté algoritmus a
kovetkezOképpen miikddik. Az a; csomag érkezésekor bedllitunk egy €bresztdt valamilyen a; + e id6pontra. Ha az
aj+e;idSpontig nem €rkezik uj csomag, akkor az a; + e id6pontban nyugtat kiildiink, egyébként az a ;| érkezésekor
atallitjuk az ébresztot, egy a1 + e idOpontra.

Azt az algoritmust, amely dgy éllitja be az ébreszt6t, hogy az elsé nyugtdzatlan csomagtdl legyen a teljes késedelem
koltsége 1 EBRESZT algoritmusnak nevezziik. A fenti szabaly azt jelenti, hogy az 4ltaldnos definiciéban az e j €rték a
kovetkez$ egyenlet megolddsa:
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Tétel Az EBRESZT algoritmus 2-versenyképes.
Tegyiik fel, hogy az EBRESZT algoritmus k darab nyugtét kiild. Ezek a nyugték k darab intervallumot hatdroznak
meg. Az algoritmus koltsége legfeljebb 2k, hiszen k a nyugtakbodl keletkezd koltség, és az algoritmus dgy allitja be az
ébresztot, hogy a teljes késedelembdl adodo koltség minden nyugtara pontosan 1 legyen.

Legyen k* az optimalis off-line algoritmus altal kiildott nyugtak szdma.

Ha k* > k, akkor OPT(I) > k = EBRESZT(I)/2 nyilvanvaléan teljesiil és ad6dik, hogy az algoritmus valGban
2-versenyképes.

Amennyiben k* < k, akkor az EBRESZT algoritmus nyugtéi 4ltal meghatdrozott k koziil legaldbb k — k* interval-
lumban OPT-nak nincs nyugtdja ez legalabb k — k* késedelembdl szarmazé koltséget jelent OPT szdmara, igy ismét
OPT(I) > k adddik, amely egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy az algoritmus 2-versenyképes.

Tétel Nem létezik olyan online algoritmus az online nyugtizasi problémadra, amelynek kisebb a versenyképességi
hanyadosa, mint 2.

Vegyiink egy tetszdleges online algoritmust, jelolje ONL. Vegyiik csomagok egy hosszu sorozatat, amelyet ugy
kapunk, hogy minden esetben, amikor ONL egy nyugtat kiild azonnal egy 1j csomag érkezik. A szdmitdsok egysz-
erlisitéséhez feltessziik, hogy az 4j csomag érkezéséig elteld nagyon rovid id6 0, ennek ellenére az 4j csomagot a
nyugta nem nyugtazza.

Ekkor egy 2n csomagbdl 4116 sorozat esetén az online algoritmus koltsége ONL(1p,) = 2n+ f2,, hiszen a nyugtdk-
bol adodo koltsége 2n, és az i-edik nyugtdnal fellépd késedelem t; —;_1, ahol a ) = 0 értéket hasznéljuk.

ODD a péros sorszdmu csomagok utdn kiild nyugtit, EV pedig a pératlan sorszdmu csomagok és kozvetleniil az
utolso, 2n-edik csomag utan. Ekkor
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Kovetkezésképpen EV (Ip,) +ODD(I,,) = ONL(L,)+ 1. Mésrészt az optimélis off-line algoritmusra OPT(l,) <
min{EV (5,),0DD(h,)}, igy azt kapjuk, hogy ONL(l,)/OPT(l,) >2—1/OPT(lp,).

Egy tanul6 algoritmus fazisokban dolgozik, minden fézis k nyugtdig tart. Minden f4zisban egy ébresztd algo-
ritmust haszndl, ahol az ébreszt6t ugy allitjuk be, hogy az id6pontjdban a teljes késedelem p legyen, jeldlje ezt az
algoritmus EBRESZT,.

Az els6 fazisban p = 1, azaz az EBRESZT algoritmust haszndljuk, utdna p-t mindig arra az értékre 4llitjuk be,
amelyik a legjobb megoldést adja az utolsé ¢ - k csomagra nézve.

Az optimdlis p érték meghatarozdsdhoz az alabbi lemma ad segitséget.

3.1. lemma. Azoptimdlis p értékre teljesiil, hogy van olyan nyugta, amelyet kozvetleniil valamely csomag érkezésekor
kiildiink.

Tehat az aldbbi algoritmus meghatdrozza az optimalis p értéket.

SimpleOpt Algoritmus

e [nicializdlds Legyen p* =1 és Z = oo.

e Keresés Minden 1 <i < j <nesetén

— Legyen p := Z,i:i(aj —aj).
- Hajtsuk végre az EBRESZT p algoritmust az inputon, legyen a nyugtak szama k.

- Hak(1+ p) <Z akkor p* :=pés Z:=k(1+ p).
e Return p*

Erdekes kérdés, hogy lehet -e 2-nél kisebb versenyképességet elérni, ha az algoritmus valamennyi extra informa-
ciot kap. Igazolhato, hogy tetszdleges N konstansra nem elegendd informécio az elkovetkezd N csomag érkezési idejét
ismerni ahhoz, hogy 2 versenyképesnél jobb hanyadosu algoritmust kapjunk. Az aldbbiakban egy olyan algoritmust
(LIP) adunk meg, amely egy adott ¢ hosszi intervallumban el6re latja a csomagok érkezési idejét.

Az algoritmus blokkokra bontja az inputot és minden blokkra a csomagokat az optimalis offline megoldas alapjan
nyugtdzza. A blokk mindig az els6 nyugtdzatlan csomagnal kezdddik. Els6ként megvizsgaljuk, hogy van -e két
egymast kovetd csomag az a;,a;+1 a ¢ hosszi intervallumban, amelyekre a;;1 —a; > 1 teljesiil. Ha van ilyen par,
akkor a blokk az els6 ilyen a; csomagndl véget ér, egyébként a blokk hossza c. LIP meghatdrozza az optimalis offline
megoldast a blokk csomagjaira és ennek megfelelden kiildi a nyugtékat.

Tétel LIP 1 + 1/c-versenyképes.
Weblap letoltési feladat

A szamitégépek memoriakezelésében a lapozas cserélési problémdjanak az dltalanositasa a lapletoltési probléma.
A kiilonbség a lapozas problémadjahoz képest, hogy nem minden lap mérete egyforma, tovabba az egyes lapok letoltési
koltsége is kiilonbozd. Tehat a problémat a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg.

Adott egy k méretli memoria. Az input a letdltendd lapok sorozata. Minden p lapnak van egy lapmérete s(p) és
egy letoltési koltsége c(p). A letoltendd lapot a memdridba kell tenniink. Ha nem fér el, akkor fel kell szabaditani
elegend6 helyet a memoridban szerepld lapok kihelyezésével. Ha a kért lap a memdridban van, akkor a letoltés
koltsége 0 egyébként c(p). Célunk az 6sszkoltség minimalizdlasa.



A probléma online, ami azt jelenti, hogy a dontéseket (telitett memoria esetén mely lapokat dobjuk ki), csak az
adott kérésig megtortént kérések ismerete alapjan kell meghozni, a tovabbi kérésekre vonatkoz6 informéciok nélkiil.
A tovabbiakban feltessziik, hogy mind a memodria mérete mind pedig a lapok méretei pozitiv egész szamok.

Az algoritmus minden lapra, amely az algoritmus memoridjaban van, szdmon tart egy 0 < cr(f) < c(f) értéket.
Az algoritmus futdsa sordn a HAZIUR algoritmus memdridjaban aktudlisan szerepld lapok halmazéat HA jeloli. Amen-
nyiben egy g fajlt kell letolteniink, a kovetkezo 1épéseket hajtjuk végre:

Hazidr(HA, g)

if g nincs a memoridban
then amig nincs elég hely
{legyen A = minfepyacr(f)/s(f)
legyen minden f € HA-ra cr(f) =cr(f) —A-s(f)
tegyiink ki olyan lapokat, akikre cr(f) =0 }
tegyiik be g-t a HA memdridba, legyen cr(g) = c¢(g)
else (ha benne volt) dllitsuk at cr(g) értékét valamelyik cr(g) és c(g) kozotti értékre
Az algoritmus enyhén k-versenyképes, de ennél erdsebb allitds is igaz. A lapletoltési problémara egy ALG online
algoritmust enyhén C-(k, h)versenyképesnek neveziink, ha van olyan B konstans, hogy ALG(I) < C-OPT,(I) +B
minden inputra teljesiil, ahol ALGy(I) az algoritmus éltal elvégzett osszes letoltés koltsége k méretli memoria mellett,
OPT,(I) pedig a minimélis elérhet teljes letoltési 6sszeg h-méretli memoria mellett. A HAZIUR algoritmusra teljesiil
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a kovetkezo allitas.
Tétel A HAZIUR algoritmus k/(k — h+ 1)-(k,h)versenyképes a lapletoltési problémara, ha h < k.

Tekintsiik kérések egy tetszleges sorozatat, jelolje ezt az inputot /. A potencialfiiggvény technikat alkalmazzuk.
Parhuzamosan hajtjuk végre az OPT és a HAZIUR algoritmusokat, minden kérésnél el6szor az OPT és utdna a
HAZIUR algoritmus 1épését hajtjuk végre.

Jelolje az optimdlis off-line algoritmus memoridjdban aktudlisan szerepl6 lapjainak halmazat OPT. Tekintsiik a
kovetkezd potencidlfiiggvényt.

P=(h—1) Y cr(f)+k Y, (c(f)—er(f)) -
fEHA fEOPT

Vizsgaljuk a potencidlfiiggvény véltozasait egy g lap letdltése soran!

e OPT elhelyez egy g lapot a memoridjaban.

Ekkor OPT koltsége c(g), a potencidlfiiggvénynek csak a masodik része vdltozhat, mivel cr(g) > 0, ezért a
potencidlfiiggvény novekedése legfeljebb k - c(g)

e HAZIUR csokkenti minden f € HA-ra a cr(f) értéket.

Ekkor minden f € HA esetén a cr(f) érték csokkenése A -s(f), igy Osszességében P a

A((h—1)s(HA) — ks(OPT N HA))

értékkel csokken, ahol s(HA) és s(OPT NHA) rendre a HA illetve az OPT N HA halmazokban levé lapoknak
a méreteinek az 0sszege. Abban az id6pontban mikor ez a 1épés bekovetkezik OPT madr elhelyezte a g lapot
OPT-ban de a lap még nincs a HA halmazban. Kovetkezésképp s(OPT NHA) < h —s(g). Masrészt ez a
1épés azért hajtédik végre, mert nem fért el a g lap a HA memdridban, tehat s(HA) > k — s(g), és igy, mivel a
lapok méretei egészek, ezért s(HA) > k —s(g) + 1. Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy a @ potencialfiiggvény
csokkenése legaldbb



A((h=1)(k—s(g)+1) —k(h—s(g))) -
Mivel s(g) > 1 és k > h, ezért a fenti érték legalabb A((h—1)(k—1+1) —k(h—1)) = 0.

e HAZIUR kirak egy f lapot a HA memoriabol.

Mivel HAZIUR csak akkor rak ki egy f lapot a memoridbdl, ha arra cr(f) = 0, ezért ebben a részben nem
valtozik P.

e HAZIUR elhelyezi a g lapot a HA memdridban és bedllitja a cr(g) = c(g) értéket.

Ekkor HAZIUR koltsége c(g). Mdsrészt g nem volt eddig benne a HA memdridban igy cr(g) = 0 teljesiilt.
Tovabba elsdként OPT helyezte el a lapot, igy g € OPT teljesiil. Kovetkezésképpen a ® fiiggvény értékének
csokkenése ebben a 1épésben —(h — 1)c(g) +ke(g) = (k—h+1)c(g).

e HAZIUR atéllitja a g € HA lapra a cr(g) értéket, valamely cr(g) és c(g) kozotti értékre.

Ebben az esetben is fenndll g € OPT, hisz OPT mar hamarabb elhelyezte g-t a memoéridjaba. Mivel cr(g) nem
csokkenhet, és k > h — 1, ezért ebben az esetben ® nem novekedhet.

Végignéztiik az algoritmusok lehetséges 1épéseit és a P fiiggvény kovetkezd tulajdonsdgai adddtak.

e Ha OPT elhelyez egy lapot a memoridjaban, akkor a potenciélfiiggvény novekedése legfeljebb k-szor az OPT
algoritmusnal fellépd koltség.

e Ha HAZIUR elhelyez egy lapot a memdridjaban, akkor @ (k — h + 1)-szer annyival csokken, mint amennyi az
algoritmusnal fellépd koltség.

e A tObbi esetben ® nem novekszik.

A fentiek alapjan azt kapjuk, hogy ®, — ®g < k- OPT(I) — (k — h+ 1) - HAZIUR(I), ahol ®, és P a po-
tencidlfiiggvény kezdeti és végsS értékei. Mivel a potencidlfiiggvény nemnegativ, ezért adodik, hogy (k —h +
1)HAZIUR, (1) < kOPT,(I) + Po.

Online forgalomiranyitas

A hél6zatot egy graf reprezentélja és minden e élnek van egy u(e) maximadlis felhasznalhaté sdvszélessége, az élek
szamat m-el jeloljiik. A feladat az, hogy sorban kérések érkeznek, a j-edik kérés egy (s;,¢;,7;,d;,b;) vektor, a feladat
pedig az s; pontbdl a ¢; pontba egy kivalasztott uton r; savszélességet lefoglalni d; id6tartamra a kérés megjelenésétdl
kezdve. Amennyiben a kérést elfogadjuk, a nyereség b;. A tovdbbiakban mindig feltessziik, hogy d; = oo minden j
kérés esetén. A feladat on-line, ami azt jelenti, hogy a kérés id6pontjdban nem tudunk semmit a késébbi kérésekrdl.
Két kiilonb6z6 modellt ismertetiink.

Terhelést Kiegyensilyozé modell: Ebben a modellben minden kérést el kell fogadni és a célfiiggvény az élek
taltelitettségének - ami a hozzajuk rendelt teljes savszélességnek és a megengedett maximdlis felhaszndlhaté sdvszé-
lességnek a hdnyadosa - a maximumanak a minimalizdlasa.

Nyereség maximalizalo modell: Ebben a modellben visszautasithatunk kéréseket, a teljes savszélesség egyetlen
élen sem lehet nagyobb, mint a megengedett maximalis sdvszélesség, a cél az elfogadott kérésekhez rendelt ny-
ereségek 0sszegének maximalizaldsa.

Az alabbiakban ismertetjiik az exponencidlis algoritmust. Az algoritmus pontos megfogalmazaséhoz és elemzéséhez
sziikségiink lesz az aldbbi jelolésekre. Minden elfogadott i kérésre a kéréshez lefoglalt utat P; jeloli. Legyen A az
algoritmus dltal elfogadott kérések halmaza. Ekkor az Io(j) = (Yica i< jccp, i) /u(e) érték azt adja meg, hogy a j-edik
kérés eldtt az e-n keresztiil lefoglalt sdvszélesség a megengedett sdvszélességnek mekkora része.



Az exponenciilis algoritmusok alapétlete, hogy minden élhez egy [.(j)-ben exponenciélis koltséget rendelnek, és
minimalis koltségli utat valasztanak. Az aldbbiakban részletesen ismertetjiik és elemezziik az exponenciélis algorit-
must a nyereségmaximalizdlé modellre.

EXP algoritmus a nyereség modellre:

Egy j kérés elbirdlasa:
1. Legyen c.(j) = ulel) ahol p egy a feladat paramétereitdl fiiggs konstans.
2. Vegyiik azt a P; utat s €s 1; kozott, amelyre

o
c(p) = Y, el
=L o
minimalis.
3. HaC(P;) <2mbj, akkor elfogadjuk a kérést és P;-n foglaljuk le a sadvszélességet, ha nem, akkor visszautasitjuk.
Megjegyzés: Amennyiben az algoritmusbdl csak az 1 és 2 lépéseket hajtjuk végre és minden kérést elfogadunk,
akkor a terhelést kiegyensulyozé modellre kapjuk meg az exponencidlis algoritmust.

Tétel Az EXP algoritmus 1/0(logu)-versenyképes, ha u = 4mPB, ahol B felss korlatja a nyereségeknek, tovabba

minden kérésre és élre teljesiil
1 r(j) 1
< —=< .
P~ u(e) ~ logyu




