Véletlenitett algoritmusok
Tegyiik fel, hogy van két doboz (A,B), amely egyike 1000 Ft-ot tartalmaz, a mésik iires. 500 Ft-ért valaszthatunk
egy dobozt, amelynek a tartalmat megkapjuk.

A feladat megolddsara két determinisztikus algoritmus hasznédlhaté vagy A-t vélasztjuk vagy B-t. Mindkét algo-
ritmus koltsége a legrosszabb esetben 500 (azon input esetén, amelyben nem taldltuk meg a pénzt).

Masrészt, ha egy olyan véletlenitett algoritmust haszndlunk, amely 1/2 valészintséggel vilasztja mindkét 1adat,
akkor mindkét inputra az algoritmus koltségének vérhat6 értéke 1/2-500+ 1/2 - —500 = 0.

Ilyen esetben, ha az algoritmus haszndl véletleniil generélt dontéseket, véletlenitett algoritmusrol besz€liink.

Ezen algoritmusok futdsa fiigg a véletlen dontésektdl, igy az algoritmus hatékonysdga (a kapott eredmény vagy a
futdsi 1d6) egy valdszinliségi véltozd, amelynek a varhat6 értékét szokds vizsgalni.

Véletlenitett online algoritmusok esetén a versenyképesség definicidjaban az A(I) valésziniiségi valtozé véarhatd
értékét hasznéljuk. Az inputot generdlalo ellenféltdl fiiggben 3 modellt definidltak

e hanyag fellenfél: az inputot az algoritmus véletlen dontéseinek eloszldsa ismeretében, de a dontések kimenetének
ismerete nélkiil kell megadja

e adaptiv online ellenfél: az input generalasa soran mindig megkapja az online algoritmus dontéseinek kimenetét
is, de az inputot az ellenfél is online oldja meg.

e adaptiv offline ellenfél: az input generdldsa sordn mindig megkapja az online algoritmus dontéseinek kimenetét
is, de az inputot az ellenfél offline az input végén oldja meg.

Sibérlés véletlenitett algoritmus
Véletlenitett algoritmus esetén az algoritmus koltsége egy valdszinliségi valtozd, a versenyképességi hanyados
definiciéjaban annak varhat6 értékét hazsnaljuk.

/////

1/2 valészintséggel a 3/4B id6pontig vér €s utdna vasarol, 1/2 valdészintiséggel pedig a B id6pontban.

Tétel Az algoritmus 15/8-versenyképes.

Bizonyitds: Vegylink egy tetszOleges inputot, jelolje I. Azaz I napig sieliink. Kiilonboztessiik meg a kovetkezd
eseteket.

e Hal<3/4B, akkor az optimdlis koltség I, tovabba R koltsége is I mindkét dontés esetén, igy az E(R(I))/OPT (I)
arany 1.

e Ha 3/4B <1 < B, akkor az optimdlis koltség I, tovabba R koltsége vagy B+3/4B — 1 vagy I. Tehat E(R(I)) <
1/2-7/4-B+1/2-1. Felhasznélva, hogy I > 3 /4B kapjuk, hogy E(R(I))/OPT(I) < (1/2-7/4-B+1/2-1)/I <
1/2-7/4-4/3+1/2=10/6.

e Ha B <1, akkor OPT (I) = B. Az R algoritmus koltsége pedig vagy B+ 3/4B — 1 vagy 2B — 1, igy E(R(I))
1/2-7/4-B+1/2-2-B = 15/8B. Kovetkezésképpen

E(R(I))/OPT(I) < 15/8.

IA

Lista karbantartas

BIT algoritmus Kezdetben minden elemhez hozzarendeliink egy bitet egymdstol fiiggetleniil egyenletes eloszlds
alapjan. Az i elemhez rendelt bit b(i). Ezt kovetGen, ha egy elemre meghivjdk a KERES algoritmust, akkor a
hozzérendelt bitet megvéltoztatjuk. Amennyiben a bit 0-rél 1-re valtozott, akkor az elemet a lista elejére vissziik.

1



Tétel A BIT algoritmus 1.75 versenyképes.

TIMESTAP algoritmus Az x elemet a KERES(x) miiveletet kdvetden a lista legelsd olyan eleme elé rakjuk a
listdban, amelyet legfeljebb egyszer kértek x utolsé kérése 6ta.

COMB algoritmus 4/5 valészintiséggel a BIT algoritmust hasznaljuk, 1/5 valészintiséggel a TIMESTAP algorit-
must.
Tétel A COMB algoritmus 1.6 versenyképes.
Lapozas
A véletlenitett bélyegz6 (RB) algoritmust a kovetkezdképpen definidlhatjuk.

Az RB algoritmus

1. Ha a kért lap a memoridban van, akkor amennyiben még jeloletlen megjelol;jiik.

2. Ha a kért lap nincs a memdridban, €s nincs mar jeloletlen lap a memoria- ban, akkor az 6sszes jelolést toroljiik.
Ezt kovetben vesziink egy jeloletlen lapot egyenletes elszolds alapjan a memoridbdl (az el6z6 1€pés miatt van
ilyen) a kért lapot ennek a lapnak a helyére berakjuk, majd megjeldljiik.

Tétel Az RB algoritmus 2Hy-versenyképes hanyag ellenfél ellen.

Vegylink egy tetszbleges I inputot, és rogzitsiink egy optimalis offline algoritmus, amit jeloljon OF F. Az inputot
bontsuk fazisokra ugyanigy, mint a determinisztikus esetben. Ekkor ismét teljesiil, hogy akkor kezdddik uj fazis,
amikor az RB algoritmus torli a bélyegeket a memoridban. Vegyiik észre, hogy a fazisok nem fiiggnek az algoritmus
véletlen dontéseitdl (a fazison beliili koltsége igen).

Jelolje a fazisok szdmat n. Most vizsgaljuk meg, hogy egy adott i-re mennyi RB varhat6 koltsége az i-edik
fazisban. Ennek meghatdrozdsahoz a fazis sordan kért lapokat két halmazba osztjuk. Réginek nevezziik azokat a lapok,
akik a fazis megkezdésekor RB memdridjaban voltak, ezek szamat jeldlje ;. A tobbi lapot (akik nem szerepeltek RB
memoridjaban) Uj lapnak nevezziik, ezek szama legyen u;. Minden 4j lap hibét okoz, és egyetlen lap sem okoz egynél
tobb hibét egy fazison beliil, igy azt kapjuk, hogy az 4j lapok 4ltal kapott hibdk szdma u;.

Most vizsgaljuk meg, hogy mennyi a régi lapok 4ltal okozott varhaté hibdk szdma. Nyilvanvalon egy régi lap
csak az els6 megjelenésénél okozhat hibét, pontosan, akkor ha a lapot az algoritmus mér kirakta a memoridjabél.
Vizsgéljuk meg ennek a valdszintiségét.

Tegyiik fel, hogy egy régi lap els6 megjelenésénél, a memoria tartalmaz x darab dj lapot és y darab megjelolt régi
lapot (ezeket mér szerepeltek a fazisban). Ekkor a k — y jeloletlen régi lap koziil egyenletes eloszlds alapjan x darab
nem szerepel a memoridban, igy annak a valdsziniisége, hogy a kért lap nem szerepel, azaz hibat okoz x/(k —y).
Tehat a lap éltali hibdk szamanak varhat6 értéke x/(k —y) < u;/(k—y).

Kovetkezésképpen a régi lapok altal varhat6 hibak szdma legfeljebb Z;":O u;/(k— j). Igy azt kapjuk, hogy az
algoritmus varhat6 koltsége a fazis sordn legfeljebb

u; + Z u,/(k—j) < u;Hj.
j=0

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy RB(I) < Y| u;H.

Most vizsgaljuk meg az optimdlis koltséget. Ehhez legyen d; azon lapok szdma, amelyek az i-edik fézis el6tt
szerepelnek az offline memaridban, de nem szerepelnek RB memoridjaban. Feltessziik, hogy di = 0, azaz ugyanazzal
a memoriadval kezdenek az algoritmusok. Hasznéljuk a d,,1 értéket is, ez az algoritmus befejezésekor fenndllo érték.

Legyen az offline algoritmus koltsége az i-edik fazisban OF F;. Mivel az i-edik fazisban pontosan azokat a lapokat
kérik, amelyek szerepelnek a végén RB memoridjaban, ezért minden lap, ami a fazis végén ezektdl kiillonbozik egy
hibat okoz az offline algoritmus szdméra. Kovetkezésképpen OF F; > d; 1.
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Maisrészt azon j lapok, amelyek nem voltak az offline algoritmus memdridjdban a fazis el6tt, a szdmadra is hibat
okoznak. Ezen lapok szama legaldbb u; — d;, igy azt kapjuk, hogy OF F; > u; — d;.
A két korldt alapjan adédik, hogy OF F; > (u; —d; +d;1) /2. Osszegezve ezeket az értékeket adodik, hogy

n

OFF (I Z wi—dy+dpi1)/2>( Z

i=1 i=1
Jatékelméleti hattér

Matrixjatékok: A matrixjatékok a kétszemélyes zérusosszegt jatékok. Amennyit az A jatékos nyer a B jatékos
elvesziti. A jatékot megadja a C nyereségmatrix, a sorok A stratégidi, az oszlopok B stratégidi. Az N;; mezd A
nyeresége, ha az i és j stratégidkat valasztjik.

Mixelt stratégiak: A jitékos nem egy stratégidt valaszt, hanem egy p = (pi,...,p,) valdszinliségi eloszlast
definidl a stratégidi halmazan. Hasonl6an B is egy g = (¢1, . . . ,gm) eloszlast vdlaszt. Ekkor p;-g; annak a val6szintisége,

hogy a jatékosok az i-edik és j-edik stratégiat valasztjak. Ezert a nyereség varhat6 értéke p! Cqg =YL Y i1 piCijq;

Kapcsolat az algoritmusokkal: Az A jatékos vélasztja a B online algoritmust, az A jatékos generalja az [ inputot.
A nyerességmatrix az A(I)/OPT (I), amit A maximalizalni, B minimalizalni akar. A B jatékosnal a tiszta stratégia
a determinisztikus algoritmusokat adja meg a mixelt a véletlenitett algoritmusokat. A mixelt stratégidi a véletleniil
generdlt inputoknak felelnek meg.
Minimax tételek a jatékelméletben

Neumann Minimax Tétel Barmely C matrix dltal megadott 2 személyes zérusosszegt jatékra,

max min p? Cg = minmax p’ Cgq.
P 4 q p

Ha p fixalt, akkor p’ Cq egy linedris fiiggvénye g-nak, és minimalizalt az 4ltal, hogy az a ¢ j 1 -re van allitva,
amihez a legkisebb egyiitthato tartozik ebben a linedris fiiggvényben. Tehdt ha B ismeri A p eloszlasét, akkor az 6

7~ s

optimalis stratégidja tiszta lehet. Ez forditva is igaz. Ez a minimax tétel egyszer(sitett vdltozatahoz vezet. Legyen ey
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egy egységvektor, 1-essel a k-adik poziciéban, a tobbi érték legyen 0. Igy a kovetkez tételt kapjuk:

Loomis Tétel: Barmely 2 személyes zér6osszegii, C matrix altal adott jatékra:

max min p Ce] minmax e; Cq
P q i

Kovetkezmények online algoritmusokra (Yao elv)

Feltessziik, hogy a P online probléma olyan, hogy adott méretre véges szamu inputtal, és véges szdmu determin-
isztikus algoritmussal rendelkezik. Ekkor a fentieknek megfeleléen a versenyképessége egy matrixjatékkal irhatéd
le.

Loomis tétele alapjan azt kapjuk, hogy a legrosszabb input eloszldsra esetére véve a lehet6 legjobb determin-
isztikus algoritmust ugyanazt a versenyképességet tudjuk elérni, mint a legjobb lehetséges véletlenitett algoritmussal
a legrosszabb determinisztikus inputon. Ennek kovetkezménye a Yao elv, amit gyakran hasznédlnak als6 korldtok
igazolaséra.

Yao elv Tehat azt kaptuk, hogy tetsz6legesen vélasztott input eloszldsra nézve az optimélis determinisztikus online
algoritmus varhat6 versenyképessége, alsé korlatot ad a véletlenitett online algoritmusok versenyképességére.
Sibérlés als6 korlat

Adjunk a Yao elv alapjdn egy als6 korlatot a sibérlési problémat megoldo véletlenitett algoritmusok versenyképességi
hanyadosédra. Haszndljuk a kovetkezd valdszintiségi input eloszlast. Az input legyen 1/2 valdszintiséggel T/2 és 1/2
valdszintiséggel 3/2-T.



Az els6 input esetén az optimdlis koltség T/2 a masodik esetében T. Yao elv haszndlatd- hoz meg kell hatdroznunk
azt az optimalis determinisztikus algoritmusra az A(I)/OPT (I) hanyados varhaté értékét. Vegyiink egy tetszGleges
determinisztikus online algoritmust. Ezt egyértelm{ien meghatdrozza egyetlen érték, ami azt adja meg hanyadik napot
kovetden vasarol silécet, ha addig nem fejezddik be a sielés. Jelolje az algoritmust meghatarozo értéket x.

Ha x < T /2, akkor az algoritmus koltsége mindkét lehetséges inputon x + T'. Tehat E(A(1)/OPT(I)) = 1/2(x+
T)/(T/2)+1/2(X+T)/T >3)/2.

Ha T /2 < x <3/2T, akkor az algoritmus koltsége az els6 lehetséges inputra T/2 a masodikrax+ 7', igy E(A(I)/OPT (1))
1/2(T/2)/(T/2)+1/2(x+T)/T >1/2+1/2-3/2=5/4.

Ha 3 /2T < x, akkor az algoritmus koltsége az elsG lehetséges inputra 7' /2 a mdsodikra 3 /27T, igy E(A(I)/OPT (I)) =
1/2(T/2)/(T/2)+1/2(3/2-T)/T =5/4.

Kovetkezésképpen minden determinisztikus online algoritmusra teljesiil, hogy az adott input eloszlds mellett
E(A(I)/OPT(I)) >5/4,1gy a Yao elv alapjan adédik, hogy nincs véletlenitett algoritmus, amelynek a versenyképességi
hédnyadosa kisebb lenne, mint 5/4.

Lapozas als6 korlat

Tétel Nincs olyan véletlenitett algoritmus a lapozdsi problémara, amely versenyképességi hanyadosa hanyag el-
lenfél ellen kisebb mint H.

Bizonyitas: A tétel bizonyitdsdhoz a Yao elvet haszndljuk fel. Tehat vehetiink egy tetszOleges valdszinliségi
eloszlast, és az azaltal generdlt inputon kell megvizsgdlnunk a legjobb determinisztikus online algoritmust.

Altalaban egy adott eloszldsra a legjobb determinisztikus algoritmus megtaldldsa igen nehéz feladat, igy az ilyen
esetekben gyakran hasznalt tlet olyan eloszlast vdlasztani, amelyen minden algoritmus ugyanazt a varhaté erdményt
éri el.

Most is ezt tessziik. Vegyiink k+1 kiilonb6z6 lapot és legyen I kérések egy olyan sorozata, amelyben n darab kérés
érkezik, melyek mindegyike egyenletes eloszlas alapjin vélaszt egy lapot a k+ 1 lap koziil.

Definidljuk a generalt sorozat fazisait, az el6z8 bizonyitdsokhoz hasonléan. Az i-edik fazis az LF D algoritmus
i-edik hibdjanal kezdddik és a kovetkezd hibat megel6z6 lapig tart. Ekkor LF D koltsége minden fazisban 1.

Most vizsgaljuk az adott fazis varhat6 hosszat. Akkor kdvetkezik be a kovetkezd hiba, amikor arra a lapra érkezik
a kérés, amit LFD kitett a memoridbodl, de ezt megel6z6en a tobbi lapra is kellett kéréseknek érkeznie.

Tehat egy fazis varhat6 hossza 1-el révidebb a legrovidebb olyan sorozat varhat6 hosszanal, amelyben mind a k+1
lapra érkezik kérés. Masrészt pontosan az ilyen sorozatok varhat6 hosszat vizsgaljak a kupon gyijtd problémaban (a
ladak, amibe a kupont rakjuk a lapok, amelyeket egyenletes eloszléds alapjan generaltunk).

Kovetkezésképpen egy ilyen legrovidebb sorozat varhaté hossza (k+ 1)Hy. . Azaz egy fazis varhaté hossza
(k+1)Hpy) — 1= (k+1)H.

Most vegyiik észre, hogy tetsz6leges online algoritmust véve minden 1épésben a hiba valdszintisége, igy varhato
értéke 1/(k+ 1). Tehat az online algoritmus varhat6 koltsége egy fazisban (k+ 1)Hy/(k+ 1) = Hy.

Tehat egy fazisra fazisra az online algoritmus vérhaté koltsége Hy-szor az offline koltség, amibdl kovetkezik az
allitas.



