Sorbaallitasok szama
Haény féleképpen lehet sorbadllitani az osztaly tanuldit?
Bemenet: a tanulok n szdma.
Kimenet: ahany félekeppen az n tanul6 sorbaallithato.
A rekurziv Osszefiiggések
P(n)=n-P(n—1),P(1)=1.
Egy T tomb kitoltésével megkaphatd

Permutacio (n)

T[1]:=1

for i=2 to n
T[i]=1iT[i-1]

Return T[n]

Zsebpénz
n Euro zsebpénzt kaptunk. Minden nap vesziink pontosan egy dolgot a kdovetkez ok koziil (zardjelben az ar szere-
pel) perec (1 Eu), fagylalt (2 Eu), csoki (2 Eu). Szamitsuk ki, hogy hanyféleképpen kolthetjiik el a zsebpénziinket!

e K(1)=1 (csak egy perecet vehetiink)
e K(2) =3 (vagy két perecet, vagy egy csokit, vagy egy fagyit vehetiink)

e K(n)=K(n—1)+2K(n—2) han > 3, (elsd alkalommal perecet, csokit vagy fagylaltot vehetiink).
Ismét egy K tomb kitoltésével kapunk megoldast

Zsebpenz (n)

T[1]:=1

T[2]:=3

for i=3 to n
T[i]=T[1i-1]1+2T[1-2]

Return T[n]

Particiéo probléma

Az n természetes szam egy particija olyan T = (ay,...,ax) sorozat, amelyre teljesiil:
-ay>ay> -2 a>0
- Zf:l ai=n

Jelolje P(n) az n szam Gsszes particidjanak szamat.
Particiészam szamité algoritmus

Jelolje P2(n,k) n azon particidinak szdmdt, amelyben minden elem legfeljebb k.
Ekkor a kovetkezd Osszefiiggések teljesiilnek:

o P2(1,k)=1,P2(n,1) = 1

o P2(n,n)=1+P2(n,n—1)

e P2(n,k) =P2(n,n) han <k

o P2(n,k) =P2(n,k—1)+P2(n—k,k)hak <n



e A megoldés: P(n) = P2(n,n)
Particio probléma rekurziémemorizalassal

A particiészam rekurziv algoritmusa Q(Z\/ﬁ ) miiveletet végez, pedig a megoldando részfeladatatok szama sokkal
kisebb O(n?).

A probléma, hogy bizonyos mér megoldott részfeladatokat az algoritmus nagyon sokszor tdjra kiszdmol.

Megoldas: jegyezziik fel a kiszamolt értéket, €s ha mar megvan nincs sziikség rekurziv hivasra.

PARTICIORM (n)
Return P2RM(n,n)
P2RM (n, k)
if T[n,k]>0 then return T[n, k]
if (k=1) Or (n=1) then ({T[n,k]:=1
return 1}
else if k>=n then {T[n,k]:=P2RM(n,n-1)+1
return T[n,k]}
else {T[n,k]:=P2RM(n,k-1)+P2RM (n-k, k)
return T[n,k]}

A futdsi id6 és tarigény O(n?).

Partici6 négyzetes tablazatkitoltéssel

A rekurziot teljesen kikiiszobolhetjiik tablazat-kitoltéssel. A T2[n k] tablazatelem tartalmazza a P2(n,k) részprob-
léma megoldésat.

A tdblazat elsd sora azonnal kitolthetS, mert P2(n, 1) = 1. Olyan kit6ltési sorrendet keresiink, hogy minden (n, k),
k > 1 részprobléma kiszdmitdsa esetén azok a részproblémdk, amelyek sziikségesek P2(n,k) kiszamitdsdhoz, mar
kordbban kiszamitottak legyenek.

Altalanosan, rekurziv Ssszefiiggéssel definidlt problémamegoldds esetén egy r (rész)probléma osszetevdi azok a
részproblémak, amelyek megoldasitdl r megoldésa fiigg. Tehdt a tdblazatkitoltés alkalmazdsahoz meg kell dllapitani a
részproblémaknak egy olyan sorrendjét, hogy minden r részprobléma minden 9sszetevdje elérébb alljon a sorrendben,
mint 7.

A rekurziv 6sszefiiggések megadjdk az osszetevoket:

P2(1,k) =1, P2(n,1) =1,

P2(n,n) = 1+P2(n,n-1),

P2(n,k) = P2(n,n) han <k,

P2(n,k) = P2(n,k-1)+P2(n-k,k) ha k < n.

Osszetevok:

P2(1,k)-nak és P2(n,1)-nek nincs dsszetevdje,

P2(n,n) dsszetevdje P2(n,n-1),

P2(n,k) 6sszetevGje P2(n,n), ha (n < k),

P2(n,k) 6sszetevéi: P2(n,k-1) és P2(n-k,k), ha (k < n).



Tehat a tablazat kitoltése (k-szerint) soronként balrdl jobbra haladé lehet. Az algoritmus futasi ideje és tarigénye
is O(n?).

ParticioDin (n)
for i:=1 ton T[i,1]:=1
for j:=2 ton
{T[j,j]=T[j,j—l]+1
for r:=j+1 to n
{p:=min(r-j, J)
Tlr,3):=T[r,3-11+T[r-J,pl}}
return T[n,n]

1. tdblazat. A particié algoritmus tabldzata
-l- -] -7

1
—_| NI W 1
— W K|
—| W[ | O\

2. tdblazat. A partici6 algoritmus teljes tabldzata

112357
112(3|5]6
11213415
1122313
{1111

Particié linearis tablazatkitoltéssel
Lathat6, hogy elegendd lenne a tablazatnak csak két sordt tdrolni, mert minden (n,k) részprobléma Osszetevoi

vagy a k-adik, vagy a k-1-edik sorban vannak. Sét, elég egy sort tarolni balrdl jobbra (n6vekvd n-szerint) haladé
kitoltésnél, mert amelyik részproblémat feliilirjuk (n-k,k), annak késdbb éppen az 1j értéke kell osszetevoként.

ParticioDin2 (n)
for i:=1 ton do T[i]:=1
for j:=2 ton
{T[31=T[3]1+1
for r:=j+1 ton T[r]:=T[r]+T[r-7]1}
return T[n]

Jardalefedés

7 vz

Szamitsuk ki, hogy hanyféleképpen lehet egy 3 x n egység méreti jardat kikovezni 1 x 2 méretd lapokkal!

A(n) a feladat megoldésa volt, B(n) azon jarddké, ahol a bal alsé sarok mér le van fedve.
A(1)=0,A2)=3ésA(n)=A(n—2)+2B(n—1)han>2.
B(1)=1,B(2)=0ésB(n)=A(n—1)+B(n—2) han>2.

Tehét a dinamikus programozds sordn is két egy A és egy B tombot toltiink ki.
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Jarda (n)
0

All]:=

A[2]:=3
B[1]:=1
B[2]:=0

for i:=3 to n
A[i]:=A[i-2]+2B[i-1]
B[i]:=A[i-1]+B[i-2]

return A[n]

A dinamikus programozas stratégiaja.

A dinamikus programozas, mint probléma-megoldasi stratégia az alabbi 6t 1épés végrehajtisat jelenti.
1. Az [optimdlis] megoldas szerkezetének elemzése.

2. Részproblémadkra és 0sszetevOkre bontds ugy, hogy az osszetevoktdl valo fiiggés kormentes legyen. Minden
részprobléma [optimdlis] megolddsa kifejezhetd legyen (rekurzivan) az dsszetevok [optimélis] megoldésaival.

3. Részproblémak [optimalis] megolddsanak kifejezése (rekurzivan) az dsszetevOk [optimalis] megoldasaibdl.
Az 1-3 pontok lényegében egy rekurziv algoritmus megtervezését jelentik.

4. Részproblémdk [optimdlis] megolddsdnak kiszdmitdsa alulrdl-felfelé haladva. (A részproblémadk kiszdmitési
sorrendjének meghatdrozdsa. Olyan sorba kell rakni a részproblémadkat, hogy minden p részprobléma minden dsszetevdje

elérébb szerepeljen a felsoroldsban, mint p. A részproblémadk kiszamitdsa a sorrendnek megfelel6en haladva, azaz
tablazat-kitoltéssel.

5. Egy [optimdlis] megoldas el6allitdsa a 4. 1épésben kiszamitott (€s tarolt) informacidkbol. Visszafejtéses vagy
feljegyzéses modszer.
Mikor érdemes dinamikus programozast hasznalni?

Optimalis résztruktaraji feladat: a probléma egy részfeladatanak optimalis megolddsa bnmagan beliil a tovabbi
részfeladatok optimalis megolddsait is tartalmazza.
Atfed§ részfeladatok: egy rekurziv algoritmus, ismételten visszatér ugyanazokra a részfeladatokra. (Oszd meg
€s uralkodj tipusu rekurziv algoritmusokndl dltalaban nincs ilyen probléma.)
Hatizsak feladat

Egy adott hatizsdkba targyakat akarunk pakolni. Adott n targy minden targynak van egy fontossagi értéke (f/i]),
és egy stlya (s[i]), a hatizsdkba maximum Osszesen S silyt pakolhatunk. Az s[i] és S értékek egészek. Szeretnénk
ugy valasztani targyakat, hogy az 6sszfontossag maximalis legyen. Tehat feladatunk, hogy kivalasszuk a targyaknak
olyan halmazai koziil, amelyekre az 6sszsily nem haladja meg S-t azt, amelyre maximaélis az 6sszfontossag.

Definiédljuk az F (i,W) fiiggvényt, mindeni=1,...,n, W =0,..., S értékre. Ez a fiiggvény azon hétizsdk probléma

optimalis fiiggvényértékét adja meg, amelyben a targyak listaja az elsO i targyat tartalmazza, és a hatizsak mérete W.
Ekkor a kezdeti értékekre F(1,W) = f[1], ha sy <W é&s 0 kiilonben. Masrészt a kovetkezo rekurzi6 teljesiil:

F(i+1,W)=max{F(i,W),fli+ 1]+ F(i,W —s[i+1])},
hasfi+1] <W.
Tovébba F(i+1,W) =F(i,W),has[i+1] > W,
A rekurzi6 valéban fennall. A részprobléma optimdlis megoldasdban vagy szerepel az i 4+ 1-edik targy vagy nem,
és ezen két eset maximuma adja az optimadlis célfiiggvényértéket.



Hatizsak
for x:=0 to s[1]-1 F[x,1]:=0
for x:=s[1] to S F[x,1]:=£f[1]
for i:=2 to n
{for x:=0 to S
{F[x][1]:= F[x][i-1]
if (s[i]<=x and F[x]

[1]<F[x-s[i]][1i-1]+f[1i])
then F[x][1]:=F[x-s[1]

]
1[1-1]+£[1]}}

KIIR
while (F[x][1]>0)
{while (i>=1 and F[x][i]==F[x][i-1])
{i=1i-1}
print "i"
X:=x-s[1i]
i:=1-1}

Példa:
A téargyak (suly, fontossdg) parokban (4,6) (3,5) (2,3) (2,3) a hdtizsék kapacitésa 8.

3. tablazat. A hatizsak megoldé algoritmus teljes tabldzata

0[0|3|5]6[8|9]11]|12
0[|0[3|5]6/8|9]11]11
0j|0(0|5]6|6|6]11 |11
0/0|0|0]|6|6/6] 6 |6
Megoldas: 4,3,1.
Tiikorszo

Egy sz6t tiikkorszonak neveziink, ha elére és visszafele olvasva is ugyanazt a sz6t kapjuk. Adjunk meg egy di-
namikus programozdasi algoritmust, amely meghatdrozza, hogy minimélisan hany betfit kell beszirni egy sz6ba, hogy
tiikkorszo legyen.

Legyen T, j] azon részprobléma megolddsa, amelyben tiikorszova kell tenni az i-edik karaktertdl a j-edik karak-
terig tartd szot.

Ekkor T'[i,i] = 0, hiszen az egy bet{ibdl 4ll6 sz6 az tiikorszo.

Tovébba Tli,i + 1] = 0, ha az i-edik és i+ 1-edik betlik megegyeznek, és T[i,i+ 1] = 1 egyébként. A tovébbi
értékekre a fliggvényérték rekurzivan szdmolhato.

Ha az i-edik karakter megegyezik a j-edikkel, akkor T'[i,j] = T[i + 1,j — 1]. Amennyiben nem egyeznek meg,
akkor valamelyik sz€Is6 karaktert fel kell venni a masik oldalra és ezzel a beszirassal egy tovdbbi részproblémara
vezetjiik vissza a feladatot. Ebben az esetben két lehet&ség koziil valasztjuk a jobbikat, igy ekkor

T[i,j] =min{T[i+1,/]+1,T[i,j—1]+1}

A rekurzi6 alapjan kiszamolhatoak a T'[i, j] értékek, és a megoldas a T[1,n] fiiggvényérték. Arra kell iigyelniink,
hogy mindig egy mar megoldott problémadra vezessiik vissza a feladatot, ez teljesiil, ha az értékeket novekvd j —i
érték alapjan szamoljuk ki.



Tukorszo
for i:=1 to n m[1i,1]=0
for z:=2 to n
{for i:=1 to n-z+1

{jr=itz-1
if S[i]=S[j] then m[i, j]:=m[i+1, j-1]
else if m[i, j-1]>m[i+1,j] then m[i, j]:=m[i+1,j]+1
else m[i, j]:=m[i,j-1]+1}}

return m[1l,n]

Leghosszabb kozos részsorozat

Egy sorozat, akkor részsorozata egy madsiknak, ha abbdl elemeinek elhagyasaval megkaphatd. A feladat két
sorozat X = (x1,...,X%u) és Y = (y1,...,y,) leghosszabb kozds részsorozatdnak meghatdrozasa.

A tovédbbiakban X; az X sorozat i hosszu prefixét jeloli X; = (x1,...,x;) és hasonldan jeloljiik a prefixeket az Y és
Z sorozatokra is.

Lemma: Legyen X = (x1,...,xy) ésY = (y1,...,yn) két sorozat és Z = (zj,...,z;) ezek LKR-je. Ekkor:
- Ha x,,, = yp,, akkor z; = x,, = y,, €s Zy_1 az X;,—1 és Y,,—1 sorozatok egy LKR-je.

- Ha x,, # yy,, akkor Z az X,,,_| és Y vagy az X és ¥,,_| sorozatok egy LKR-je.

Megoldas dinamikus programozassal:

Részprobléma: X; és Y; LKR-je. Az LKR hossza legyen c[i,j]. Nyilvanval6an c[0,j]=c[i, 0]= 0.

Rekurziv 0sszefiiggés: A lemma alapjan

0, hai=0vagy j=0,
cli,jl=qcli—1,j—1]+1, hax; =yj,
max{cli—1,j],cli,j— 1]} egyébként,
) Tablazatkitoltés: c[i,j]-hez hasznéljuk az c[i,j-1] és c[i-1,j] ért€keket, ezeknek kell meglenni a c[1,]] érték szamitasanal.
Igy a helyes kitoltési sorrend soronként minden sorban a nagyobb j érték felé.

A megoldas meghatarozasat feljegyzéses modszerrel oldjuk meg, S[i,j]-ben feljegyezziik, hogy mi volt az opti-
malis dontés c[i,j] szdmitdsakor.

LKR
for 1:=0 tom c[i, 0]:=0

for j:=1 ton <cl[0,3]:=20
for i=:1 tom
{for j:=1 to n
{if x[i]=y[]]
then {c[i,j]:=c[i-1,3-1]+1
S[i,j1:=2}
else if c[i-1,3]>= c[i, J-1]
then {c[i,Jjl:=c[i-1, ]
S[i,31:=1}
else  {c[i,3]:=c[i, 1]
S[i,J]:= 0}}}

Megoldas meghatarozasa
Ez a szakasz kitolti a ¢ és S tabldzatokat, a kifratds S alapjan egy rekurziv algoritmussal megtehetd.
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KIIR(i, )
if 1=0 or j=0 then return
if S[i, j1=2
then {KIIR(i-1,3-1)
Print "x[i]"}
else if S[i,j]=1 then KIIR(i-1,3)
else KIIR(i, j-1)

Példa Hatarozzuk meg az (a,b,b,a,b,a,b,a) és (b,a,b,a,a,b,a,a,b) sorozatok leghosszabb kozos részsorozatat!

4. tablazat. Az c

—

1,j] értékek tablazata

0[1]2[3[|4]|5|5/6[|6]|6
0[1]2]|3[|4]4|5/5]|5]|6
012|344 /4|5]|5]|5
012|333 /4(4]4/|5
0122333444
Oj1(1{2}2/2{3|3|3]3
O|1 (1222|2222
ojo(r{1rj1,r{1ryrj1j1
0/{0({0]|0]0O|0]0O[|0O]|0]O0

Tehédt az LKR hossza 6. Az LKR-t megkapjuk, ha felirjuk az S tablazatot, vagy visszafejtéssel, ahol az atlos
érték novekszik, ott van kozos betli. Az i-edik sor j-edik elemének, az X i-edik és az Y j-edik betiije felel meg.
Kovetkezésképp egy LKR (b,b,a,a,b,a).



