Gyakorlatokhoz emlékeztets

1. Bevezetd példak, sibérlés

1.1. Feladat Adott egy parkol6, ahol egy professzor a kocsijat tartja. A par-
kolohelyeket egy —n és n kozotti szdm azonositja, az azonositd szerint helyez-
kednek el balr6l jobbra. A professzor kijon az egyetemrdl a 0 parkolohelynél.
Nem tudja hol parkol, és meg akarja keresni a kocsijat. Adjunk egy konstans
versenyképes algoritmust, ami megtalélja a kocsit.

Megold: A kovetkezé algoritmusokat vizsgaljuk meg:

1.) A természetes algoritmus (el6bb valamelyik iranyba elmegy a parkolo
végéig, és ha nem taldlja meg a kocsit visszajon) nem konstans versenyképes,
mert a legrosszabb esetben a kocsi a masik oldal els§ parkol6jaban van, igy az
ALG/OPT arény 2n + 1.

2.) A kovetkezs gondolat, hogy a 2i-+1-dik fazisban elmegyiink jobbra az i-
edik helyig, majd onnan a 2i+2-dik fazisban balra az -i-edik helyig. Es ezeket a
fazisokat hajtjuk végre, amig meg nem talaltuk a kocsit. Ez az algoritmus sem
konstans versenyképes, hiszen ha a kocsi a —n helyen all, akkor az optimélis
koltség n az algoritmus koltsége 4 77 i + 3n = n(2n + 1).

3.) Ezt kovetSen adodik a gondolat, hogy kevesebb irdnyvaltoztatassal ke-
ressiik a kocsit. A 2i+1-dik fazisban elmegyiink jobbra az 2'-edik helyig, majd
onnan a 2i+2-dik fazisban balra az —2%-edik helyig. Es ezeket a fazisokat hajt-
juk végre, amig meg nem talaltuk a kocsit (értelemszertien, ha 2° > n, akkor
csan n-ig megyiink). Vizsgaljuk ezt az algoritmust, tegyiik fel, hogy a kocsi a k
helyen van. Legyen i olyan kitevs, amelyre 2! < |k| < 2¢+1. Ekkor az algoritmus
altal megtett lépések szama kisebb, mint 42;4:1 20 < 42172 < 16|k|, azaz az
algoritmus valéban konstans versenyképes.

1.2. Feladat Vegyiik a kovetkez§ véletlenitett algoritmust a sibérlési fela-
datra (a si vasarlasi ara T egység). Az R algoritmus 1/2 valoszintséggel a 3/4
T idépontig var és utana véaséarol, 1/2 valoszinidséggel pedig a T idépontban.
Igazoljuk, hogy az algoritmus 15/8-versenyképes.

Megold: Vegyiink egy tetszéleges inputot, jelolje I. Azaz I napig sieliink.
Kiilonboztessiik meg a kovetkezd eseteket.

Ha I < 3/4T, akkor az optimalis kéltség I, tovabba R koltsége is I mindkét
donteés esetén, igy az E(R(I))/OPT(I) arany 1.

Ha 3/4T < I < T, akkor az optimalis koltség I, tovabba R koltsége vagy
T +3/4T —1 vagy I. Tehat B(R(I)) < 1/2-7/4-T+1/2-1. Tehat felhasznalva,
hogy I > 3/4T kapjuk, hogy E(R(I))/OPT(I) < (1/2-7/4-T+1/2-1)/I <
1/2-7/4-4/3+1/2=10/6.

Ha T < I, akkor OPT(I) = T. Az R algoritmus koltsége pedig vagy T +
3/AT — 1 vagy 2T — 1, igy E(R(I)) < 1/2-7/4-T +1/2-2-T = 15/8T.
Kovetkezésképpen E(R(I))/OPT(I) < 15/8.



1.3. Feladat Adjunk a Yao elv alapjan egy als6 korlatot a sibérlési pro-
blémét megoldo véletlenitett algoritmusok versenyképességi hanyadosara. Hasznél-
juk a kovetkezs valoszintségi eloszlast. Az input legyen 1/2 valoszintiséggel T'/2
és 1/2 valoszintiséggel 3/2 - T.

Megold Els6ként vegyiik észre, hogy a két lehetséges input koziil, az els6
esetén az optimalis koltség T'/2 a masodik esetében T. Yao elv hasznalata-
hoz meg kell hataroznunk azt az optimélis determinisztikus algoritmusra az
A(I)/OPT(I) hanyados varhato értékét. Vegyiink egy tetszéleges determinisz-
tikus online algoritmust. Ezt egyértelmiien meghatarozza egyetlen érték, ami
azt adja meg hanyadik napot kovetGen vasarol silécet, ha addig nem fejez6dik
be a sielés. Jelolje az algoritmust meghatérozo értéket x. Kiilonboztessiink meg
hirom esetet = értékétdl fiiggsen.

Ha xz < T/2, akkor az algoritmus koltsége mindkét lehetséges inputon x + 7.
Tehat E(A(I)/OPT(I)) =1/2(z+T)/(T/2)+1/2(X +T)/T > 3/2.

Ha T/2 < x < 3/2T, akkor az algoritmus koltsége az els§ lehetséges inputra
T/2 a masodikra X + T, igy E(A(I)/OPT(I)) = 1/2(T/2)/(T/2) + 1/2(X +
T)/T>1/2+1/2-3/2=5/4.

Ha 3/2T < X, akkor az algoritmus koltsége az els6 lehetséges inputra T'/2
a masodikra 3/27T, igy E(A(I)/OPT(I)) =1/2(T/2)/(T/2)+1/2(3/2-T)/T =
5/4.

Kovetkezésképpen minden determinisztikus online algoritmusra teljesiil, hogy
az adott input eloszlas mellett E(A(I)/OPT(I)) > 5/4, igy a Yao elv alapjan
adodik, hogy nincs véletlenitett algoritmus, amelnyke a versenyképességi hanya-
dosa kisebb lenne, mint 5/4.

2. Lapozas és k-szerver

2.1. Feladat Igazoljuk, hogy a LFU (legkevésbé gyakorian hasznalt) lapozasi
stratégia nem versenyképes.

Megold: tegyiik fel, hogy kezdetben az si, ..., s, lapok vannak a memoria-
ban. Vegyiik a kovetkezs sorozatot: (s1)”,...,(sg)", (a,b)™ — 1. Ekkor LFU
az utolsé 2n-2 kérés esetén hibat okoz, hiszen mindig az a,b lapok valamelyi-
két rakja ki a memoriabol. Ezzel szemben az optiméis offline algoritmus b-t is
valamely s; lap helyére teszi be, és a teljes koltsége ketts hiba.

2.2. Feladat Legyen k = 3, tegyiik fel, hogy kezdetben {ires a memoria.
Hajtsuk végre az A, B,C, A, B, D, A, C, B sorozaton az LRU, FIFO, LFD algo-
ritmusokat.

Megold: A memoria tartalménak valtozasait irjuk fel, zaréjelben jelOlve,
hogy hanyadik kérést kdvetGen valtozott.

LRU: A,—,—(1), A,B,—(2), A,B,C(3), A,B,D(6), A,C, D(8), A,C, B(9).

FIFO: A,—,—(1), A, B,—(2), A,B,C(3), D,B,C(6), D,A,C(7), D, A, B(9)

LFD: A,—,—(1), A,B,—(2), A,B,C(3), A,D,C(6), (B,D,C(9), mivel B
az utols6 elem feltessziik, hogy LFD a els§ memoriahelyre teszi, hiszen nincs
tovabbi kérés egyetlen lapra sem.



2.3. Feladat Igazoljuk, hogy a lapozasi probléma a k-szerver feladat spe-
cialis esete.

Megold: Legyen a metrikus tér egy uniform (barmely két kiilonb6z6 pont
tavolsaga 1) tér, amelyben a pontok a lehetséges lapok. A gyorsmemoria cellait
feleltessiik meg a szervereknek, a szerver mindig azon a ponton van, amely lap az
adott cellaban szerepel. Konnyen lathato, hogy az igy kapott specidlis k-szerver
feladat ekvivalens a lapozasi probléméaval.

2.4. Feladat Az egyensily algoritmus viselkedése: Tekintsiik a kétdimen-
7i6s Euklideszi teret, mint metrikus teret. A pontok (z,y) valos szamparokbol
allnak, két (a,b) és (c,d) pontnak a tavolsiga \/(a — c)2 + (b — d)2. Legyen két
szerveriink, kezdetben a (0,0) és (1,1) pontokban. A kérések sorozata legyen az
(1,4), (2,4), (1,4) pontsorozat. Hajtsuk végre az EGYENSULY algoritmust!

Megold: A kiindulasi allapotban Dy = Ds = 0, s; = (0,0), s2 = (1,1).
Az els6 kérés az (1,4) pontban van. Ekkor D; + d((0,0),(1,4)) = V17 >
Dy+d((1,1),(1,4)) = 3, igy a masodik szervert hasznaljuk és a kérés kiszolgalasa
utan D1 = 0,D2 = 3, s1 = (0,0), s2 = (1,4) teljesiil. A masodik kérés utan
Dy + d((0,0),(2,4)) = v20 > Do +d((1,4),(2,4)) = 3+ 1 = 4, igy ismét
a mésodik szervert hasznaljuk, és a kérés kiszolgalasa utan D, = 0,Ds = 4,
s1 = (0,0), s2 = (2,4) teljesiil. A harmadik kérésnél Dy + d((0,0), (1,4)) =
VIT < Do +d((2,4),(1,4)) = 4+ 1 = 5, igy az els6 szervert hasznaljuk és a
kérés kiszolgalasa utan Dy = /17, Dy = 4, 51 = (1,4), so = (2,4) teljesiil.

2.5. Feladat Legyen a metrikus tér egy egyenes. Tegyiik fel, hogy harom
szerverlink van, s, so, s3 amelyek az egyenes 0, 1,2 pontjaiban helyezkednek el.
Hajtsuk végre a Dupla Lefeds (DL) algoritmust a 4, 2 pontsorozatra.

Megold: Az elsé kérésnél DL a legkozelebbi sg szervert kiildi a kérés ki-
szolgalasara. A tObbi szerver helye nem valtozik, a koltség 2 és a kérés ki-
szolgalasa utan a szerverek a 0, 1,4 pontokban lesznek. A mésodik kérésnél DL
a legkozelebbi sy szervert kiildi a kérés kiszolgalasara, de mivel a kérés masik
oldalén is van szerver, ezért s3 is megtesz egy egységnyi utat a kérés felé, igy a
koltség 2 és a kérés kiszolgalasa utan a szerverek a 0,2, 3 pontokban lesznek.

2.6. Feladat Igazoljuk, hogy a moho algoritmus, ami minden kérést a legko-
zelebbi szerverrel szolgal ki, nem versenyképes két szerver esetén az egyenesen.

Megold: Legyenek a szerverek kezdetben az A és B pontokban. A pontokat
valds szamokkal azonositjuk. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy A < B. Legyen C = B+ (B — A)/2. A kérések sorozata legyen (C, B)".
Ekkor a moh¢ algoritmus minden kérést a masodik szerverrel szolgal ki, igy a
koltsége 2n(B—A)/2. Masrészt barmely n esetén az optiméalis megoldas koltsége
legfeljebb 3(B — A)/2, az els kérést az elss szerverrel kiszolgalva tobbet nem
kell mozogni. Kovetkezésképp a MOHO(I)/OPT(I) hanyados végtelenhez tart,
ahogy n tart a végtelenbe.



3. Utemezés

3.1. Feladat Tekintsiik a hasonlé parhuzamos gépek esetét, ahol 3 darab gép
van és a sebességek s; = so = 1, so = 3. Vegyiik a kovetkezd I = (2,1,1,3,2)

adjuk meg a MOHO algoritmus 4ltal adott {itemezést.

Megold: Ekkor az elsé munka 2/3-kor fejezheté be az M3 gépen és az 1
id6pontban a tobbi gépen, igy Ms-hoz rendeljiikk. A kovetkez6 munka az 1
id6pontra fejezhetd be az Osszes gépen, igy M3 kapja, mivel ott a legkisebb a
megmunkalasi id6. A kovetkez6 munka az 1 id6pontra fejezheté be Mi-en és
Ms-n, és a 4/3 id6pontban az Mj gépen, igy M; kapja. A negyedik munka
Mi-en a 4, Ms-n a 3 idépontban fejezGdne be, az M3-on a 2 idépontban, igy
Ms-ra keriil. Végiil az utols6 munka M;-en 3, Ms-n a 2 idépontban fejez&dne
be, az Ms-on 8/3, igy Ms-re keriil.

3.2. Feladat Tekintsiik az altalanos parhuzamos gépek esetét, ahol 2 darab
gép van. Vegyiik a kovetkezs I = ((1,2),(1,2),(1,3),(1,3)) munkasorozatot,
ahol a munkik a megmunkalasi idévektorok altal vannak megadva. Adjuk meg
a MOHO algoritmus altal adott iitemezést.

Megold: Ekkor az els6 munka az 1 id6pontban fejezhets be az My gépen és
a 2 idépontban a méasodik gépen, igy M;-hez rendeljiik. A kévetkezd munka az
2 id6pontra fejezhetd be mindkét gépen, igy M; kapja. A kovetkez6 munka a
3 id6pontra fejezheté be mindkét gépen, igy ismét M; kapja. Végiil az utolsod
munka a 4 idépontra fejezhets be az M; gépen és a 3 idépontra fejezhets be az
M, gépen, igy az My géphez rendeljiik.

3.3. Feladat Tekintsiik két parhuzamos gép esetét. Legyen a munkak
sorozata a kovetkezé I = (1,0),(1/2,0),(1/2,0),(1,3/2),(1,3/2),(2,2), ahol a
munkéikat a (megmunkalasi id6, érkezési id6) parral adtuk meg. Adjuk meg az
Intervallum algoritmus &ltal adott {itemezést.

Megold: Az elsé iteracios részben az elsé harom munkat iitemezziik, egy op-
timAlis litemezés az els6 munkat az els6 géphez, a mésodik és harmadik munka-
kat a masodik géphez rendeli, és az 1 id6pontban befejezi a munkak végrehaj-
tasat. Utana, mivel nem érkezett Gj munka és nincs vége a sorozatnak varunk,
egészen a 3/2 id6pontig. Ekkor egy 0j iteracios rész kezdddik, az algoritmus
iitemezi a negyedik és 6todik munkakat az els§ és mésodik gépen, a munkakat
az 5/2 id6pontra fejezi be. Ekkor elkezd6dik a harmadik iteracios rész, és az al-
goritmus iitemezi a hatodik munkat valamely gépen, az [5/2,9/2] intervallumra.

3.4. Feladat Igazoljuk, hogy a P2|online|Cpq. (két egyforma gép, cél a
max befejezési id6 minimalizalasa) feladatra nincs c-versenyképes algoritmus
¢ < 3/2 értékkel.

Megold: Vegyiink egy tetsz6leges algoritmust. Legyen az input els§ két
munkijara a végrehajtasi id6 1. Ha az algoritmus ugyanazon a gépen iite-
mezi 6ket a sorozat véget ért A(I) = 2 és OPT(I) = 1 tehat az algoritmus
nem jobb, mint 2-versenyképes. Ha az algoritmus kiillonboz6 gépekre rakja a



munkékat, akkor egy tovabbi munka jon 2 végrehajtasi idével. Ezt kdvetGen
A(I) =3, OPT(I) = 2, igy az algoritmus versenyképességi hanyadosa legalabb
3/2. (LISTA két gépen 3/2-versenyképes, tehét jobb korlat nem adhato).

3.5. Feladat Igazoljuk, hogy a R2|online|C,,q. (két figgetlen gép cél a max
befejezési id6 minimalizalasa) feladatra nincs c-versenyképes algoritmus ¢ < 2
értékkel.

Megold: Vegyiink egy tetszoleges algoritmust. Legyen az input els6 munka-
jara a végrehajtasi vektor (1,1). Ha az algoritmus az els6 gépen iitemezi, akkor
a masodik munka vektora (1,2), igy A(I) = 2 és OPT(I) = 1 tehat az al-
goritmus nem jobb, mint 2-versenyképes. Ha az algoritmus a masodik gépre
rakja a munkat, akkor egy tovabbi munka jon (2, 1) végrehajtasi vektorral. Ezt
kovetSen ismét A(I) =2, OPT(I) = 1, igy az algoritmus versenyképességi ha-
nyadosa legalabb 2. (MOHO két gépen 2-versenyképes, tehat jobb korlat nem
adhato).

3.6. Feladat Igazoljuk, hogy ha a Pm||Cyq. feladatban minden munkara
teljesiil p; < Z ._1Dj/2m, akkor a LISTA algoritmus 1 + & —versenykepes

Megold: Legyen o = {j1,...,jn} tetszoleges munkasorozat rendre p1,...,pn
végrehajtasi id6kkel. Tekintsiik a LISTA algoritmus &altal kapott iitemezést.
Legyen j; az a munka, amely legkésébb fejezdik be. Vizsgéljuk ezen munka S;
kezdési idejét. Mivel egyetlen gép sem kezdte el a munkat {itemezni S; el6tt,
ezért minden gép sziinet nélkiil dolgozott az S; idGpontig. Ebb6l azt kapjuk,
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Maésrészt az optimalis {itemezésben is végre kell hajtani az Osszes munkét,
igy OPT (o) > —(ZJ 1 Pj)- Ezen becslések alapjan egybdl adodik, hogy

-1
LISTA(c) < (1+ 22— 2)OPT(0),
2m
amivel bizonyitottuk, hogy LISTA 1+ ”;—;ll—versenyképes ebben az esetben.
3.7. Feladat Igazoljuk, hogy a visszautasitésos iitemezési modellben az
RP(«) nem konstans versenyképes minden m-re.

Megold: Els6ként vegyilink egy listat, amely valamely nagy N-re Nm darab
targyat tartalmaz, amelyek mindegyike az (1,«) paraméterekkel rendelkezik.
Ekkor minden munkat elutasitunk, a koltség Nma. Ha elfogadjuk a munkaikat



pérhuzamosan iitemezhetiink és az {itemezés koltsége N. A két koltség hanya-
dosa ma.

Most vegyiink egy listat, amely egyetlen targyat tartalmaz, amelynek a pa-
raméterei (a + ¢,1). Ekkor a munkat elfogadjuk és iitemezziik a koltség 1. Ha
a munkat elutasitjuk a kdltség (a + ¢). Igy a két koltség hanyadosa 1/(a + ¢).

Tehat az algoritmus versenyképességi hanyadosa nem lehet kisebb, mint
max{ma,1/(a + ¢€), amely érték tart a /m értékhez, ha e tart 0-hoz, amivel
igazoltuk, hogy az algoritmus nem lehet konstans versenyképes minden m-re.

3.8. Feladat Igazoljuk, hogy ha az INTV algoritmusban az optimalis me-
goldés helyett mindig egy c-approximaciés megoldéast hasznalunk, akkor az al-
goritmus 2c-versenyképes.

Megold: Vizsgaljuk meg az INTV algoritmus 2-versenyképességének a bizo-
nyitasat. Ott a Ty +T5—To < OPT(I) és To — T < OPT(I) egyenlStlenségeket
hasznaltuk, ahol T3 a befejezési id6 T az utolsé T pedig az utolsé elGtti fazis
kezdete. Amennyiben a fazisokban c-approximacios algoritmusokat hasznalunk,
akkor mindkét egyenlétlenségben ¢- OPT (1) teljesiil felst korlatnak, és a feladat
allitasa kovetkezik.

3.9. Feladat Hajtsuk végre a TRP(1/2) algoritmust a kovetkezd munka-
sorozatra az 5 gépes visszautasitdsos iitemezési problémara: (6,1), (6,1), (9,2),
(9,2) (9,2), (18,4). A munkak a végrehajtasi id§ biintetés parokkal vannak me-
gadva.

Megold: Az els6 két munkara 6/5 > 1, igy az algoritmus az els§ lépésében
visszautasitja 6ket. A harmadik munkanal 9/5 < 2 de 9/2 > 2, igy az algoritmus
a masodik lépésben utasitja vissza. A negyedik munkanal 9/5 < 2de 9/2 > 2+2,
igy az algoritmus a masodik lépésben utasitja vissza. Az 6t6dik munkanal 9/5 <
268 9/2 <4+ 2, igy az algoritmus elfogadja. A hatodik munkénal 18/5 < 4 de
18/2 > 4 + 4, igy az algoritmus a masodik lépésben utasitja vissza.

3.10. Feladat Igazoljuk, hogy a visszautasitdsos iitemezési modellben két
gépre nincs kisebb versenyképességli hanyadossal rendelkezs algoritmus, mint
(14++/5)/2. Vizsgaljuk meg, mit kaphatunk a médszer kiterjesztésével tSbb gép
esetén.

Megold: Tegyiik fel, hogy egy algoritmus versenyképességi hdnyadosa kisebb,
mint (1 4 v/5)/2. Legyen az els6 munka ((1 4+ v/5)/2,1). Ekkor a munkat az
algoritmusnak vissza kell utasitani. A masodik munka legyen ((14 v/5)/2, (1 +
V5)/2). Ekkor az optimélis kdltség (1 + +/5)/2, az algoritmus koltsége (1 +
V5)/2 + 1, igy a két koltség hanyadosa (1 + v/5)/2, azaz azt kaptuk, hogy az
algoritmus versenyképességi hanyadosa mégsem lehet kisebb, mint (1 + v/5)/2.

Az altalanos esetben legyen c az 2™ ' + 2™ 2 + ... + 1 = x egyenlet
megoldasa.Tegyiik fel, hogy van olyan algoritmus, amelynek kisebb a verseny-
képességi hanyadosa, mint c¢. Vegyiik a kovetkezé munkasorozatot. Legyen az
i-edik munka (1,1/¢%) i = 1,...,m — 1 és az m-edik munka (1,1). Ha az algo-
ritmus az els6 m — 1 munka koziil valamelyiket elfogadja, akkor a sorozat véget
ér. Tegyiik fel, hogy a j-edik munkat fogadta elséként. Ekkor az algoritmus
koltsége 1+ S7-11/¢ az optimalis kéltseg S°7_, 1/¢%, igy a hanyados ¢, ami



ellentmondés. Tehat az algoritmus el kell fogadja az els6 m — 1 munkat igy a
koltsége fiiggetleniil attol, hogy az utolsé munkat elfogadja -e 1—&—2;1_11 1/ct, mig
az optimalis koltség 1. Tehat a hanyados ismét ¢, amivel ismét ellentmondashoz
jutottunk.

4. Ladapakolas

4.1. Feladat Egy ladapakolasi feladatrél tudjuk, hogy minden targy mérete
legfeljebb 1/5, igazoljuk, hogy ekkor a N F' algoritmus aszimptotikus versenyké-
pességi hanyadosa 5/4.

Megold: Mivel minden targy meérete legfeljebb 1/5, ezért az NF algorit-
mus &ltal kapott pakolasban, az utolsé lddan kiviil minden ladédban legalabb
4/5 a ladaba pakolt targyak méreteinek osszege (ellenkezs esetben meg belefért
volna a kivetkezs lada elsS eleme). Kovetkezésképpen ), ;a; > 4/5(NF(I) —
1). Masrészt mivel az optimaélis algoritmusnak is el kell helyeznie az Gsszes
targyat a ladakban, ezért OPT(I) > >, ;a;. Kovetkezésképpen NF(I) <
5/40PT(I) 4+ 5/4, amibdl kovetkezik, hogy ebben az esetben NF aszimptoti-
kusan 5/4-versenyképes.

Maésrészt ennél nem kisebb az aszimptotikus hényadosa, amint ezt a ko-
vetkezd példa mutatja. Legyen € > 0 egy nagyon kicsi szdm és legyen I, =
(1/5,1/5,1/5,1/5,£)°" (az inputban a fenti 6tos lista ismétlgdik 5n-szer). Erre
az inputra NF 5n ladat hasznal el, minden ismétlgdést kiilon ladaba rak. Az
optimalis megoldas megoldja az inputot 4n+1 ladaval, a 20n darab 1/5 keriil 4n
ladaba, és a kicsi targyak egy tovabbi laddba. Az NF(I,)/OPT(I,) hanyados
tart 5/4-hez, ahogy n és ezzel egyiitt OPT(I,) tart a végtelenbe, igy az allitas
mésodik felét is igazoltuk.

4.2. Feladat Legyen L; = 1/3,1/3,1/2,1/3 +¢£,1/6 — 2¢,1/3 és Ly =
1/3,1/3,1/2,1/3+¢,1/6 —2¢,1/6 4+ 2¢,1/6 — e. Hajtsuk végre az NF, FF, BF
ladapakolasi algoritmusokat ezeken a listdkon.

Megold: Az NF Li-en és Lo-n is az els6 ladéba rakja az els§ két elemet a
mésodikba a kovetkez harom elemet és a harmadikba a tobbit. FF az Li-en,
az els6 ladaba rakja az els6 ketts és az 6todik elemet, a masodikba a harmadik
és negyedik elemeket és egy harmadikba a hatodikat. FF az Lo-n, az els6 ladaba
rakja az els6 kettd, az 6todik és a hatodik elemet, a méasodikba a harmadik és
negyedik és hetedik elemeket igy két 1adat hasznal. BF az Li-en, az els6 ladaba
rakja az elsé kettd és a hatodik elemet, a masodikba a harmadik a negyedik és
otodik elemeket igy csak két 1adat hasznél. Ezzel szemben az Lo-n els6 ladaba
rakja az els§ kettd és a hatodik elemet, a masodikba a harmadik a negyedik és
0todik elemeket igy a hetedik elemhez egy harmadik l4dat kell kinyitnia.

4.3. Feladat Legyen két sorozatunk L, tartalmazzon n db 1/3 4+ ¢ méreti
targyat Lo tartalmazzon n darab 1/5 4 ¢ méretd targyat, ahol £ egy nagyon
kicsi pozitiv szam. Adjuk meg a lehetséges pakolasi mintakat.

Megold: A lehetséges minték:



(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0), (2,1).

4.4. Feladat Legyen két sorozatunk L; tartalmazzon n db 1/3 4 ¢ méretd
targyat Lo tartalmazzon n darab 1/2 4 ¢ meéretd targyat, ahol £ egy nagyon
kicsi pozitiv szam. Tegyiik fel, hogy n paros.

- Adjuk meg a lehetséges pakolasi mintakat.

- A mintakhoz rendelt valtozok alapjan irjuk fel a ladapakolési feladatot egy
egészértéki programozasi feladatként.

- A valtozok alapjan irjuk fel az IP médszernek megfelelGen az alsé korlatot
meghatarozé egészértékd programozéasi feladatot.

Megold: A lehetséges minték: (1,0), (2,0), (0,1), (1,1) a véltozok legyenek
T1,T9, T3, xs. Ekkor a feltételrendszer:

x1 + 2x9 + x4 = n (L targyai)

x3 + x4 = n (Ly targyai)
a célfiiggvény pedig az x1 + xo + x3 + x4 érték (ladak szdma) minimalizélésa.

Amennyiben als6 korlatot szamolunk, akkor meg kell hatdrozni mind az
online algoritmus mind pedig az optimalis offline algoritmus koltségét az L,
és Ly Lo listdkon. Az L, listan az online algoritmus koltsége x1 + xo + x4, €zen
mintédknak megfelels ladakat nyitja ki az algoritmus L; pakolasa sorédn. Az
optimaélis koltség pedig n/2, minden lada 2 elemet tartalmaz. Az Ly Lo listan az
algoritmus koltsége az x1 + x2 + x3 + x4 érték, az optimalis koltség n, minden
lada egy kisebb és egy nagyobb elemet tartalmaz. Tehat a fenti feltételrendszer
mellé a célfiiggvény

mzinmax{(zl +xo 4+ x4)/(n/2), (x1 + 22 + 3 + 4)/n}.

4.5. Feladat Vegyiik a savpakolési feladatra a kovetkezs téglalapok soro-
zatat: (1/2,3/4), (3/4,1/4),(3/4,5/8),(1/8,3/16). Hajtsuk végre az inputon
az NFS; algoritmust.

Megold: Az els6 targy 1 magassagu polcra keriil. Ekkor létrehozunk egy 1
magassagu polcot a sav legaljan, ez lesz az 1-magassagu aktiv polc, és ennek a
polcnak a bal sarkara helyezziik el a targyat. A masodik targy 1/4 magassagu
polcra keriil. Mivel nincs ilyen aktiv polc, ezért 1étrehozunk egy 1/4 magassagu
polcot az eléz6 1 magassagu polc tetején, ez lesz az 1/4-magassaga aktiv polc,
és ennek a polcnak a bal sarkara helyezziik el a targyat. A harmadik targy ismét
1 magassagu polcra keriil. Mivel az 1 magassagu aktiv polcon nem fér el, ezért
azt lezarjuk, és létrehozunk egy Gj 1 magassagu polcot az el6z6 1/4 magassagu
polc tetején, ez lesz az 1-magassagu aktiv polc, és ennek a polcnak a bal sarkara
helyezziik el a targyat. A negyedik targy 1/4 magassagu polcra keriil. Az 1/4
magassagu aktiv polcon még elfér a targy, ezért arra polcra rakjuk annyira balra
amennyire lehetséges a masodik targy mellé.

4.6. Feladat Vegyiik a nyujthatd sdvpakolasi feladatra a kévetkezd té-
glalapok sorozatat: (1/2,3/4),(3/4,1/4),(3/4,5/8),(1/8,3/16) (ugyanaz, mint
4.5.-ben). Hajtsuk végre az inputon az N F'S; /, algoritmust.



Megold: Az els6 targy 1 magassagu polcra keriil. Tehat az 4j mérete (3/8,1).
Ekkor létrehozunk egy 1 magassagu polcot a sav legaljan, ez lesz az 1-magassagu
aktiv polc, és ennek a polcnak a bal sarkira helyezziik el a targyat. A mésodik
targy 1/4 magassagu polcra keriil, és nem valtozik a mérete. Mivel nincs ilyen
aktiv polc, ezért létrehozunk egy 1/4 magassagi polcot az el6z6 1 magassagu
polc tetején, ez lesz az 1/4-magassaga aktiv polc, és ennek a polcnak a bal
sarkira helyezziik el a targyat. A harmadik targy ismét 1 magassagu polcra
keriil, tehat az Gj mérete (15/32,1) lesz. Az 1 magassagu aktiv polcon elfér,
ezért oda rakjuk balra amennyire lehetséges. A negyedik targy 1/4 magassagu
polcra keriil, ezért a méretét (3/32,1/4)-re valtoztatjuk. Az 1/4 magassagu
aktiv polcon még elfér a targy, ezért arra polcra rakjuk annyira balra amennyire
lehetséges a masodik targy mellé.

4.7. Feladat Hatarozzuk meg az offline savpakolasi probléma optimalis
megoldasat, ha a targyak nyujthatoak.

Megold: Az optimélis megoldés értéke nem lehet kisebb, mint a maximé-
lis magassaga a targyaknak. Tovabba az optiméalis megoldas értéke nem lehet
kisebb, mint az Gsszteriilete a targyaknak. Méasrészt ha T ezen két érték maxi-
muma (T = max{max;cr{hs}, > ;c; hiw;}) akkor az az algoritmus, ami minden
targyat pontosan T magassagira nyujt, egy T magassagui savban el tudja he-
lyezni az Gsszes targyat.

4.8. Feladat Igazoljuk, hogy a DUPLAZO algoritmus a nytjthaté téglala-
pok mellett nem jobb, mint 4 versenyképes.

Megold: Vegyiik a kovetkezs L; listat. Az elsé i téglalap legyen (1/4,27), j =
1,...,i, az utols6 pedig legyen (1/4,2+1). Végrehajtva az algoritmust, és meg-
konstrualva az optimalis offline megoldast azt kapjuk, hogy DS(L;)/OPT(L;) =
20+2 /(2% 4+ 1), ami tart 4-hez, amint i tart a végtelenbe.

4.9. Feladat A ladapakolési feladat esetén egy targy méretéhez a kovetkezd
sulyfiiggvényt rendeljiik:

62/5, ha0<z<1/6
92/5—1/10, ha1/6 <z <1/3
62/5+1/10, hal/3 <z <1/2
6x/5+2/5, hal/2<u.

Igazoljuk, hogy ha van olyan targy egy ladaban, amelynek a mérete nagyobb,
mint 1/2 akkor a lada tartalmara teljesiil a Y w(a;) < 1.7 egyenl6tlenség.

w(x) =

Megold: A feladatot esetszétvalasztassal oldjuk meg. Ha nincs a targyak
kozott 1/6 és 1/3 kozotti elem, akkor minden szorzo a sulyfliggvényben 6/5.
Maésrészt egy 1/2-nél nagyobb elem van és igy legfeljebb egy elemnek a meérete
nagyobb 1/3-nal. Kovetkezésképp a targyaknal a sulyfliggvényben szerepls ad-
ditiv tag legfeljebb 2/5+1/10, igy az sszstly legfeljebb 6/5+2/5+1/10 = 1.7.
Ha a targyak kozott egyetlen 1/6 és 1/3 kozotti elem, akkor legfeljebb egy 1/3
meéretd targy szorzoja 9/5 és minden mas targynal a szorzd a sulyfiiggvény-
ben 6/5. Maésrészt egy 1/2-nél nagyobb elem van és mar nincs olyan elem,



amelynek a mérete nagyobb 1/3-nal. Kovetkezésképp a targyaknal a sulyfiige-
vényben szerepld additiv tag legfeljebb 2/5 — 1/10, igy az osszsuly legfeljebb
9/5-1/3+6/5-2/3+2/5—1/10 = 1.7. Ha a targyak kozott ketts 1/6 és
1/3 kozotti elem, akkor ezek Gsszmérete legfeljebb 1/2, igy legfeljebb 1/2 Gssz-
méretd targy szorzoja 9/5 és minden mas targynal a szorzo a sulyfiiggvény-
ben 6/5. Masrészt egy 1/2-nél nagyobb elem van és mar nincs olyan elem,
amelynek a mérete nagyobb 1/3-nal. Kovetkezésképp a targyaknal a sulyfiige-
vényben szerepld additiv tag legfeljebb 2/5 — 2/10, igy az osszsuly legfeljebb
9/5-1/2+6/5-1/2+2/5—2/10 = 1.7. Mivel van egy 1/2-nél nagyobb targy
ezért harom vagy tobb targy mérete nem lehet 1/6 és 1/3 kozott, igy az allitast
igazoltuk.

4.10. Feladat Igazoljuk, hogy a savpakolasi feladatban nincs olyan algorit-
mus, amelynek a versenyképességi hanyadosa kisebb lenne, mint 3/2.

Megold: Vegyiink két targyat, mindketts mérete legyen (1/2,1/2). Amen-
nyiben az algoritmus gy helyezi el 6ket, hogy legyen olyan vizszintes egyenes,
amely mindkett6t metszi, akkor a sdv magassag legalabb 1, az optimalis sav-
magassag 1/2, igy az algoritmus nem lehet jobb 2-versenyképesnél. Ha az al-
goritmus Ggy helyezi el 6ket, hogy ne legyen olyan vizszintes egyenes, amely
mindkett6t metszi, akkor legyen a kovetkezd targy 1/2,1. Az els6 két elem el-
helyezkedése alapjan ebben az esetben az algoritmus koltsége legalabb 3/2, mig
az optimalis koltség 1, igy az allitast igazoltuk.

4.11. Feladat Egy nyujthato savpakolasi feladatrol tudjuk, hogy minden
targy magassaga legfeljebb 1, szélessége legfeljebb 1/5, igazoljuk, hogy ekkor a
NFS, algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa legfeljebb 5/4.

Megold Az aktiv polcok Gsszmagassagara vonatkozo konstans korlat ponto-
san ugy adodik, mint abban az esetben ha nem korlatozzuk a targyak szélsségét.
A lezart polcokra vonatkozo korlat pedig a NF algoritmusra vonatkozo korlét
kozvetlen kovetkezménye. Ez igy van ebben az esetben is, az eredeti bizonyitas-
ban a NF 2-versenyképességére vonatkoz6 indoklast kell kicserélni a speciélis
esetre vonatkoz6 gondolatmenettel.

4.12. Feladat Vegyiik azt az {itemezési feladatot, ahol a targyak nem csak
egy gépet kovetelnek meg a végrehajtasukhoz, hanem a j-edik targy végreha-
jtasahoz k; darab egymaés melletti gépet kell felhasznalni.

- Adjunk 2-versenyképes algoritmust arra az esetre, ha minden munka vég-
rehajtéasi ideje 1.

- Adjunk egy konstans versenyképes algoritmust az altalanos esetre.

Megold: Vegyiik észre, hogy ha minden munka végrehajtasi ideje 1, akkor
tekinthetjiik az idGegységeket laddknak a munkakat pedig olyan targyaknak,
amiknek a mérete k;. Tehat a feladat megfogalmazhat6 ladapakolasi feladat-
ként, amibdl adodik 2-versenyképes algoritmus (NF). Az altalanos esetben kezel-
jik a feladatokat téglalapként, aminek a szélessége k; hossza p;, és hasznéljunk
egy sévpakolasi polc (NFS vagy FFS) algoritmust. Mivel minden k; egész, ezért
a kapott megoldas valéban egy jo iitemezés lesz.



