1. Feladat Adott egy parkolo, ahol egy professzor a kocsijat tartja. A
parkolohelyeket egy —n és n kozotti szam azonositja, az azonosité szerint
helyezkednek el balr6l jobbra. A professzor kijon az egyetemrdl a 0 parkolo-
helynél. Nem tudja hol parkol, és meg akarja keresni a kocsijat. Adjunk egy
konstans versenyképes algoritmust, ami megtalalja a kocsit.

Megold: A kovetkezd algoritmusokat vizsgaljuk meg:

1.) A természetes algoritmus (el6bb valamelyik irdnyba elmegy a parkolo
végéig, és ha nem talalja meg a kocsit visszajon) nem konstans versenyképes,
mert a legrosszabb esetben a kocsi a masik oldal els6 parkoldjaban van, igy
az ALG/OPT arany 2n + 1.

2.) A kovetkez§ gondolat, hogy a 2i+1-dik fazisban elmegyiink jobbra
az i-edik helyig, majd onnan a 2i+42-dik fazisban balra az -i-edik helyig.
Es ezeket a fazisokat hajtjuk végre, amig meg nem talaltuk a kocsit. Ez
az algoritmus sem konstans versenyképes, hiszen ha a kocsi a —n helyen all,
akkor az optimélis kéltség n az algoritmus koltsége 4 7 i+3n = n(2n+1).

3.) Ezt kévetSen adodik a gondolat, hogy kevesebb iranyvaltoztatas-
sal keressiik a kocsit. A 2i+1-dik fazisban elmegyiink jobbra az 2i-edik he-
lyig, majd onnan a 2i+2-dik fazisban balra az —2-edik helyig. Es ezeket
a fazisokat hajtjuk végre, amig meg nem talaltuk a kocsit (értelemszeriien,
ha 2 > n, akkor csan n-ig megyiink). Vizsgaljuk ezt az algoritmust, te-
gyiik fel, hogy a kocsi a k helyen van. Legyen ¢ olyan kitevs, amelyre
20 < |k| < 27!, Ekkor az algoritmus altal megtett 1épések szama kisebb,
mint 4370} 27 < 42772 < 16|k, azaz az algoritmus valoban konstans verse-
nyképes.

2. Feladat A nyugtazasi feladatban a csomagok a 0,1/2,3/5,1,4/3 id6-
pontokban érkeznek. Adjuk meg az Ebreszt algoritmus viselkedését.

Megoldds Az elsé csomag a 0 idépontban érkezik, azaz a; = 0, ekkor
EBRESZT beéllitja az ébresztét az e; = 1 értékkel. A kovetkezd csomag
érkezési ideje ag = 1/2, ekkor még nem jart le az ébresztd, igy nem kiildtiink
nyugtat, tehat ujra allitjuk az ébreszt6t az eo = (1 — 1/2)/2 = 1/4 értékkel
az 1/2 4 1/4 id6pontra. A kévetkez6 csomag érkezési ideje az = 5/8. Ekkor
még nem jart le az ébreszté és nem kiildtiink nyugtat, igy djra allitjuk az
¢ébresztSt az e3 = (1 —5/8 —1/8)/3 = 1/12 értékkel az 5/8 4+ 1/12 id6pontra.
A kovetkezs csomag érkezési ideje ay = 1, mivel az 5/8 + 1/12 id6pontig
nem érkezett tjabb csomag, ezért abban id6pontban nyugtat kiildtiink, igy
az ébreszt6t az ey = 1 értékkel a 2 idépontra allitjuk be. A kovetkezs csomag



érkezési ideje a; = 4/3, mivel nem jart le az ébresztd, beallitjuk az j értékre
es = 1/3 az ébreszts idGpontja 5/3.

3. Feladat Vegyiik a nyugtazasi feladatnak azt a valtozatat, ahol a
célfiiggvény
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ahol k a nyugtdk szdma és v; = maxy, ,<a,<t,(f; — a;), a j-edik nyugta al-
tal Osszegytijtott maximalis késedelem. Igazoljuk, hogy van olyan optimalis
megoldas, amelyben ha a;—a;_1 > 1, akkor a;_1-et mar a; el6tt lenyugtazzuk.

Megoldds Vegyiink egy tetszGleges optimalis megoldast, ha ez a megoldas
a;_1-t nyugtdzza a; el6tt, akkor az &llitds nyilvanvaldéan igaz. KEgyébként
modositsuk ugy, hogy egy tovabbi nyugtat hozzavesziink az a;_, idépontban.
Vizsgaljuk meg a koltség valtozasait. Egyrészt a nyugtazasi koltség novekszik
1-el, masrészt a késedelmi koltség csokken a; — a;_1-el. Kovetkezésképpen az
igy kapott megoldas is optimalis.

4. Feladat Vegyiik a nyugtazasi feladatnak azt a valtozatat, ahol a
célfiiggvény
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ahol k a nyugtak szdma és v; = max,, | <a,;<i;(t; — @;), a j-edik nyugta éltal
Osszegytijtott maximéalis késedelem. Igazoljuk, hogy nincs olyan algoritmus,
amelynek a versenyképességi hanyadosa kisebb, mint 2.

Megoldds Vegyiik észre, hogy a teljes késedelmet hasznal6 célfiiggvény
esetén adott alsé korlat bizonyitasban, az online algoritmus mindig egy cso-
magot nyugtaz, az offline pedig 2-t, de ebbdl az egyiknek nincs késedelme.
Kovetkezésképpen az also korlat igazolasakor hasznalt inputon az ott vizsgalt
algoritmusokra a két célfiiggvény ugyanazt az értéket adja. Tehat a teljes ké-
sedelmre vonatkozé bizonyitas igazolja ezt az allitast is.

5 Feladat. Hajtsuk végre az optimalis megoldast megad6 dinamikus
programozasi algoritmust a kévetkezd inputon: 0,1/10,2/10,3/10, 4/10,6/10,
8/10,9/10.



Megoldds A dinamikus programozas altal kitoltott a késedelmeket szamito
tablazat (az elGadasban megadott képletek alapjan) a kovetkezs. Csak az els6
3 sort toltjiik ki, mert van olyan megoldas, amyel koltsége kisebb, mint 4.

0[1/10[3/10 [6/10 | 1 2 [32/10 ] 39/10
0 0 [1/10[2/10 | 4/10 [ 8/10 | 12/10 | 14/10
0] 0 0 |1/10]2/10 | 4/10 | 6/10 | 8/10

A segédtablazat azt tartalmazza hova kell rakni az utolsé el6tti nyugtat
(a képletben szereplé minimum helye).

0/0]0[0]0[0]0]O0
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011123343515
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Az elsé tablazat utolsd oszlopban levs elemeihez kell hozzaadni azt, hogy
hényadik sorban vagyunk (nyugtak szama), igy kapjuk meg a teljes koltséget.
Igy az optimalis megoldas az, ha két nyugtat hasznalunk és a koltség 2 +
14/10. A megoldas a segédtabla masodik sorabol kiolvashato: az elsé nyugtét
az b-dik, a masodikat a 8-dik csomagnal kiildjiik.

6. Feladat Vegyiik a nyugtazasi feladatnak azt a valtozatat, ahol a
célfiiggvény
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ahol k a nyugtdk szdma és v; = maxy, ,<a,<i,(t; — a;), a j-edik nyugta 4l-
tal Osszegytjtott maximalis késedelem. Adjuk meg az optiméalis megoldast
meghatarozo dinamikus programozéasi eljarast.

Megoldis Az I = aq,...,a, inputra jelolje F(r, k) az els6 r kérésnek k
nyugtaval valé nyugtazasa soran elérhet6 minimélis késedelem értékét. Az
F(n,k) értékek alapjan konnyen megkaphato az optiméalis koltség: venni
kell a k + F(n,k) értékek minimumat, ahol 1 > k > n egész. Az optiméa-
lis megoldas pedig mint dinamikus programozasnal altalaban visszafejtéssel
vagy a feljegyzéses modszerrel megkaphato. Tehat célunk az F(r, k) érté-
kek kiszdmitasara egy dinamikus programozési algoritmust megadni. Ehhez
kezdeti értékeket kell megadnunk és egy rekurziv Osszefiiggést.



Ha k£ = 1, akkor az egyetlen nyugtat az utols6 csomag érkezésekor kell
kiildeni. Tehat

F(r,1) =a, — ay.

Amennyiben k& > 1, akkor az utols6 nyugtat az a, idépontban kiildjiik.
Az utolso el6tti, (k-1)-dik nyugtat kiildhetjiik az a1, ag, ..., a,_1 idGpon-
tokban. Ha valamely a, id6pontban kiildjiik, akkor az els6 k — 1 nyugta
minimalis késedelme a definicio alapjan F(q,k — 1) a k-adik nyugta kése-
delme pedig a, — a,41. Kovetkezésképpen, ha k > 1, akkor

F(r,k)= min 1{maX{F(q, k—1),a, — ag1}}-

k—1<q<r—

A kezdeti feltételek és a rekurziv 6sszefiiggés alapjan soronkénti tablazat-
kitoltéssel megkaphatoak a F'(r, k) értékek.

7. Feladat Vegyiik a nyugtazasi feladatnak azt a valtozatat, ahol a
célfiiggvény
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ahol k a nyugtak szdma és v; = maxy, ,<q,<t,(t; — @;), a j-edik nyugta altal
Osszegyijtott maximalis késedelem. Adjunk meg egy 1-versenyképes algorit-
must, abban az esetben, ha az algoritmus mindig latja a kdvetkezs csomag
érkezési idejét.

Megoldds A 3-as feladatban igazoltuk, hogy az optimalis megoldas, akkor
kiild nyugtat egy a; id6pontban, ha a;.1 — a; > 1. Tehat az az algoritmus,
amely az a; id6pontban akkor és csak akkor kiild nyugtat, ha a;11—a; > 1 op-
timalis megoldast ad, azaz 1-versenyképes. Masrészt ennek megallapitasidhoz
elegendd ismerni a kovetkezd csomag érkezési idejét.

8. Feladat Vegyiik a nyugtazasi feladatnak azt a valtozatat, ahol a
célfiiggvény

k
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ahol k a nyugtak szdma és v; = maxy, , <q,<1;(t; — a;), a j-edik nyugta altal
Osszegyjtott maximélis késedelem. Adjunk meg egy 2-c-versenyképes algo-
ritmust, abban az esetben, ha az algoritmus mindig latja a kévetkez6 ¢ < 1
hosszt intervallumban a csomagok érkezési idejét.

Megoldds Legyen TLA az az algoritmus, amely akkor kiild nyugtat egy a;
kérést kovetGen, ha az elérenézd intervallum alapjan latja, hogy a;11 —a; >
1. Vegylink egy tetszGleges [ inputot és osszuk fazisokra. Legyen S; =
{a1, ..., arq)}, ahol k(1) az els6 olyan index, amelyre aj1)11 — aray > 1. A
tobbi fazis hasonléan definidlhatd Sj11 = {ak()+1,- - ., arj+1)}, ahol k(j +1)
az elsé olyan index k(j) utan, amelyre Ap(j+1)+1 — Gr(j+1) = 1. Az utolso
fazist az utols6 munka zarja. Ekkor az optimalis offline algoritmus, minden
fazis utolsé csomagjanal nyugtat kiild. Ezzel szemben TLA a fazis utolso
csomagja utan 1 — c egységgel észleli, hogy a fazis véget ért, igy, akkor kiild
nyugtat. Tehéat egy L hosszi fazisra vonatkozoan az optimalis koltség L+ 1,
TLA koltsége L +1 — ¢ + 1. Kovetkezésképpen a két megoldés hanyadosa
(L+2—¢)/(L+1)<(2—0¢)/1

9 Feladat. Hajtsuk végre a LIP algoritmust a kévetkezd inputon: 0, 1/10,
2/10,3/10,7/10,8/10, 11/10,12/10,13/10,23/10,24/10, ahol az algoritmus
elorelatasa ¢ = 12/10

Megoldds Az els6 blokk a 0,12/10 idgintervallum. Koénnyen lathato, hogy
ebben az optimalis megoldéas harom nyugtat kiild, egyet a 3/10 idépontban,
a méasikat a 8/10 idépontban, a harmadikat a 12/10 idépontban. A masodik
blokk a 13/10 idépontban kezdddik és ott véget is ér (utdna egy 1 hosszi
csomagmentes szakasz jon), igy egy nyugtat kiild a 13/10 id6épontban. Az
utolso blokk a 23/10 idéponttol tart, az algoritmus egy nyugtat kiild a 24/10
id6pontban.

10 Feladat. Igazoljuk, hogy nincs 1-versenyképes algoritmus a nyugtazasi
feladatra abban a modellben, ahol az algoritmus a kévetkez6 1 hosszu inter-
vallumban latja el6re a csomagok érkezési idejét.

Megoldds Vegyiik a kévetkezd inputkezdeményt 0,3/4. Ha az algoritmus
a 0 id6pontban nyugtat kiild, akkor a sorozat nem tartalmaz t6bb elemet,
igy a koltsége legalabb 2, az optimaélis koltség pedig 7/4 (egy nyugta a 3/4
idspontban). Igy ilyen algoritmus nem lehet 1-versenyképes. Ha az algorit-
mus nem kiild nyugtat a 0 idépontban, akkor jon még egy csomag az 5/4
idépontban. Az optimalis megoldas nyugtat kiild a 0 és 5/4 id6pontokban,
a koltsége 5/2. Tetsz6leges online algoritmusnak nyugtat kell kiildenie 5/4
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utan. Ha mas nyugtat nem kiild, akkor a késedelme legalabb 5/4 + 1/2, igy
a koltsége legalabb 11/4. Ha még egy nyugtat kiild, akkor azt nem kiildheti
az 1/4 id6pont el6tt, igy a késedelme vagy legalabb az 1/4 + 1/2 (ha kiilon
nyugtazzza az elsé csomagot) vagy legalabb 3/4, ha az els6 két csomagot
nyugtizza egyiitt. A koltsége mindeképpen legalabb 11/4, igy nem lehet
1-versenyképes.

11. Feladat Tegyiik fel, hogy £ = 10 és az adott pillanatban a HA
memoria harom lapot tartalmaz: gi-re s(g1) = 2,cr(g1) = 1, go-re s(g2) =
4,cr(ge) = 3, gs-re s(gs) = 3,cr(gs) = 3. Legyen a kovetkezd letoltendd
lap ¢4), amelyre s(gs) = 4,c(g4) = 4. Adjuk meg a HAZIUR algoritmus
viselkedését.

Megoldds Ekkor ez a lap nem fér el a HA memoridban, ki kell tenniink
lapokat. A HAZIUR algoritmus altal szamolt érték A = 1/2 (a cr/s értékek
minimuma) és a megvaltoztatott cr értékek (cr —s-A): er(g1) = 0,¢r(g2) =
1,er(gs) = 3/2, igy gi-et eltavolitjuk a HA memoriabol. Ekkor a g4 lap
még mindig nem fér el a HA memoéridban. Az 0j A érték A = 1/4 és
a megvaltoztatott cr értékek: cr(gs) = 0,cr(gs) = 3/4, igy a go lapot is
eltavolitjuk a HA memo6riabol. Ekkor mar van hely g, szamaéra, elhelyezziik
a memoridban a cr(gy) = 4 értékkel.

12. Feladat Tegyiik fel, hogy k& = 13 és az adott pillanatban a HA
memoria harom lapot tartalmaz: gi-re s(g1) = 2,cr(g1) = 1, go-re s(g2) =
4,cr(gs) = 2, gsre s(gs) = 6,cr(gs) = 3. Legyen a kovetkezd letoltendd
lap g4, amelyre s(gs) = 4,c¢(qs) = 4. Adjuk meg a HAZIUR algoritmus
viselkedését.

Megoldds Ekkor ez a lap nem fér el a HA memoriaban, ki kell tenniink
lapokat. A HAZIUR algoritmus 4ltal szamolt érték A = 1/2 és a megval-
toztatott cr értékek: cr(gy) = 0, cr(ge) = 0, cr(gs) = 0, igy mindharom lapot
eltavolitjuk a HA memoriabol, majd berakjuk gs-et beéllitva a cr(gy) = 4
értéket.

13. Feladat Tegyiik fel, hogy minden lapra s(p) = ¢(p) = 1. Adjuk meg
a HAZIUR algoritmus viselkedését.

Megoldds Ekkor minden p lapra a bekeriiléskor cr(p) = 1. Masrészt, ha
valamely lapok kreditjét csokkenteni kell, akkor minden lapra a cr/s arany 1,
igy a minden lapra a creditérték 0 lesz a csokkentés utan. Kovetkezésképpen
az algoritmus egyenként rakja a lapokat a memoridba, amig meg nem tolti (k
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darab lap lesz benne), majd ezt kovetSen, ha tele van és olyan lapot kérnek,
ami nincs benne, akkor kidobja az Gsszes lapot a memoriabél.

14. Feladat Vegyiik a torlodasszabalyozas problémajara a binéris keresés
algoritmusat. Igazoljuk, hogy a keresési koltségek Osszegének nagysagrendje
O(N%log N).

Megoldas Tegyiik fel, hogy a savszélességre adott N fels6 korlat 2 hatvéany.
Ekkor a binaris keresés algoritmusa log, N 1épésben kitalalja a szamot. Ha a
keresését egy binaris kereséfaval abrazoljuk, akkor a kereséfa i-edik szintjén
a lehetséges probak (2k +1)N/2¢, ahol k =0,1,...,2" — 1.

Vizsgaljuk meg egy adott k-ra a (2k + 1) N/2" probahoz tartozo koltsége-
ket. Az alatta levs értékek, ahol a tullépés miatt a teljes savszélesség elveszik
(2k)N /2%, (2k)N /20 + 1, (2k)N/2" + 2,...,(2k + 1)N/2¢ — 1. Ezen lehetsé-
gekre a teljes koltség ezen szamok Osszege, ami tobb, mint 2k(N/2%)(N/2%).
Kovetkezésképpen a teljes koltség a kereséfa i-edik szintjén legalabb

2i—1

> 2k(N/2°)(N/2') =~ N?/4.

Kovetkezésképpen az algoritmus teljes koltsége legalabb (log, N)N? /4.
Masrészt a maximalis keresési koltség ©(N log V), igy adodik, hogy a teljes
keresési koltség O(N?log N).

15. feladat Vegyiik a torlodasszabélyozas probléméjara a TCP algorit-
musét. Igazoljuk, hogy a keresési koltségek dsszege O(N3).

Megoldas Tegyiik fel, hogy a sévszélességre adott N fels¢ korlat paros.
Vizsgéljuk az N/2 +i (0 < ¢ < N/2) alaki szamok koltségét. Az elss
proba (N/2) koltsége i ( a nem kihasznalt savszélesség), majd ezt kovetGen
egyvenként noveljiik a proba értékeét, igy a koltségek ¢+ — 1,7 — 2,..., 1. Tehat
az elem megtalalasanak koltsége 37, j = i(i+1)/2. Kovetkezésképpen ezen
elemek kiszamolasanak teljes koltsége:

N/2—-1 N/2—-1
; i(i+1)/2>1/2 ; i = (N/2 — 1)(N/2)(N — 1)/6 = Q(N?).

Masrészt az el6adason lattuk, hogy a maximalis koltség, amely egy elem
kiszamitasahoz sziikséges a TCP algoritmus esetén ©(N?), igy a teljes koltség
nyilvanvaléan O(N?3).



16. feladat Tekintsiik azt a halozatot, amely 4 pontbol, (A, B, C, D) és
négy élbél (A, B), (B, D), (A, C), (C, D), all, ahol az élek maximalis sévszé-
lességére u(A, B) = 1, uw(B, D) = 3/2, u(A,C) = 2,u(C, D) = 3/2. Tegyiik
fel, hogy p = 10 és a j-edik kérés el6tt az eddig lefoglalt savszélességek 3/4
az A, B, D uton, 5/4 az A,C, D tton, 1/2 a (B, D) élen, 1/2 az (A, C') élen.
Legyen a kovetkezs kérés 1/8 savszélesség lefoglalasa A és D kozott, adjuk
meg az exponencialis algoritmus milyen profitok esetén fogadja el a kérést.

Megoldds Ekkor az 1.(j) értékek: {(apy(j) = (3/4) : 1 =3/4, li,p)(J) =
(3/4 +1/2) = (3/2) = 5/6, lacy(y) = (5/4+1/2) - 2 =17/8, licpy(j) =

(5/4) : (3/2) =5/6.
A két lehetséges utra a C(P) értékek

C(A,B,D) =1/8-10%* +1/12-10°/® = 1.265.

C(A,C,D)=1/16-107% +1/12-10°/° = 1.032.

A minimalis érték az 1.032. Tehat azt kell megvizsgalni, hogy 2mb; =
8b; érték nagyobb -e, mint 1.032. Koévetkezésképpen ha a profit legalabb
1.032/8 = 1.29, akkor a kérést az algoritmus elfogadja.

17. Feladat Igazoljuk, hogy amennyiben a nyereségmaximalizalo forga-
lomirényitasi modellben az r(j)/u(e) hanyadosokra semmiféle kiktést nem
tesziink, akkor nem adhaté meg konstans-versenyképes algoritmus.

Megoldas Vegyiink egy egyetlen élbél 4llo halozatot, ahol a savszélesség
1. Legyen az els6 kérés 1 — ¢ savszélesség a profitja 1. Ha az algoritmus nem
fogadja el a sorozat véget ér és az algoritmus nem versenyképes. Ha elfogadja,
akkor sok csomag érkezik 2e savszélességgel, és 1 profittal, amelyek koziil
méar egyet sme tud elfogadni. Az optimum az els§ csomagot visszautasitja,
és a tobbieket fogadja el, igy az algoritmus ez esetben sem lehet konstans
versenyképes.



