1. Fogalmak, definiciok

Mivel egy online algoritmusnak részenként kell meghozni a dontéseit a tel-
jes bemenet ismerete nélkiil, ezért egy ilyen algoritmustol nem varhatjuk el,
hogy a teljes informéciéval rendelkezd algoritmusok altal megkaphato opti-
maélis megoldést szolgaltassa. Azon algoritmusokat, amelyek ismerik a teljes
inputot off-line algoritmusoknak nevezziik.

Az online algoritmusok hatékonysagéanak vizsgalatara két alapveté modsz-
ert hasznalnak. Az egyik lehetGség az dtlagos eset elemzése, ebben az esetben
fel kell tételezniink valamilyen valoszintiségi eloszlast a lehetséges bemenetek
terén, és az erre az eloszlasra vonatkozo varhato értékét vizsgaljuk a célfiig-
gvénynek.

Ezen megkozelités hatranya, hogy altalaban nincs informécionk arrol,
hogy a lehetséges inputok milyen valoszintiségi eloszlast kovetnek. Mi az at-
lagos eset elemzésének témakorével nem foglalkozunk, hanem az elterjedtebb
versenyképességi analizis modszerét hasznéljuk.

A masik megkozelités egy legrosszabb-eset korlat elemzés, amelyet verseny-
képességi elemzésnek neveziink. Ebben az esetben az online algoritmus altal
kapott megoldas célfiiggvényértékét hasonlitjuk Ossze az optimalis off-line
célfiiggvényértékkel.

Egy online minimalizalasi probléma esetén egy online algoritmust C'-
versenyképesnek neveziink, ha tetszéleges inputra teljesiil, hogy az algorit-
mus altal kapott megoldas koltsége nem nagyobb mint C-szer az optimélis
off-line koltség. Egy algoritmus versenyképességi hanyadosa a legkisebb olyan
C szédm, amelyre az algoritmus C-versenyképes.

A tovabbiakban egy tetszéleges ALG online algoritmusra az I inputon
felvett célfiiggvényértéket ALG(I)-vel jeloljik. Az I inputon felvett opti-
malis off-line célfiiggvényértéket OPT (1)-vel jeloljiik. Hasznalva ezt a jelolés-
rendszert a versenyképességet minimalizalasi problémékra a kévetkezGképpen
definialhatjuk.

Az ALG algoritmus C-versenyképes ha ALG(I) < C' - OPT(I) teljesiil
minden [ input esetén.

Szokas hasznalni a versenyképesség tovabbi két valtozatat. Egy minimal-
izalasi probléma esetén az ALG algoritmus enyhén C-versenyképes ha van
olyan B konstans, hogy ALG(I) < C-OPT(/) + B teljesiil minden I input
esetén.

Egy algoritmus enyhe versenyképességi hanyadosa a legkisebb olyan C
szam, amelyre az algoritmus enyhén C-versenyképes.



A fentiekben a minimalizélasi problémakra definidltuk a versenyképességi
analizis fogalmait. A definiciok hasonléan értelmezhetGek maximalizalasi
problémak esetén is. Ekkor az ALG algoritmus C-versenyképes ha ALG(1) >
C'-OPT(I) teljesiil minden I input esetén, illetve enyhén C-versenyképes ha
valamely B konstans mellett ALG(I) > C' - OPT(I) + B teljesiil minden
inputra.

2. Nyugtazas

A szamitogépes halozatok kommunikacioja soran a kiildé a cimzettnek adat-
csomagokat kiild. Amennyiben a kommunikécios csatorna nem teljesen meg-
bizhato (pl vezeték nélkiili), akkor lényeges a csomagok megérkezésérdl a
cimzettnek nyugtat kiildeni, igy lehet6vé tehetd az elveszett adatcsomagok
djrakiildése. A nyugtézéasi probléma soran felmeriilg kérdések egyike, hogy
mikor nyugtazzuk a csomag megérkezését. Egy nyugtaval tobb csomag megér-
kezését igazolhatjuk. Minden csomagra kiilon nyugta kiildése nagy mérték-
ben novelné a kommunikéiciés csatorndk telitettségét. Masrészt, a nyugta
kiildésével hosszan varakozni sem lehet, hiszen az igazolas késedelme a cso-
mag ujrakiildéséhez vezethet, ami ismét a csatorna tultelitettségét ered-
ményezheti. A nyugtakiildések idejének megéllapitdsara az els6 optimal-
izalasi modellt Dooly, Goldman és Scott fejlesztették ki 1998-ban. Az alab-
biakban ismertetjiikk az altaluk kifejlesztett modell 1ényegét és az alapvets
eredményeket.

A nyugtazasi probléma matematikai modelljében az inputot a csomagok
ai, ..., a, érkezési idejei adjék. Az algoritmusnak meg kell hataroznia mikor
kiild nyugtakat, ezeket az id6pontokat t1, ..., t; jeloli. A nyugtazasi probléma
koltségfliggvénye:
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ahol k a nyugtdk széma és v; = 3, | 4,<,(t; — i), a j-edik nyugta dltal
Osszegytijtott teljes késedelem. A probléma online, azaz egy adott ¢ idépont-
ban csak a t-ig megérkezett csomagok érkezési idejeit ismerjiik és nincs semmi
informécionk a tovabbi csomagokrol.

A probléma megoldasara az ébreszté beéllitasan alapuld algoritmusokat
dolgoztak ki. Egy ébresztd algoritmus a kévetkezSképpen miikodik. Az a;
csomag érkezésekor beallitunk egy ébreszt6t valamilyen a; + e; idSpontra.



Ha az a; + e; id6pontig nem érkezik 1j csomag, akkor az a; + e; id6pontban
nyugtat kiildiink, egyébként az a;i; érkezésekor atallitjuk az ébresztét, egy
aj+1 + ejy1 id6pontra. Az alabbiakban egy ébreszté algoritmust elemziink
részletesebben, azt az algoritmust, amely tgy allitja be az ébresztst, hogy
az elsé nyugtazatlan csomagtol legyen a teljes késedelem koltsége 1. Ezt az
algoritmust EBRESZT algoritmusnak nevezziik. A fenti szabély azt jelenti,
hogy az altalanos definicidban az e; érték a kévetkezd egyenlet megoldésa:

1= |O'j|€j -+ Z (CL]' — CLi) .
a;€0;

Az algoritmus versenyképességére teljesiil a kivetkezs allitas.

Tétel Az EBRESZT algoritmus 2-versenyképes.

Biz Tegyiik fel, hogy az EBRESZT algoritmus k darab nyugtat kiild. Ezek
a nyugtak k darab intervallumot hataroznak meg. Az algoritmus koltsége
legfeljebb 2k, hiszen k a nyugtakbol keletkezé koltség, és az algoritmus gy
allitja be az ébresztSt, hogy a teljes késedelembdl adodé koltség minden
nyugtara pontosan 1 legyen.

Legyen k* az optimélis off-line algoritmus altal kiildétt nyugtak szama.
Ha k* > k, akkor OPT(I) > k = EBRESzT([)/2 nyilvianvaléan teljesiil és
adodik, hogy az algoritmus valoban 2-versenyképes. Amennyiben k* < k,
akkor az EBRESZT algoritmus nyugtai altal meghatarozott k koziil legalabb
k —Ek* intervallumban OPT-nak nincs nyugtaja ez legalabb k — k* késedelem-
bél szarmazo koltséget jelent OPT szaméra, igy ismét OPT(I) > k adodik,
amely egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy az algoritmus 2-versenyképes.

A fentiekben ismertetett EBRESZT algoritmus a lehetséges legjobb algo-
ritmus a versenyképességi analizis szempontjabol, hiszen miként a kévetkezs
allitas mutatja nem létezik olyan algoritmus, amelynek kisebb lenne a ver-
senyképességi hanyadosa.

Tétel Nem létezik olyan online algoritmus az online nyugtdzdsi prob-
lémara, amelynek kisebb a versenyképességi hdnyadosa, mint 2.

Biz Vegyiink egy tetszdleges online algoritmust, jelolje ONL. Tekintsiik
a kovetkezd inputot. Vegyiik csomagok egy hosszii sorozatat, amelyet ugy
kapunk, hogy minden esetben, amikor ONL egy nyugtat kiild azonnal egy
1j csomag érkezik. A szamitasok egyszertsitéséhez feltessziik, hogy az 1j
csomag érkezéséig eltel6 nagyon rovid id6 0, ennek ellenére az 1ij csomagot a
nyugta nem nyugtézza. (Ez a feltétel elkeriilhetd lenne kicsi € > 0 értékek



hasznalataval.) Ekkor egy 2n csomagbol allo sorozat esetén az online algo-
ritmus koltsége ONL(Iy,) = 2n + t9,, hiszen a nyugtakbol adodo koltsége
2n, és az i-edik nyugtanal felléps késedelem t; — t;_1, ahol a tg = 0 értéket
hasznéljuk.

Vizsgaljuk meg a kovetkezs két algoritmust, ODD a péaros sorszamu
csomagok utén kiild nyugtat, EV pedig a paratlan sorszamu csomagok és
kozvetleniil az utolso, 2n-edik csomag utan.

Ekkor ezen algoritmusok koltségei

n—1

EV(IQn) =n-+ Z(t2i+1 — tgi) + 1 ,
=0

és

ODD =n+ ) (ty —tai1) .
i=1

Kovetkezésképpen EV (1y,)+ODD(1y,) = ONL(1y,)+1. Masrészt az op-
timalis off-line algoritmusra OPT(Iy,) < min{EV(Iy,), ODD(ls,)}, igy azt
kapjuk, hogy ONL(/y,)/OPT(15,) > 2—1/OPT(ls,). Masrészt ezen egyen-
I6tlenség alapjan adodik, hogy ONL nem lehet jobb, mint 2-versenyképes,
hiszen elegendGen hosszu sorozatat véve a csomagoknak az OPT([y,) érték
tetszblegesen nagy lehet.

A fenti allitasok mutatjak, hogy az EBRESZT algoritmus a lehetd legkisebb
versenyképességi hanyadossal rendelkezik. Ezt az okozza, hogy az ébresztét
arra az értékre allitjuk be, amely minimalizalja a versenyképességi hanya-
dost. Felmeriil a kérdés, hogy mas értékek nem adnanak- e jobb eredményt
az atlagos esetben, valos adatokon. A kovetkezd algoritmus megprobélja
megtanulni az optimalis értékét az ébreszts beallitasanak.

Az algoritmus fazisokban dolgozik, minden fazis k nyugtaig tart. Minden
fazisban egy ébreszt6 tipusu algoritmust hasznélunk. Az ébresztét gy al-
litjuk be, hogy az ébreszts idépontjaban a teljes késedelem p legyen, jelolje
ezt az algoritmus EBRESZTP. Az els6 fazisban p = 1, azaz az EBRESZT al-
goritmust hasznaljuk, utana p-t mindig arra az értékre allitjuk be, amelyik a
legjobb megoldast adja az utols6 10k csomagra nézve.

Az optimélis p érték meghatarozasahoz az alabbi lemma ad segitséget.

Lemma Az optimdlis p értékre teljesil, hogy van olyan nyugta, amelyet
kozvetlendil valamely csomag érkezésekor kildink.



Biz: Vegyiink egy tetsz6leges I input sorozatot és tekintsiink egy olyan
p értéket, amelyre nem teljesiil a lemmaban megadott tulajdonsag. Jelolje
k az EBRESZT, algoritmus altal kiildétt nyugtdk szamét. Az algoritmus
definicidja alapjan adodik, hogy minden nyugta teljes késedelme p, igy a
teljes koltség k(1 + p).

Mivel egyetlen nyugtat sem kiildtiink valamely csomag érkezési idGpont-
jaban, ezért 1étezik olyan kicsi € > 0, hogy az EBRESZTp_E algoritmus esetén
minden nyugta pontosan azokat a csomagot nyugtazza, mint az EBRESZTp
algoritmusnal. Masrészt ezen algoritmus esetén a teljes koltség k(1 +p — ¢),
igy p nem lehetett optimalis.

Tehat az aldbbi algoritmus meghatarozza az optimalis p értéket.
SimpleOpt Algoritmus
e Inicializdldas Legyen p* =1 és Z = oo.

e Keresés Minden 1 <7 < 7 <n esetén

— Legyen p := Y"1 _.(a; — a;).
— Hajtsuk végre az EBRESZTP algoritmust az inputon, legyen a nyugtak
szama k.

— Ha k(1 +p) < Z akkor p* :=p és Z := k(1 + p).
e Return p*

A keresés O(n?) iterdciot hajt végre és minden iteracidban a mésodik
lépés idGigénye ©(n) a tobbi konstans, tehat az algoritmus idsigénye ©(n?).

A tanul6 algoritmus majdnem 20 szazalékkal kisebb koltséget adott valos
inputokon végrehajtott tesztekben, mint az EBRESZT algoritmus.

Az offline feladat megoldhat6 dinamikus proramozéssal. Az [ = aq, ..., a,
inputra jelolje F(r, k) az elsé r kérésnek k nyugtéaval valé nyugtazasa soran
elérhet6 minimalis késedelem értékét. Az F'(n, k) értékek alapjan kénnyen
megkaphatd az optimaélis koltség: venni kell a k + F(n,k) értékek mini-
mumat, ahol 1 > k > n egész. Az optimélis megoldés pedig mint di-
namikus programozéasnal altaldban visszafejtéssel vagy a feljegyzéses mod-
szerrel megkaphat6. Tehat célunk az F(r k) értékek kiszamitasara egy di-
namikus programozasi algoritmust megadni. Ehhez kezdeti értékeket kell
megadnunk és egy rekurziv Osszefiiggést.



Ha k = 1, akkor az egyetlen nyugtat az utols6 csomag érkezésekor kell
kiildeni. Tehat

T

F(r,1) =Y (a, — a).
i=1
Amennyiben k£ > 1, akkor az utols6 nyugtat az a, idépontban kiildjiik.
Az utolso elstti, (k-1)-dik nyugtat kiildhetjiik az a1, ag, ..., a,_1 idSpon-
tokban. Ha valamely a, id6pontban kiildjiik, akkor az els6 k — 1 nyugta min-
imélis késedelme a definicié alapjan F'(¢q, k — 1) a k-adik nyugta késedelme
pedig >i_, 1 (a, — a;). Kovetkezésképpen, ha k > 1, akkor

Fool) =, s (Flok=1)+ 3 (o -}
A kezdeti feltételek és a rekurziv Osszefiiggés alapjan soronkénti tablazat-
kitoltéssel megkaphatoak a F'(r, k) értékek.

Erdekes kérdés, hogy lehet -e 2-nél kisebb versenyképességet elérni, ha az
algoritmus valamennyi extra informaciot kap. Igazolhato, hogy tetszéleges N
konstansra nem elegendd informacié az elkovetkezé N csomag érkezési idejét
ismerni ahhoz, hogy 2 versenyképesnél jobb hanyadost algoritmust kapjunk.
Az aldbbiakban egy olyan algoritmust (LIP) adunk meg, amely egy adott ¢
hosszu intervallumban elére latja a csomagok érkezési idejét.

Az algoritmus blokkokra bontja az inputot és minden blokkra a cso-
magokat az optimalis offline megoldés alapjan nyugtazza. A blokk mindig
az els6 nyugtazatlan csomagnal kezdddik. Els6ként megvizsgaljuk, hogy van
-e két egymast koveté csomag az a;,a;11 a ¢ hossza intervallumban, ame-
lyekre a;,1 — a; > 1 teljesiil. Ha van ilyen par, akkor a blokk az elsg ilyen
a; csomagnal véget ér, egyébként a blokk hossza c. LIP meghatarozza az
optimalis offline megoldést a blokk csomagjaira és ennek megfelelGen kiildi a
nyugtakat.

Tétel LIP 1+ 1/c-versenyképes.

Biz Vegyiink egy tetszéleges I inputot és osszuk fazisokra. Legyen S =
{a1,..., arq)}, ahol k(1) az els6 olyan index, amelyre ayqy11 — apq) > 1. A
tobbi fazis hasonloan definialhaté S;i1 = {ar()11, - - - ar+1)}, ahol k(j + 1)
az els6 olyan index k(j) utan, amelyre aj(j41)41 —akj+1) = 1. Az utolso fazist
az utols6 munka zarja. Ekkor van olyan optimaélis offline algoritmus, amely



minden fazis utolsé csomagjanal nyugtat kiild. (Ha a fazis utolso csomagjat a
kovetkezd fazisban nyugtazza, akkor a késedelmi koltség novekedése legalabb
1.) Masrészt egy fazis utolsod csomagja szintén utolsé csomagja valamelyik
blokknak is, igy LIP is kiild nyugtat a csomag érkezésekor.

Vegyiink egy tetszGleges S; fazist. Legyen r a benne szerepld blokkok
szamat. Vegyiink egy optimaélis megoldasat a fazisnak. Ha kiegészitjiik r — 1
tovabbi nyugtéaval, akkor egy olyan megoldést kapunk, amely minden blokk
végén nyugtat kiild. Masrészt ezek koziil LIP a legkisebb koltségti megoldéast
adja meg, igy (r — 1) + OPT(S;) > LIP(S;), azaz LIP(S;)/OPT(S;) <
14+ (r—1)/OPT(S;).

Mivel minden blokk ugyanabban a fazisban van, ezért az elsé » — 1 blokk
hossza ¢, igy a fazis hossza legalabb (r — 1)c. Tegyiik fel, hogy egy offline
algoritmus k nyugtat kiilld a fazisban. Ekkor az els6 £ — 1 nyugta minde-
gyike utan egy legfeljebb 1 hosszii csomagmentes idGintervallum van. Ebbgl
adodik, hogy a teljes késedelem legalabb (r—1)c— (k—1). Kovetkezésképpen
OPT(S;)) > k+ (r—1)c—(k—1) = (r —1)c+ 1. Tehat azt kaptuk, hogy
LIP(S;)/OPT(S;) <1+ 1/c.

Masrészt 1-versenyképes algoritmus nem konstrualhato, amint azt az alabbi
allitas mutatja.

Tétel Tetszdleges c-hosszi intervallumra eldrenézd algoritmus verseny-
képességi hdnyadosa legaldbb 1+ Q(1/c?).

3. A lapletoltési probléma

A szamitogépek memoriakezelésében a lapozas cserélési problémaéajanak az
altalanositésa a lapletoltési probléma. A vildghalon a bongészék is hasznal-
nak egy memoriat, amelyben a letéltott lapokat taroljak, hogy amennyiben
egy oldalt r6vid idén beliil tobbszor meg akar nézni a felhasznal6é ne kelljen
minden alkalommal letolteni. Amennyiben a memoria megtelik és az 0j lap
nem helyezhets el benne, akkor valamilyen stratégia alapjan ki kell rakni
bizonyos lapokat a memoriabol. A lapletoltési probléma a megfelels cserélési
stratégiak megkeresése. A kiilonbség a lapozéas problémajahoz képest, hogy
nem minden lap mérete egyforma, tovabba az egyes lapok letoltési koltsége
is kiilonb6z6. Tehat a problémat a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk meg.
Adott egy k méretd memoria. Az input a letéltends lapok sorozata.
Minden p lapnak van egy lapmérete s(p) és egy letoltési koltsége c(p). A



letoltendd lapot a memoriaba kell tenntink. Ha nem fér el, akkor fel kell
szabaditani elegendd helyet a memoriaban szerepld lapok kihelyezésével. Ha
a kért lap a memoridban van, akkor a letoltés koltsége 0 egyébként c(p).
Célunk az 0sszkoltség minimalizalédsa. A probléma online, ami azt jelenti,
hogy a dontéseket (telitett memoria esetén mely lapokat dobjuk ki), csak az
adott kérésig megtortént kérések ismerete alapjan kell meghozni, a tovabbi
kérésekre vonatkozo informéaciok nélkiil. A tovabbiakban feltessziik, hogy
mind a memoria mérete mind pedig a lapok méretei pozitiv egész szamok.

A probléma és a specialis eseteinek megoldésara tobb eljarast is java-
soltak. Az aldbbiakban a Young &ltal kifejlesztett k-versenyképes HAZIUR
algoritmust és annak elemzését ismertetjiik.

sz 02

cz 2z

jeloli. Amennyiben egy g fajlt kell letolteniink, a kovetkezd 1épéseket hajtjuk
végre:
Haziar(HA, g)

if g nincs a memoridban
then amig nincs elég hely
{legyen A = mingeyacr(f)/s(f)
legyen minden f € HA-ra cr(f) =cr(f) — A - s(f)
tegytink ki olyan lapokat, akikre er(f) =0 }
tegytk be g-t a HA memoriaba, legyen cr(g) = c(g)
else (ha benne volt) allitsuk at cr(g) értékét valamelyik cr(g) és ¢(g)
kozotti értékre

Az algoritmus enyhén k-versenyképes, de ennél erGsebb allités is igaz. A
lapletoltési probléméra egy ALG online algoritmust enyhén C-(k, h)verseny-
képesnek neveziink, ha van olyan B konstans, hogy ALG(I) < C-OPT,(I)+
B minden inputra teljesiil, ahol ALG(]) az algoritmus altal elvégzett Gsszes
letoltés koltsége k méretdd memoria mellett, OPTy () pedig a minimélis
elérhetd teljes letoltési Gsszeg h-méretii memoria mellett. A HAZIUR algorit-
musra teljesiil a kovetkez§ allitas.

tétel A HAZIUR algoritmus k/(k — h+ 1)-(k,h)versenyképes a lapletoltési
problémdra, ha h < k.

Biz Tekintsiik kérések egy tetszéleges sorozatét, jelolje ezt az inputot I.
A potencialfiiggvény technikat alkalmazzuk. Parhuzamosan hajtjuk végre az



OPT és a HAZIUR algoritmusokat, minden kérésnél el6szor az OPT és utana
a HAZIUR algoritmus lépését hajtjuk végre.

cz 2z

lapjainak halmazat O PT. Tekintsiik a kovetkez§ potencidlfiiggvényt.

C=(h—1) > er(f)+k > (c(f)—er(f)) -

feHA feOPT

Vizsgéljuk a potencialfiiggvény valtozasait egy g lap letoltése soran!

e OPT elhelyez egy ¢ lapot a memoriajaban.

Ekkor OPT kéltsége ¢(g), a potencialfiiggvénynek csak a masodik része
valtozhat, mivel cr(g) > 0, ezért a potenciélfiiggvény novekedése legfel-
jebb k- ¢(g)

e HAZIUR csokkenti minden f € HA-ra a cr(f) értéket.

Ekkor minden f € HA esetén a cr(f) érték csokkenése A - s(f), igy
Osszességében @ a

A((h — 1)s(HA) — ks(OPT N HA))

értékkel csokken, ahol s(HA) és s(OPT N HA) rendre a HA illetve az
OPTNH A halmazokban levs lapoknak a méreteinek az 6sszege. Abban
az id6pontban mikor ez a 1épés bekdvetkezik OPT mar elhelyezte a g
lapot OPT-ban de a lap még nincs a HA halmazban. Koévetkezésképp
s(OPT N HA) < h — s(g). Méasrészt ez a lépés azért hajtodik végre,
mert nem fért el a g lap a HA memoriaban, tehat s(HA) > k — s(g),
és igy, mivel a lapok méretei egészek, ezért s(HA) > k — s(g) + 1.
Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy a ® potencialfiiggvény csokkenése
legaldbb

A((h = 1)(k —s(g) + 1) = k(h = s(9))) -
Mivel s(g) > 1 és k > h, ezért a fenti érték legalabb A((h —1)(k — 1+
1) —k(h—1))=0.

e HAZIUR kirak egy f lapot a HA memoridbol.

Mivel HAZIUR csak akkor rak ki egy f lapot a memoriabol, ha arra
cr(f) =0, ezért ebben a részben nem valtozik ®.



e HAZIUR elhelyezi a g lapot a HA memoriaban és beéllitja a cr(g) = c(g)
értéket.

Ekkor HAZIUR koltsége c(g). Masrészt g nem volt eddig benne a HA
memoridban igy cr(g) = 0 teljesiilt. Tovabba elsként OPT helyezte
el a lapot, igy g € OPT teljesiil. Kovetkezésképpen a & fiiggvény
értékének csokkenése ebben a lépésben —(h—1)c(g) +ke(g) = (k—h+

1e(g)-

e HAZIUR atallitja a g € HA lapra a cr(g) értéket, valamely cr(g) és ¢(g)
kozotti értékre.

Ebben az esetben is fennéll g € OPT, hisz OPT méar hamarabb elhe-

c sz

ezért ebben az esetben ® nem novekedhet.

Végignéztiik az algoritmusok lehetséges 1épéseit és a  fiiggvény kovetkezd
tulajdonsigai adodtak.

e Ha OPT elhelyez egy lapot a memoriajaban, akkor a potencidlfiiggvény
novekedése legfeljebb k-szor az OPT algoritmusnal felléps koltség.

e Ha HAZIUR elhelyez egy lapot a memoridjaban, akkor ® (k—h+1)-szer
annyival csokken, mint amennyi az algoritmusnal felléps koltség.

e A tObbi esetben ® nem novekszik.

A fentiek alapjan azt kapjuk, hogy ®, — &y < k- OPT,(I) — (k —
h 4 1) - HAZIUR.(I), ahol ®, és ®, a potencialfiiggvény kezdeti és végsd
értékei. Mivel a potencialfiiggvény nemnegativ, ezért adodik, hogy (k — h +
1)HAZIOR,(I) < kOPT,(I) + @y, azaz azt kapjuk, hogy a HAZIUR algorit-
mus enyhén k/(k — h + 1)-(k,h)versenyképes.

Megjegyezziik, hogy ennél kisebb versenyképességii hanyados nem érhetd
el, még a legegyszertibb speciélis esetben sem, amint azt az aldbbi tétel mu-
tatja.

Tétel Ha minden lap mérete és letoltési koltsége 1, akkor nincs olyan
online algoritmus, amelynek a (k, h)versenyképességi hanyadosa kisebb mint

k/(k—h+1).



