3. Gyakorlat

F1. Vegyiik azt az iitemezési problémat, ahol egy gép van, a munkik mind-
egyikének 1 a végrehajtasi ideje, minden munkanak van egy d; egész hatérideje,
és minden munkanak van egy h; haszna, amit akkor kapunk meg, ha a munkat
hataridére elvégezziik. Tekintsiik a kovetkez$ algoritmust. Az eljaras a has-
zon szerint csékkend sorrendben 4llitja a munkakat, majd sorra megprébalja
iitemezni Gket, a legkésGbbi szabad id6pontra a hatarids elgtt. Ha nincs ilyen
egységnyi hely, a munkat visszautasitja. Igazoljuk, hogy optimalis megoldast
ad.

Megold: Az eljarast optimalitasat a kicserélési modszerrel igazoljuk. Tegyiik
fel, hogy az algoritmus valamilyen inputra nem ad optimalis megoldést. Legyen
S egy optimalis iitemezés, amelynek a leghosszabb kozos végszelete van az algo-
ritmus altal adott iitemezéssel. Jelblje azt az elemet, amelyet S titemez a k6z6s
szelet el6tt k, amelyet az algoritmus p. Ilyen elem van, mert az algoritmus nem
adott optimalis megoldéast. Két esetet kiillonbdztetiink meg.

- Ha S-ben valahol iitemezziik k el6tt p-t, akkor a két munkat felcserélve
egy legalis litemezést kapunk, mindketts kész lesz hataridére, és a nyeresség
nem valtozik, igy kapunk egy hosszabb kdzos végszelettel rendelkezd optimaélis
litemezést, ami ellentmondas.

- Ha S-ben nem iitemezziik p-t, akkor vegyiik azt az S’ litemezést, ami an-
nyiban kiilonbozik S-t6l, hogy k helyet p-t itemezi. Mivel p kész lesz hataridére,
ezért ez egy legdlis litemezés. Masrészt p haszna maximalis volt a még iliteme-
zetlen munkak kozott, igy hy, > hy, azaz a megoldas haszna nem kisebb, mint S
haszna, igy ismét kaptunk egy hosszabb kozos végszelettel rendelkezd optimalis
megoldést, ami ellentmondaés.

P1. Oldjuk meg az elére épité dinamikus programozasi algoritmussal a
kovetkezs 1|| Y- h;(C;) problémat. Legyen hi(z) = 2% hao(z) = 5, hs(z) = 3z

J3 =4

Megold: Legyen H(V) a V halmaz minimalis koltsége, ha a munkéakat az
litemezés elejére Utemezziik. Ekkor H({j1}) = 9, H({j2}) = 5, H{Jjs}) = 12.
Most szamoljuk ki a koltséget a kételemd halmazokra.

A H({j1,j2}) érték meghatarozasahoz két esetet kell vizsgalni. Ha j, van
legfeliil, akkor a felsé munkabol adodo koltség ha(3 + 5) = 5, az als6 munkabol
a koltség H({j1} = 9, igy ebben az esetben a koltség 14. Ha j; van legfeliil,
akkor a fels6 munkaboél adodo koltség hq (3+5) = 64, az alsd munkabol a koltség
H({j2} = 5, igy ebben az esetben a koltség 69. A jobbik eset, ha jo van feliil,
és ebben az esetben a koltség 14, igy H({j1,j2}) = 14 és F({j1,J2}) = j2 a
megoldas visszakereséséhez.

A H({j1,73}) érték meghatarozasahoz két esetet kell vizsgalni. Ha js van
legfeliil, akkor a fels§ munkabol adodo koltség hs(3+4) = 21, az alsé munkabol
a koltség H({j1} = 9, igy ebben az esetben a koltség 30. Ha j; van legfeliil,
akkor a fels6 munkabél adodo koltség hi(3+4) = 49, az als6 munkabol a koltség
H({j3} = 12, igy ebben az esetben a koltség 61. A jobbik eset, ha j3 van feliil,



és ebben az esetben a koltség 30, igy H({j1,73}) = 30 és F({j1,J3}) = j3 a
megoldéas visszakereséséhez.

A H({jo,js}) érték meghatarozasahoz két esetet kell vizsgalni. Ha j, van
legfeliil, akkor a felsé munkabol adodo koltség ha(4 + 5) = 5, az als6 munkabol
a koltség H({js} = 12, igy ebben az esetben a koltség 17. Ha js van legfeliil,
akkor a fels6 munkaboél adodo koltség hs(4+5) = 27, az alsd munkabol a koltség
H({j2} = 5, igy ebben az esetben a koltség 32. A jobbik eset, ha jo van feliil,
és ebben az esetben a koltség 17, igy H({j2,73}) = 17 és F({Jja2,J3}) = j2 a
megoldas visszakereséséhez.

A H({j1,j2,73}) érték meghatarozasahoz harom esetet kell vizsgalni. Ha jo
van legfeliil, akkor a felsé¢ munkabél ad6do koltség ha(3 +4 + 5) = 5, az alséd
munkakbol a koltseg H({j1,73} = 30, igy ebben az esetben a koltség 35. Ha
J1 van legfeliil, akkor a fels6 munkabél adodo koltség hi(3 +4 + 5) = 144, az
als6 munkakbol a koltség H ({ja, j3} = 17, igy ebben az esetben a koltség 161.
Ha j3 van legfeliil, akkor a felsé munkabol adodé koltség hs(3 + 4 4+ 5) = 36,
az alsé munkakbdl a koltség H({j1,j2} = 14, igy ebben az esetben a koltség
50. A legjobb eset, ha jo van feliil, és ebben az esetben a koltség 35, igy
H({j1,72,73}) = 35 és F({j1,J2,J3}) = j2 a megoldas visszakereséséhez.

Tehat az optimalis koltség 35. Az optimalis iitemezés végén F ({41, j2,j3}) =
Jo van, el6tte F'({j1,73}) = js és legeldl j.

P2. Oldjuk meg az hatra épité dinamikus programozasi algoritmussal a
kovetkezs 1|| Y- h;(C;) problémat. Legyen hi(z) = 2% hao(z) = 5, hs(z) = 3z
js =4.

Megold Legyen H(V) a V halmaz minimalis koltsége, ha a munkakat az
litemezés végére titemezziik. Ekkor H({j1}) = h1(3+5+4) = 144, H({j2}) =
ha(34+5+4) =5, H({j3}) = h3(3+5+4) = 36. Most szamoljuk ki a koltséget
a kételemd halmazokra.

A H({j1,Jj2}) érték meghatarozasahoz két esetet kell vizsgalni. Ha jo van
legalul, akkor az alsé munkabol adodo koltség ha(4 4 5) = 5, az fels6 munkabol
a koltseg H({j1} = 144, igy ebben az esetben a koltség 149. Ha j; van legalul,
akkor az als6 munkabol adodo koltség hq (4+3) = 49, a fels6 munkabol a koltség
H({j2} = 5, igy ebben az esetben a koltség 54. A jobbik eset, ha j; van alul,
és ebben az esetben a koltség 54, igy H({j1,7j2}) = 54 és A({j1,42}) = 71 a
megoldas visszakereséséhez.

A H({j1,73}) érték meghatarozasahoz két esetet kell vizsgalni. Ha js van
legalul, akkor ay als6 munkaboél adodo koltség hs(5 + 4) = 27, a fels6 munkabol
a koltség H({j1} = 144, igy ebben az esetben a koltség 171. Ha j; van legalul,
akkor ay als6 munkabol adodo koltség hq(5+3) = 64, a fels6 munkabol a koltség
H({js} = 36, igy ebben az esetben a koltség 100. A jobbik eset, ha j; van alul,
és ebben az esetben a koltség 100, igy H({j1,j3}) = 100 és A({j1,j3}) = j1 a
megoldas visszakereséséhez.

A H({jo,js}) érték meghatarozasahoz két esetet kell vizsgalni. Ha jo van
legalul, akkor az als6 munkabol adodo koltség ho(3 + 5) = 5, a fels6 munkabol
a koltseg H({js} = 36, igy ebben az esetben a koltség 41. Ha j3 van legalul,



akkor az als6 munkaboél adodo koltség hs(3+4) = 21, a fels6 munkabol a koltség
H({j2} = 5, igy ebben az esetben a koltség 26. A jobbik eset, ha js van alul,
és ebben az esetben a koltség 26, igy H({j2,7j3}) = 26 és A({j2,J3}) = j3 a
megoldas visszakereséséhez.

A H({j1,j2,73}) érték meghatarozasahoz harom esetet kell vizsgalni. Ha jo
van legalul, akkor az alsé munkabol adédé koltség ha(5) = 5, a felsé munkakbol
a koltség H({j1,j3} = 100, igy ebben az esetben a koltség 105. Ha j; van
legalul, akkor az als6 munkabol adodo kéltség hi(3) = 9, a fels6 munkakbol a
koltség H({j2,7j3} = 26, igy ebben az esetben a koltség 35. Ha js van legalul,
akkor az als6 munkabol ad6do koltség hs(4) = 12, a fels6 munkdkbol a koltség
H({j1,j2} = 54, igy ebben az esetben a kiltség 66. A legjobb eset, ha j; van alul,
és ebben az esetben a koltség 35, igy H ({Jj1,j2,j3}) = 35 és A({Jj1,J2,J3}) = 5
a megoldas visszakereséséhez.

Tehat az optimalis koltség 35. Az optimalis litemezeés elején A({j1, j2,73}) =
J1 van, el6tte A({jo,js}) = j3 és legfeliil jo.



