Az optimalis megoldast adé algoritmusok

shop iitemezés esetén

Ebben a fejezetben olyan modellekkel foglalkozunk, amelyekben a
munkéak tobb mitveletbdl allnak. Specidlisan shop iitemezési problémakat
vizsgalunk. Az aldbbiakban csak néhany példat mutatunk be, tovabbi
részletek taldlhatdak a [3] konyvben és az ott taldlhaté hivatkozdsok alapjan.

Az dltaldnos shop titemezési problémdt a kovetkezoképpen definialhatjuk.
Adott n munka ji,...,j, és m gép Mi,..., M,,. Az i-edik munka az O;;
(j = 1,...,n;) miveletekbdl &ll, minden O;; miveletre adott a gép, ame-
lyen végre kell hajtani, és adott a p;; végrehajtasi id6. Az azonos munkahoz
tartozé miuveletek kozott eléfordulhatnak tetszoleges precedencia relaciok.
Egy munkat egyszerre csak egy gépen hajthatunk végre (azaz az ugyana-
zon munkahoz tartozé miveletek nem hajthaték végre ugyanazon idoben
parhuzamosan kiilonbozé gépeken). Az aldbbiakban csak olyan modellekkel
foglalkozunk, amelyekben a célfiiggvény a maximalis befejezési ido.

Diszjunktiv graf modell

A diszjunktiv graf modell alkalmas az altalanos shop iitemezési probléméak
bizonyos lehetséges megolddsainak leirdasara. Reguldris célfiiggvények (a
maximalis befejezési id6kben monoton novekvé) esetén, ezen lehetséges
megoldasok kozott van optimalis is, igy ezen célfiiggvények mellett ez a
reprezentacio alkalmas egy optimalis iitemezés meghatarozasara.

Egy adott altalanos shop iitemezési problémahoz rendeljiik a kovetkezo
G = (V,C, D) diszjunktiv grafot.

e I/ a csiucsok halmaza, minden miiveletet egy csics reprezental.
Tovabba van két specidlis csics, egy forras O € V' és egy nyelo x € V.
Minden csicshoz egy stlyt rendeliink hozza. A Kkitiintetett O és *
csucsok sulya 0, a miiveleteket reprezentald csicsok sulya pedig a
megfelel6 miivelet végrehajtasi ideje.

e (' a konjuktiv élek halmaza. Ezek iranyitott élek, amelyek a miveletek
kozotti precedencia relaciokat adjak meg. Tovabba vezet egy konjuktiv
él a forrasbol minden olyan miveletbe, amelyet nem el6z meg egyetlen



miivelet sem a precedencia grafban, és vezet egy konjuktiv él minden
olyan miiveletbol a nyel6be, amelyet nem kovet egyetlen miivelet sem
a precedencia grafban.

e D a diszjunktiv élek halmaza. Ezek irdnyitatlan élek. Diszjunktiv
élek vannak azon konjuktiv éllel nem Osszekotott miiveletek kozott,
amelyek ugyanahhoz a munkdhoz tartoznak, és azon konjuktiv éllel
nem 0sszekotott miiveletparok kozott, amelyeket azonos gépen kell
végrehajtanunk.

Az iitemezésben a miveletek sorrendjét meghatarozza a diszjunktiv
élekkel 0Osszekotott miiveletek sorrendje. Ezt a sorrendet gy kaphatjuk
meg, hogy a diszjunktiv éleknek is irdnyitast adunk. Egy S részhalmazat a
diszjunktiv éleknek egy iranyitdssal egyiitt kivalasztasnak nevezziikk. Amen-
nyiben minden diszjunktiv él iranyitast kapott és az igy eredményezett
G(S) = (V,C U 95) iranyitott graf kormentes, akkor az S kivalasztast tel-
jesnek nevezziik. A teljes kivalasztasok megfeleltethetok bizonyos lehetséges
itemezéseknek.

Véve egy S teljes kivalasztast, a kovetkezo titemezést konstrualhatjuk
meg. Az litemezést az egyes miveletek kezdési ideje altal adjuk meg. Minden
utra amely a G(.5) grafban valamely ¢ cstcsbdl egy j csticsba vezet legyen az
1t hossza az uitban szerepld csicsok silyainak 6sszege j-t nem szamitva. Min-
den miiveletre legyen [(i) a leghosszabb 1t hossza, amely 0-bdl a miiveletnek
megfeleltetett csticsba vezet. Egyszertien lathatd, hogy az ¢ mivelet kezdési
idejének az [(i) értéket adva egy lehetséges iitemezést kapunk.

Masrészt minden lehetséges tlitemezés meghatarozza a miiveletek sor-
rendjét az egyes gépeken. Kz a sorrend egy kormentes irdnyitott graffal
irhaté le, amely egy teljes kivédlasztasnak felel meg. Tovabba az is igazol-
haté, hogy a regularis célfiiggvények mellett a teljes kivalasztasbdl a fentiek
alapjan képzett iitemezés koltsége nem nagyobb, mint az eredeti litemezésé.

Kovetkezésképp regularis célfiiggvények mellett mindig 1étezik a disz-
junktiv grafnak egy olyan teljes kivalasztasa, amely egy optimalis iitemezést
eredményez. Erdemes megjegyezniink, hogy amennyiben a célfiiggvény a
maximalis befejezési id6, akkor az egyes iitemezések koltsége megegyezik a
megfelel6 teljes kivalasztasban az [(x) (a maximdlis forrds-nyeld it hossza)
értéknek.

Mindenképpen érdemes megjegyezniink, hogy a diszjunktiv graf
reprezentacio kivaléan hasznalhaté a korlatozas és szétvélasztas elvén alapuld



eljarasoknal. Altaldban a szétvélasztds lépésében a lehetséges megoldasok
osztalyozasa egyes diszjunktiv élek iranyitasanak megadasaval torténik. A
részletek és a korlatozd fiiggvény kiszamitasara hasznalhaté modszerek is-
mertetése tulmutat jelen jegyzet keretein.

Open shop problémak

Open shopnak nevezziik azokat a shop problémakat, amelyekben az i-edik
munka (¢ = 1,...,n) m miveletbdl az O;; miveletekbél (7 = 1,...,m) &ll,
ahol O;;-t a j-edik gépen kell végrehajtani, és amely problémaban nincs egyéb
precedencia feltétel a miiveletekre. Tehat egy open shop probléma esetén
definidlnunk kell egy sorrendet az ugyanahhoz a munkéhoz tartozé miiveletek
kozott és egy sorrendet az ugyanazon gépen végrehajtando miiveletek kozott.
A legtobb open shop probléma NP-nehéz, ebben a jegyzetben a legismertebb
polinomiélis idében megoldhato esetet vizsgaljuk, azt amelyben csak két gép
van (O2||Cpax probléma). A kovetkezé linedris id6igényii eljards megoldja
ezt a feladatot.

Legyen I = {i|py < pio} and J = {i|ps > pio}. Tekintsiik a kévetkezo
két esetet.

1. Eset. p,y = max{max{p;i|i € I}, max{pp|i € J}}.

Ebben az esetben a kovetkezo sorrendek altal megadott iitemezést hajtjuk
végre.

e Az M gépen el6szor iitemezziik az I\ {r} halmazhoz tartozé munkédk
miiveleteit novekvo index szerint, aztan a J-hez tartozé munkakat
novekvo index szerint, majd a j, munkat.

e Az M, gépen elséként a j, munkat, majd az I\ {r} halmazhoz tartozé
munkdkat aztdn a J-hez tartozé munkékat titemezziik ugyanabban a
sorrendben, mint az M; gépen.

e A munkak mitveletei kozotti sorrend a kovetkezé. Az j, munkara
el6szor az O, miiveletet hajtjuk végre és utdana O,1-et, a tobbi munkéat
eloszor az M, gépen hajtjuk végre és utana az Ms-n.

2. Eset. pro = max{max{p;|i € I}, max{p;|i € J}}.
Ebben az esetben a fenti titemezésben felcseréljiik a két gép szerepét, és
az I és J halmazok szerepét.



Tétel A fentiekben megadott szabalyok eqy optimalis iitemezést
hatdroznak meg.

Bizonyitds: Az allitast csak az elsO esetre igazoljuk, teljesen hasonléan
bizonyithatd a masik eset is. A formalizmus egyszeriisitése érdekében tegyiik
fel, hogy I = {1,...,|I| =1}, J = {|I|,...,n — 1} és r = n. Ezt az
altalanositas megszoritasa nélkiil megtehetjiik, hiszen a munkakat jelolhetjiik
ezen feltételeknek megfeleléen.

Vizsgéaljuk a fentiekben leirt iitemezés koltségét. A koltség megha-
tarozasdhoz hasznaljuk a fentiekben bemutatott diszjunktiv graf modellt.
A megadott szabdalyok altal meghatarozott teljes kivalasztashoz tartozé
iranyitott grafban kell meghataroznunk a maximalis forras-nyelé utat. Az
open shop problémaban nincsennek precedencia relaciok a miveletek kozott,
igy konjuktiv élek csak a forrasbdl vezetnek az Osszes miiveletbe, és a
miiveletekbdl a nyelébe. A diszjunktiv élek iranyitasat az iitemezéshez tar-
tozé teljes kivalasztds a kovetkezOképpen definialja.

e Minden i-re O;1-b6l él vezet Oji-be, ahol j > i,

e (O,5 -bol él vezet O;9-be, ahol © < n,

e i # n esetén az O;p-bdl €l vezet Ojo-be, ahol i < j < n,

e i # n esetén O;1-bdl él vezet Oo-be, és O,,5-bol él vezet O,1-be.

Kovetkezésképp a leghosszabb utak a kovetkezok lehetnek

Oa On27 Onh *

0, 0y2,012,099, . .. 7On71,27 *

Oa 01170217 0317 s 7On1a *

0,011,091, ...,0i1, O, Oi+1,2 cen 7On71,27 *

Az els6 harom ut koltsége rendre p,1 +pna, D orq Pizs Doieq Pi1- A negyedik
tipusu ut koltségének becsléséhez kiilonboztessiink meg két esetet.
Amennyiben ¢ € I, akkor az Ut hosszara a kovetkezd korlatot kapjuk:
% n—1 i—1 n—1 n
Sou+d e <> petrat Y pe <Y pe
=1 1=i =1 1=i =1
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a fentiekben hasznaltuk, hogy p;y < pi ha I € I, és azt, hogy pi

max{p;i|j € I} = pu1 < pna.
Amennyiben ¢ € J, akkor az Ut hosszara a kovetkezd korlatot kapjuk:

IN

7 n—1 % n—1 n
Son+D pe <> pu+tpo+d pn <D pu
=1 1=i =1 1=i =1

a fentiekben hasznéltuk, hogy pn > p ha I € J, és azt, hogy pp <
max{p;2|j € J} < pn1.

Kovetkezésképp azt kaptuk, hogy a leghosszabb forrds nyel6 1t hossza,
azaz az itemezés koltsége max{pn1 +Dn2, Yory Pia, 2onyq Pi1 . Mészrészt mivel
egy gép csak egy munkat végezhet egyidejiileg és ugyanazon munka miiveletei
nem hajthatok végre parhuzamosan, ezért a fenti maximumban szereplo kife-
jezések mindegyike also korlatja az optimalis maximalis befejezési idonek,
amivel igazoltuk, hogy az algoritmus valoban optimalis iitemezést ad. a

Flow shop problémak

Flow shopnak nevezziik azokat a shop problémakat, amelyekben az i-edik
munka (¢ = 1,...,n) m mivelethdl az O;; miveletekbdl (j = 1,...,m)
all, ahol O;;-t az M; gépen kell végrehajtani, tovabba az O;; — O; ;11
precedencia feltételeink vannak. A precedencia feltételek azt adjak meg,
hogy a munkak miiveleteit adott sorrendben kell végrehajtanunk, el6szor
az elso gépen aztan a masodikon és igy folytatva. Tehat ebben az esetben
ellentétben az open shop problémaval a munkdknak egy ; sorrendjét kell
meghatdroznunk minden Mj-re.

Erdemes kiilon foglalkoznunk, azon titemezésekkel, amelyeknél ezek a m;
sorrendek megegyeznek, minden gépre. A problémat ezen megszoritas mellett
permutaciés flow shop problémanak nevezziik. Az alabbiakban ismertetjik
Johnson algoritmusat, amely megoldja két gép esetén a permutaciés flow
shop problémat.

Johnson algoritmusa ([2])

o [. lépés. Legyen k := 1 és [ := n, és tekintsiik a nem iitemezett munkék
J ={ji1,...,jn} halmazét.



2. lépés. Keressiik meg a {p;1, pin|ji € J} halmaz egy minimalis elemét.
Jelolje a hozzatartozé indexet i. Ha ¢ nem egyértelmiien meghatarozott,
akkor a lehetséges indexek koziil valasszuk a legkisebbet.

e 3. lépés. Ha a 2. lépésben valasztott elem p;; akkor helyezziik a j;
munkat a listank k-adik helyére, toroljik a J halmazbdl, és noveljik k&
értékét 1-gyel. Majd 1épjlink az 5. lépésre.

o 4. lépés. Ha a 2. lépésben valasztott elem p;s akkor helyezziik a j;
munkat a listank [-adik helyére, toroljik a J halmazbdl, és csokkentsiik
[ értékét 1-gyel. Majd 1épjiink az 5. 1épésre.

e 5. lépés. Amennyiben J iires, akkor vége az eljarasnak. Az optimalis
iitemezést kapjuk meg, ha az eljaras soran meghatarozott lista sorrendje
szerint hajtjuk végre a munkakat késlekedés nélkiil. Ellenkez6 esetben
lépjiink a 2. 1épésre.

Az eljaras helyessége egybol kovetkezik a kovetkezo segédtételbol.

Segédtétel. Ha egy permutdcios flow shop probléma eqy késleltetést
nem tartalmazo S ttemezésében eqy j; munkdra €s az utemezésben utdna
kozvetleniil kovetkezo j; munkdra

min{Pih Pi2, Pi1, pl2} = min{pu,pm}

teljestil, akkor arra az S’ ttemezésre, amelyet gy kapunk S -bél, hogy
feleserélyiik az j; és 7, munkdkat a mazimdlis befejezési 1dd legfeljebb akkora
lesz, mint az S utemezésben.

Bizonyitds. Elséként tegytik fel, hogy a segédtételben szerepld értékek
kozil p;; minimalis. Az az eset, amelyben p;; minimalis teljesen hasonléan
igazolhaté. Jelolje @) azt az id6t, amikor S-ben M; elkezdheti a j; munka
itemezését (a j-t megel6z6 munka elsé miveletének befejezési ideje), és R
pedig a j; - t megel6z6 munka masodik miveletének befejezési idejét.

Vegylik észre, hogy mivel S és S’ csak a j; és j; munkdk sorrendjében
kiillonbozik, ezért az allitds igazoldséhoz elegendd belatni, hogy C; > Ci,
ahol C) a j; munka befejezési ideje az S {itemezésben C! pedig a j; munka
befejezési ideje az S’ iitemezésben.



Vizsgaljuk elséként a C) értéket. Az R és (Q idépontok definiciéja ponto-
san azt jelenti, hogy S-ben a j; munka O;, miiveletének végrehajtasa nem
kezd6dhet a max{R, Q + p;1 } id6pont el6tt. Masrészt p;; < pjo, tehdt az Oy
miiveletet hamarabb befejezddik az M; gépen, mint az O,y mivelet az M,

gépen, igy

Cr = max{R,Q + pi} + pi2 + pio-

Most tekintsiik a C] értéket. Az S’ iitemezésben az Oy mivelet My-n a
max{ R, Q+ p; } idopontban kezdddik, és az O;, miivelet pedig akkor, amikor
Oy és Oy egyarant befejezodott. Tehat

C! = max{max{R,Q + pi} + pi2, @ + P11 + pi1} + Pi2,

azaz

C; = max{max{R, Q + pn} + pi2 + pi2, @ + pu1 + pi1 + pi2}.

Masrészt C; > max{R,Q + pu} + pi2 + pia, mivel py < p;;. Tovédbbé
Cr > Q + pu + pia + pig, mivel ppy < ppo.
Kovetkezésképp azt kaptuk, hogy C) nem kisebb a C! kifejezésében szerep-

16 maximum egyik tagjanal sem, igy C! < Cj, amivel a segédtételt igazoltuk.
O

Mindenképpen érdemes megjegyezniink, hogy az alabbi segédtétel alapjan
kovetkezik, hogy két gép esetén nem megszoritas, pusztan olyan iitemezéseket
vizsgalni, amelyekben a m; munkasorrendek megegyeznek minden gépre.

Segédtétel Az F2||C,,q. probléma esetén van olyan optimdlis iitemezés,
amelyben a munkak sorrendje mindkét gépen ugyanaz.

Bizonyitas: Tekintsiik az optimélis titemezéseket. Minden optimélis
litemezésre van olyan 0 < k < n, hogy az els6 k£ munkanak megegyezik a sor-
rendje a két gépen. Vegyiink egy olyan iitemezést, amelyre ez a k maximélis.
Tegyiik fel, hogy erre az litemezésre k < n, legyen ¢ a k-adik munka és j az a
munka, amelyet az M, gépen kozvetlentil az ¢ munka masodik miivelete utan
hajtunk végre.

Konnyen adodik, hogy amennyiben az elsé gépen j els6 miiveletét
kozvetleniil ¢ elsé mivelete utan hajtjuk végre, és a tobbi ¢ utan koévetkezo
miivelet kezdési idejét p;j-vel noveljiik, akkor egy olyan iitemezést ka-
punk, amelyben a maximalis befejezési id6 nem nagyobb mint az eredeti
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iitemezésben, igy szintén optimalis. Masrészt ebben az 1j litemezésben, mar
az elsé k + 1 munka sorrendje azonos a két gépen, ami ellentmond k maxi-
malitdsanak. Kovetkezésképp a valasztott titemezésben k = n, amivel iga-
zoltuk a segédtétel allitasat. a

Job shop problémak

A job shop probléma egy olyan shop probléma, amely a flow shop
probléma egy altaldnositasa. Ebben az esetben a j; munka n; miveletet
tartalmaz, az O;1, O, ...,0;p,. Miként a flow shop probléma esetében
is, a miveletek kozott a O;; — O, ;41 precedencia relaciék vannak. A
miiveletekhez meg van adva, hogy mely gépeken kell &ket végrehajtani, (az
O;; nem feltétleniil az M; gépen), egy munkdhoz nem tartozik két kiilonb6z6
miivelet, amelyeket ugyanazon a gépen kell végrehajtani.

Az aldbbiakban bemutatjuk azt az algoritmust, amelyet arra a specidlis
job shop problémaéra fejlesztettek ki, amelyben csak két gép van. Az eljaras
a Johnson algoritmus altaldnositasa.

Jackson algoritmus ([1])

o 1. lépés. Képezziik a kovetkezo halmazokat:

K5 = { azon két miiveletbdl all6 munkédk, amelyek miiveleteibél az
els6t az M, a mésodikat az My gépen kell végrehajtani },

Ky = { azon két miiveletbdl all6 munkédk, amelyek miiveleteibél az
els6t az My a mésodikat az M; gépen kell végrehajtani },

K, = { azon munkak, amelyek egy, az M;-en végrehajtandé miiveletbdl
allnak },

K5 = { azon munkék, amelyek egy, az Ms-en végrehajtand6 miiveletb6l
allnak }.

o 2. Ilépés. Rendezzik a K5 és a Ky halmazokat a Johnson eljaras
szerint.

e 3. lépés. Rendezziik a K15U K7 U Ky halmaz elemeit gy, hogy Ki-ben
tetszoleges legyen a rendezés, és Ko legnagyobb eleme kisebb legyen
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mint K legkisebb eleme, tovabba K legnagyobb eleme kisebb legyen,
mint K5 legkisebb eleme. Jeldlje ezt a rendezést (K7, <).

o 4. lépés. Rendezziik a K9 UKoU K19 halmaz elemeit ugy, hogy K,-ben
tetszoleges legyen a rendezés, és Koy legnagyobb eleme kisebb legyen
mint K5 legkisebb eleme, tovabba K5 legnagyobb eleme kisebb legyen,
mint Ko legkisebb eleme. Jeldlje ezt a rendezést (K3, <).

o J. lépés. Az M, gépen litemezziik a munkékat (K7, <) szerint, az My-n
pedig (K}, <) szerint.

Tétel Az algoritmus valoban egy optimdlis megoldasat adja meg a job shop
problémanak két gép esetén.

Bizonyitds: Els6ként tegytik fel, hogy > ic k., Pi2 < ik, Pit + 2 ick, Pit-
Ebben az esetben az M; gépen nincs tres id6. Amennyiben az M, gépen
sincs iires id6 vagy a maximalis befejezési id6 >k, Uk, UK, Pi1, akkor az
iitemezés nyilvanvaléan optimélis. Ellenkez6 esetben, a maximalis befejezési
id6 pontosan megegyezik a K15 halmazra megszoritott probléma optimalis
titemezésében a befejezési idével, azaz ekkor is optimalis megoldast kaptunk.
Amennyiben Y ,cx., Pie > Yicky, Pit + 2ick, Pi1, akkor az M, gépen nincs
iires ido, és az algoritmus altal kapott iitemezés optimalitdasa az el6z6 esethez
teljesen hasonléan lathato. O
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