VELETLENITETT ALGORITMUSOK

1.ea.

1. Bevezetés - (Mire jok a véletlenitett algoritmusok, alap technikak)

1.1. Gyorsrendezés

Vegyunk egy ismert példat, a rendezések témakorébdl, méghozza a gyorsrendezés
algoritmusat. Ebben egy adott S halmazban 1év6 n db szamot rendezink ndvekvd

sorrendbe (a szamokat sor adatszerkezettel taroljuk). A rekurziv algoritmus a kévetkez6:

ha a sorozat hossza <=1 akkor vége

valasztunk egy F elemet

helyezzuk F elé az F-nél kisebb, mdgé pedig az F-nél nagyobb elemeket
gyorsrendezés az F-nél kisebb elemekre

gyorsrendezés az F-nél nagyobb elemekre

2B

vége
A gondot az F feloszté elem valasztasa jelenti, ugyanis ha a valasztas nem megfelel6
(F valamelyik oldala Ures marad), akkor esetleg foloslegesen hivédik meg a kovetkezd
rekurzié, ami id6veszteséget okoz. Ha ez minden Iépésben megtorténik, akkor
végeredményben (n-1), (n-2)... folosleges hivas lesz, ami igy azt eredményezi, hogy az
algoritmus futasi ideje O(n*) . Ismerjiik, hogy a legjobb, illetve az atlagos futasi id6 is
O(nxlogn) . A kovetkez6kben megadunk egy olyan véletlenitett algoritmust, aminek
varhato futasi ideje O(nxlogn) lesz. Ezt Ugy érjik el, hogy a felosztd elemet egyenletes
eloszlas alapjan véletlenszerlien valasztjuk a halmazbdl (tehat mindegyiket azonos
val6szinliséggel). Ez az RQS (Randomized QuickShort) algoritmus. Mit mondhatunk
ennek az algoritmusnak a varhato futasi idejérdl? (a kovetkez6khoz Id. még diszkrét
valészinlségi valtozok, varhato érték definicioja)
Az algoritmus egy futasat abrazolhatjuk egy olyan binaris kereséfaval is, ahol a k. szinten

lévé csucsok a rekurzio k. mélységében valasztott feloszté elemek lesznek, és minden



csucs bal oldali részfajaba a téle kisebb, jobb oldali részfajaba a téle nagyobb elemek
kerlulnek. A halmaz elemeit jeloljuk s;,...,s, -el, mégpedig ugy, hogy s; jelentse a
rendezés utan i. helyre kerllt szamot (azaz s, a legkisebb, stb.). A fa levelei végul balrdl
jobbra a rendezett sorozatot adjak meg. A varhaté futasi id6 aranyos lesz azzal, hogy a
rendezés soran hany Osszehasonlitads torténik. Legyen az X;; valdszinlségi valtozo
érteke 1, ha s, és s; 0Ossze lesz hasonlitva és 0, ha nem. Ekkor az 6sszehasonlitasok
szama %:XU lesz. Ennek varhato értéke ZX ZE

E(X, )= P(X, =1)*1+P(X, ,=0)x0= P(X

i, ] i,

l»j lesz. A varhaté

l.,j=1) . Az RQS

futdsa soran a fa barmely csucspontjaban érvényes, hogy az algoritmus 6ssze fogja

érték definicioja alapjan

hasonlitani az aktualis csucsot (felosztd elemet) a két leszarmazott részfa elemeivel, de
nem lesz 0sszehasonlitas a két részfa egyik eleme kdzott sem, azaz egy i és egy j elem
akkor és csak akkor lesz O&sszehasonlitva, ha valamelyikik feloszté elem.
Megfogalmazhatjuk még azt a szabalyt is, hogy i<; elemek akkor és csak akkor
lesznek Osszehasonlitva, ha valamelyikik hamarabb lesz felosztdo elem, mint barmelyik
kozottuk lévé elem ( s,y .-, s, ). Ez kOnnyen belathaté ugy, hogy vegyuk azt az

s, elemet, ami el6szor lesz kivalasztva a [ijj] intervallumbdl i<k<j; . Ekkor ha
k&(i.j] akkor a k cstcs bal oldali részfajaba kerill i és jobb oldali részfajaba j, igy nem

lesznek Osszehasonlitva. Ha pedig keli, j) , akkor mivel az egyikik felosztd elem,
0ssze lesznek hasonlitva. A fenti elgondolasok alapjan igy kiszamolhatjuk annak a

valészinliségét, hogy az i és a j 6ssze lesz hasonlitva:

P(s, lesza felosztd elem)=——:
j—it+l

> P(s;vagys; felosztéelemlesz)=——
: j—i+l

P(s; lesza feloszté elem)= vl
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Mivel az utébbi szumma egy harmonikus sor, melynek n tagu részletésszege ~logn ,

ezért azt kaptuk végeredményben, hogy az RQS algoritmus varhaté futasi ideje



O(nxlogn) , azaz varhatéan jobb eredményt tudtunk elérni egy véletlenitett

algoritmussal, mint egy determinisztikussal. Az is lathatd, hogy ez az algoritmus biztosan
helyes eredményt ad. Az ilyen tipusu algoritmusokat Las Vegas tipusu algoritmusnak
nevezzuk. Az olyan algoritmusokat, amelyek nem biztos, hogy helyes eredményt adnak
(viszont altaldban kicsi a futasi idejuk) Monte Carlo tipusu algoritmusoknak hivjuk.

Eldontési problémakra az utdbbiak kétfélék lehetnek.
a.) egyoldali hibas Monte Carlo algoritmus:
i.) avalasz ,igen” ==> P(Alg igent mond)>=C  (azaz ekkor hibazhat)
a valasz ,nem” ==> P(Alg nemet mond)=1 (ilyenkor nem hibazik)
vagy forditva
ii.) avalasz ,igen” ==> P(Alg igent mond)=1
a valasz ,nem” ==> P(Alg nemet mond)>=C
b.) kétoldali hibas Monte Carlo algoritmus:

mindkét esetben nem 0 valdszinlséggel hibazik

1.2. Minimalis vagas

Egy masik példa a minimalis vagas feladat, ahol egy multigrafot kell egy vagassal 2 részre
osztani ugy, hogy a vagas mérete minimalis legyen. (Multigraf: olyan graf, ahol barmely 2
pont kdzott lehet tobb él is, azaz az éleknek multiplicitasa van). A vagas mérete:= a két
csucshalmaz kozott atmend élek szama. Egy egyszerl véletlenitett algoritmussal létre
tudjuk hozni a kivant vagast. Az algoritmus (Alg.): Amig a csucsok szama>=3
véletlenszeriien valasztunk 2 pontot (egyenletes eloszlassal) és ezeket dsszeolvasztjuk.
Amikor mar csak 2 pont van, ez a két pont fogja reprezentalni a két halmazt. Megtalalja-e

ez az algoritmus az optimalis megoldast, és ha igen, milyen valoszinliséggel?

Legyen OPT egy optimalis megoldas (tdbb is lehet) és legyen k ennek a mérete.

1
Lemma: P(Alg. OPT -t ad vissza) =—;
n

Biz.:

Nézzik az els6 6sszevonast. Az OPT k mérete miatt barmely pont fokszama >=k, mert ha

nem igy lenne, akkor létezne k-nal kisebb meéretli megoldas (éppen az ilyen pontnal



vagva). Osszesen tehat legalabb % el van, mig az OPT-ban k él. Annak

valészinlsége, hogy a véletlenitett algoritmusunk az elsé l|épésben végez olyan

osszevonast, ami OPT-beli élet érint H%Z% . Jeloljik €; -vel azt az eseményt, hogy

az i. lépésben nem vonunk dssze OPT-beli élt. Ekkor az egyes |épésekben annak a

valészinlisége, hogy abban a Iépésben nem vonunk 6ssze OPT-beli élt a kdvetkez6 :

2
>1-=
P(€1) ;
> 2 . ’ Ve Ja 4 .
P(E2E€1) =1- —1 (mivel a 2. Iépésre mar csak n-1 csucs marad, valamint
feltételezzuk, hogy az elsé Iépésben sem valasztott ilyen élt)
i-1 2 _ .
PE&| ;- N () =1 T a+1—; (ittmarcsak n+1-i csucs van)

Az Osszes E£j esemény bekovetkezésének valoszinlisége (tehat hogy egészen addig

mellézzik az OPT-beli élek valasztasat, mig mar csak 2 csucs marad) a fenti

valdszinlségek szorzata:

P( ., N "7 &) = PEPELE) ..7PE ., N g,
R e e R =

amivel a lemmat bebizonyitottuk.

igy egy alsé korlatot kaptunk arra, hogy az algoritmus egy optimalis megoldast ad vissza,

ebbdl a helytelen eredmény visszaadasanak valdszinlségére kapunk egy felsé korlatot:

1
P(Alg. Nem ad OPT -t vissza) <l—— . Ez nem tul alacsony érték, de a rovid futasi idd
n

miatt az algoritmust flggetlentl tobbszor futtathatjuk, ezaltal a hiba valdszinlségét
csOkkentve. Pl ha n?alkalommal végrehaijtjuk, akkor

2
n

P(Alg."”> nem ad OPT -t vissza) 5(1—%) , ami alulrél tart 1/e -hez és igy egy jobb

n

korlatot ad.



1.3. Bonyolultsagelméleti kitekintés

Def.: Az RP osztaly (Randomized Polynomial Time) azon nyelvek osztalya, amikre létezik
olyan véletlenitett A algoritmus, ami a nyelv barmely szavara legrosszabb esetben is

polinom idében fut, és « [OxOLO P(A elfogadja x-et)>=1/2
 [OxOLO P(A nem fogadja el x-et)=1

Def.: A co-RP osztaly azon nyelvek osztalya, amikre létezik olyan véletlenitett A
algoritmus, ami a nyelv barmely szavara legrosszabb esetben is polinom idében fut, és

 [OxOLO P(A elfogadja x-et)=1
 [OxOLO P(A nem fogadja el x-et)>=1/2

Mint lathatd, mindkét fenti osztalybeli algoritmusok egyoldali hibas Monte Carlo
algoritmusok. Ha egy probléma mindkét osztaly eleme egyszerre, akkor megoldhato

"0 oldali” hibaval is, azaz biztos helyes megoldas adhaté (Las Vegas algoritmussal).

Def.: A ZPP osztaly (Zero-error Probabilistic Polynomial time) azon nyelvek osztalya,

amikre létezik varhatéan polinomialis idében futé Las Vegas algoritmus.(ZPP=RPn co-RP)

Def.: A PP osztaly azon nyelvek osztalya, amikre Iétezik olyan véletlenitett A algoritmus,
ami a nyelv barmely szavara legrosszabb esetben is polinom idében fut, és
« [OxOLO P(A elfogadja x-et)>1/2

« [OxOLO P(A nem fogadja el x-et)>1/2

Az ilyen algoritmusok elég gyenge eredményt adnak, ezért hasznosabbak a kdvetkez6

osztaly algoritmusai:

Def.: A BPP osztaly azon nyelvek osztalya, amikre létezik olyan véletlenitett A algoritmus,
ami a nyelv barmely szavara legrosszabb esetben is polinom idében fut, és
 [xOLO P(A elfogadja x-et)>3/4

o [xOLO P(A nem fogadja el x-et)>3/4



2. Jatékelméleti technikak

2.1. Jatékfa kiértékelés

Vegylnk egy olyan specialis jatékfat, ahol a leveleket kivéve minden csucs binaris. Ekkor
a ,max” csucsokat elnevezhetjik OR -nak is, (binaris értékekre a ,max” miivelet ugyanazt
az eredményt adja, mint az OR) a ,min” csucsokat pedig hasonl6 megfontolasbdl
AND -nek. Egy determinisztikus algoritmusnak, ami kiértékel egy ilyen fat, mindig adhaté
olyan bemenet, amire ki kell értékelni az Osszes levelet, mig véletlenitett algoritmust
hasznalva itt is javithatunk az eredményen. Jeldlje a pontok fiainak szamat d (most 2), és
vegyink egy olyan fat, ami pontosan 2k szintbdl all. Ekkor a levelek szama 22"=4", amit
egy determinisztikus algoritmusnak legrosszabb esetben teljesen ki kell értékelnie.
Algoritmusunkban ha a gyokér AND akkor valasszuk véletlenszerlien az egyik fiat, amit

ertékeljuk ki rekurzivan
*haez0O O AND=0
*haez1 [ menjunk a masik fiura
* haaz 00O AND=0
* haaz 10O AND=1

Ha a gyokér OR akkor valasszuk véletlenszerllen az egyik fiut, amit értékeljik ki

rekurzivan
*haez1 O OR=1
*haez0 [ menjunk a masik fiura
* haaz1 0 OR=1
* haaz00O OR=0
Allitas: A kiértékelt csicsok szama (kéltség) varhatéan<=3*.
Biz.(teljes indukcidval):
1. k=0 ra: az allitas trivialis

2. Tfh. (n=k) -ra igaz, tehat <=3*cslcs lesz kiértékelve



3. Bizonyitsuk be, hogy a 2. feltétel mellett az allitas n=k+1 -re is igaz.
a.)

Tfh. a részfaban a gydkér egy OR csucs, ami a kiértékelés soran 1 értéket kap. Ez ugy
allhat eld, hogy legalabb az egyik fia 1 kiértékelést fog kapni. Ha szerencsénk van , ezt a
fiat fogjuk el6szor valasztani, és ekkor a masik agat mar nem is kell kiértékelni.
Legrosszabb esetben viszont el6szér egy 0 kiértékelésl fiat valasztjuk, és csak utana egy
1-est. Tehat V2 valoszinliséggel a jo oldali fiut valasztjuk és ekkor csak ezt az egy részfat
kell kiértékelni a feltevés szerinti legfeliebb 3% koltséggel, mig 2 valdszinliséggel két
részfat kell kiértékelni 2*3* varhatd koltséggel. Ekkor tehat 72 *3*+ % (2*3%)=(3/2)*3* lesz a

varhato koltseg.

Ha a gyokér a kiértékelés soran 0 értéket kap, az csak ugy fordulhat el6, hogy megnéztik
mindkét fiat (és mindketté 0 értékl volt). Ebben az esetben tehat 2*3* lesz a varhatéd

koltség. (Ez a koltségesebb az OR esetében)
b.)

Tth. a gydkér egy AND csucs, ami a kiértékelés soran 1 értéket kap. Ez ugy allhat elé6,
hogy mindkét fia 1 kiértékelést fog kapni. Mivel ez 2 db 1 értékl OR csucs kiértékelését
jelenti, a varhaté koltség ez esetben 2* [(3/2)*3]= 3! <= 3| tehat ebben az esetben

teljesul az indukcios felvetés.

Ha az AND gyokér 0 értéket kap, az V2 valészinliséggel ugy jon létre, hogy megnéztik az
egyik fiut, ami OR, O értékl (ekkor nincs szikség a masik fiu kiértekelésére), 2
valészinlséggel pedig ugy, hogy kiértékeltunk egy 1 értékd OR fiut, majd utana a masik
fiut is (vegyuk OR=0 -nak, feltételezve a legrosszabb esetet- az a. pontban lathatd, hogy
az koltségesebb). Ennek varhatd koltsége igy %2 * [ 2*3% ]+ % * [ (3/2)*3* + 2*3* |=
= 11/4 *3*<=3"", tehat ebben az esetben is teljesil az indukcios felvetés, azaz az allitas

igaz.

Mivel n=4* levele van a fanak, log,(n)=k . Ezt az el6bb bebizonyitott korlatba beirva azt

kapjuk, hogy a Koltség<= 34" . Mivel 1 *%"—p %" | igy Koltség<= ,"*’ =n®™,

Készitette: Olah Péter



