Minimax eljaras

Az elézéekben ismertetett algoritmus varhaté futasi ideje legalabb n®’* barmely n levéllel
rendelkezd egyenletes binaris ES-VAGY fa esetén. De van e ennél gyorsabb véletlenitett
algoritmus? A futési idore vonatkoz6 als6 korlat igazolasara szolgal a kovetkezd technika: a
minimax eljaras. (Ez az egyetlen ismert altalanos technika ilyen allitdsok igazolasara). El6szor a
jatékelmélettel ismerkediink.

Jatékelméleti alapfogalmak

Roberta és Charles ké-papir- ollot jatszik. A vesztes 18-t fizet a gyéztesnek. A végeredmény
azonos jel esetén szdmolddik. Ez a jaték egy matrixszal bemutathato.

Charles
Ollo Papir K&
Roberta | Oll6 0 1 -1
Papir -1 0 1
Ko 1 -1 0

C altal R-nek fizetett értékek vannak a matrixban

Ez egy példa a 2 személyes zErodsszegli (a nyeremények Osszege 0) jatékokra, €s ezt a matrixot
kifizetési matrixnak hivjuk. Minden 2 személyes z€rd0sszegili jaték reprezentalhatd egy valds
értékekkel rendelkez6 n x m -es matrixszal: C. (megj: C: matrix; m: vektor) A sorok az R jatékos
lehetséges stratégidit tartalmazzak, az oszlopok pedig C-ét. A C;; érték a C altal valasztott j, és az
R altal valasztott 1 stratégia altal 1étrejott kifizetés. Persze R célja a sorok alapjan a bevétel
maximalizalds, ill. a kiadds minimalizalasa. Persze, egyik fél sem rendelkezik informécioval a
masik fél stratégidjat illetéen. (zérdinformacios jaték)
R altal véalasztott 1 stratégia szerint szamara garantdlva van egy kifizetés min; Cj alapjan,
fliggetleniil C stratégiajatol. R szamara az optimalis stratégia maximalizalja min; Cy; -t. Legyen
V& = maximin; Cj; jelolje R szamara fizetett ért¢k alsd hatarat, amikor optimalis stratégiat hasznal.
C szamara az a j stratégia az optimalis, ami a lehet6 legnagyobb lehetséges (C = R) kifizetés
felsé hatarat adja. Hasonldan C optimalis stratégidja biztositja, azt, hogy C kifizetése R-nek
legfeljebb V¢ = minjmax; Cj;.
Minden kifizetési matrixra igaz a kovetkezd egyenldtlenség:

max;min; C; ¢ minymax; Cj;

i: sor, j: oszlop

A fenti jatékban ezek az értékek: Vr = -1, Vc = 1. Ha ez a két érték megegyezik, akkor a jatéknak
van megoldéasa (nyeregpont) ami V = Vry=V.. Az optimadlis stratégiakat R és C szamara jelezze
ekkor V = C,, . Altalanossagban elmondhaté, hogy egy jatékosnak tobb optimélis stratégidja is
lehet, mint egy.
Ennek a jatéknak egy modositott valtozata a kdvetkezo:



Charles
Ollo Papir Ko
Roberta Ollo 0 1 2
Papir -1 0 1
K6 -2 -1 0

A modositott jatékban V=0, p=1, y=1 lesz.

Mi van ha jatéknak nincs megoldasa? Ekkor egyik jatékosnak sincs egyértelmii optimalis
javitasahoz, ellentétben azzal az esettel, amikor a jatéknak nyeregpontja van. Erdekes lenne ezt a
problémat korbejarni a stratégiak véletlen kivalasztasaval.

Nézziik a mixelt stratégidkat. Ez egy valoszinliségi eloszlas lehetséges stratégiak halmazan. A
sorjatékos valaszt egy vektort p = (pi,...,pn), ami C sorainak egy eloszldsa: p; annak a
valoszinlisége, hogy R altal az i-edik sor a valasztott stratégia, hasonldéan az oszlop jatékos
vektora: q = (qi,...qn). A kifizetés most egy véletlen valtozo, és a varhat6 értéke:

Elkifizetés] =p'Cq=) ) pCig
=] ]:1

Példaként vegyiik a kdvetkezo jatékot:

Ekkor 2 -ed valdszinliséggel lehet valasztani mindkét stratégidt. Itt mind B mind A szdmadra a
varhato nyereség soronként és oszlopokként: /2 * 0+ 2 * 1 =4, tehat B-nek 2 oszlopa miatt 2 +
%2 =1 a teljes varhat6 nyereség, akarcsak A-nak.

Vr -t arra hasznaljuk, hogy kijeldljiikk a lehetséges legjobb értéket R szdmara, V¢ -t arra
hasznaljuk, hogy kijeloljiik a lehetséges legjobb értéket C szdmara:

VR — Inan I’Ilqln pTCq

VC — I'l’zln mslx pTCq

Ezen értékekre teljesiil (a linedris programozas erds dualitasi tételével ekvivalens) a kovetkezd
allitas:

Neumann Minimax Tétel: Barmely 2 személyes zérodsszegli C matrix altal adott jatékra:
max min p'Cq = min max p'Cq
p q q p
Azaz, a legnagyobb R altal, mixelt stratégia valasztdsaval, garantalt kifizetés megegyezik a

legkisebb C altal, mixelt stratégia valasztasaval, garantalt kifizetéssel. Ezt az értéket jeloljiik V-



vel. A két stratégia (P,q ) egyarant garantalja a baloldal maximumat, és a jobb oldal minimumat,
az érték a nyereg pont, és a két vektor az optimalis mixelt stratégiak.

Ha p fixalt, akkor p"Cq egy linearis fliggvénye q-nak, és minimalizalt az éltal, hogy az a q; 1 -re
van allitva, amihez a legkisebb egyiitthatd tartozik ebben a linearis fliggvényben. Tehat ha C
ismeri R p eloszlasat, akkor az 6 optimalis stratégiaja tiszta lehet. Ez forditva is igaz. Ez a
minimax tétel egyszeriisitett valtozatdhoz vezet. Legyen ex egy egységvektor, 1-essel a k-adik
pozicioban, a tobbi érték legyen 0. gy a kovetkezé tételt kapjuk:

Loomis Tétel: Barmely 2 személyes z€éroosszegli, C matrix altal adott jatékra:

max min p'Ce; = min max ¢"Cq
p J q i

Yao technika

Legyenek a jatékot leiré matrix sorai a rogzitett méretli bemenetek, és az oszlopai a lehetséges
determinisztikus algoritmusok, az oszlopjatékos C az algoritmus készitdje, mig a sorjatékos R
generalja a bemenetet. Minden oszlophoz determinisztikus algoritmus tartozik, mely jo
megoldast ad. C kifizetése R-nek, nem mas mint az algoritmus koltsége (ennek mértékegysége
barmi lehet, példaul: koltség, tavolsdg, futdsi idd, stb). C fizetésminimalizald algoritmust
szeretne, mig az ellenfél maximalizalni szeretné azt.

Ekkor C tiszta stratégidja egy determinisztikus algoritmus, mig R szdmara ez egy lehetséges
bemenet. C optimalis tiszta stratégidja esetén V¢ a legrosszabb futdsidejli determinisztikus
algoritmus, amit a probléma determinisztikus komplexitasanak hivunk. Mixelt stratégiak pedig a
véletlenitett algoritmusoknak felelnek meg, ebben az esetben C szdmara az optimalis stratégia az
optimalis LasVegas algoritmus. Tehat a fenti jatékelméleti tételek alapjan:

Kovetkezmény

Legyen [1 egy probléma véges szdmu, rogzitett méreti / inputtal, és véges szamu
determinisztikus algoritmussal: 4 . Legyen I L1/, A U 4, legyen C(I,A) az algoritmus futasideje.
Egy I feletti lehetséges p eloszlassal, és 4 feletti lehetséges q eloszlassal legyen I, egy véletlen
valasztott input p-nek megfelelden, A, pedig véletlenitett algoritmus q-nak megfeleléen. Ekkor

max min E[C(I,, Ay)] = min max E[C(I,, Ay)]
max min E[C(I,, A)] = min max E[C(L, Ay)]

A masodik egyenldség alapjan adodik, hogy minden / fol6tti p és A f616tti q eloszlasra:

TR E[C(,, A)] < T E[C(L, Ag)]
Tehat azt kaptuk, hogy az optimalis determinisztikus algoritmus varhaté futdsideje, egy
tetszOlegesen valasztott p input eloszlasra, egy als6 korlatot ad az optimalis Las Vegas
véletlenitett algoritmus varhato futasidejére.



Also korlat a JatékFa Kiértékeléshez

Yao technikdjat fogjuk hasznalni. 2 gyerekes, k szintes T neviit AND-OR fakrol lesz sz6.

Elsoként vegylik észre, hogy ez a fa ekvivalens egy 2k szintes kiegyensulyozott binaris faval,
ahol az 6sszes beld cstics NOR logikai kiértékeld pont.

Az also korlat igazolasahoz adnunk kell a levélértékeknek egy eloszlasat, és igazolnunk kell egy
also korlatot az optimalis determinisztikus algoritmusnak az input eloszlason varhato futasidejére.

!3-\/5)
2

Legyen p= . A fa minden levelét p valdszinliséggel allitsuk 1 re. Ha minden NOR az

inputnal fiiggetlenil 1 p valdszintiséggel, akkor annak a valdszintisége, hogy ennek a kimenete is
1, az olyan valdszinliségii, mint amikor mindketté bemenet 0 , ami:

2 2

Tehat a NOR fa minden csomopontja p valdsziniiséggel 1, és egy csomopont értéke fiiggetlen a
tobbi azonos szinten levé csomdpont értékétol. Tovabba vegylik észre, hogy az adott szinten levo
pontok filiggetlensége miatt az az algoritmus optimalis, amely mélységi keresés alapjan értékeli ki
a fat (természetesen, ha egy szinten egyetlen gyerek alapjan megkaphatja az értéket, a masikat
mar nem nézi meg). Ezt az algoritmust mélységi vagés algoritmusnak hivjuk.

Legyen a mélységi vagas algoritmussal kiértékelve a fat, W(h) azon levelek varhato szama,
amelyeket meg kell nézniink egy h tavolsagban levé csomopont kiértékelésében. Ekkor: W(h) =
W(h - 1)+ (1 - p) x W(h-1). Ha az els6 tag kiértékelése 0 eredményt ad, akkor a mésodik tagot is
ki kell értékelni, ennek 1-p a valdszinlisége. Legyen h = log , n , ekkor megoldva a rekurziot,
kapjuk: W(h) = n"®*.

Tétel: Barmely véletlenitett algoritmusnak (mely mindig helyesen értékeli ki a T, x bemeneteket —
2 gyerekes, k szintli fa) varhato futasi ideje legalabb n®®* | ahol n = 2% a levelek szama.

Ez az als6 korlat kisebb mint a felsd korlat (n®”), ami az el6z6 eldadason vett tételbdl jon.
Elképzelheté hogy ez az alsokorlatos technika gyengébb? Valosziniileg nem a legjobb lehetséges
eloszlast valasztottuk a fa leveleinek. Ha egy NOR csomoépont mindkét gyereke/bemenete 1,
akkor nincs értelme mindkét részfa leveleit megvizsgalni. Szdval a legjobb als6é korlat
bebizonyitdsdhoz, olyan eloszlas kell amelyben a levelek értékeit véletleniil, de nem egymastol
fliggetleniil valasztjuk. Ez az er6sebb analizis mutatja, hogy az el6z6 6ran vett foglalt algoritmus
optimalis. (T, fara a véletlenitett algoritmus 1épésszama legalabb 3*.)

Algebrai technikéak

Elsdként az ujjlenyomat technikat ismertetjilk, ami a kdvetkezd Gtleten alapul. A feladatunk,
hogy egy adott U univezumba tartoz6 x és y elemek megegyeznek-e. Ennek determinisztikus
komplexitasa log|U|. A véletlenitett mddszerben vesziink egy véletlen leképezését U-nak egy
kisebb elemszamu halmazba, legyen ez V. Ha x és y U-ban megegyezett, akkor V-ben is
megegyezik (forditva ez nem biztos hogy igaz), ennek tesztelésének ideje log|V|. Azt mondjuk
V-ben x és y képe az ujjlenyomatuk.



A tovabbiakban egy F szamtest felett vessziik a szamokat. Ha F véges test, akkor legyen egy p
primnek a maradékosztalyaibol allo test.
Tobbszor fogjuk hasznalni a halasztott dontés elvét, amelyet a kovetkezd példan mutatunk be.

Adott 1 pakli francia kartya, 52 lap: ebbdl 13db 4 kartyat tartalmazo kupacot hozunk 1étre. A
kovetkezd jatékot jatsszuk.

1. 13 paklibdl kivalasztunk let €s levessziik a legfelsd kartyat

2. amilyen szam van rajta azzal a paklival folytatjuk.

3. Vége: ha iires kupachoz érkeziink. Nyertiink: ha minden kartyat felvettiink

Az a kérdés mi a nyerés valoszinlisége, ha egyenletes keverés alapjan lettek lerakva a kartyak.
Halasztott dontés elve: az, hogy amikor a kovetkezd kartyat felvessziik, akkor az a kéartya a még
jatékban 16v6 kartyakbol egyenletes eloszlas alapjan keriil ki. (Ugy vessziik a jatékot, mintha a
keverést elhalasztanank eddig az idépontig.)

Kovetkezésképpen a jatékban egy egyenletes eloszlas alapjan kapott véletlen permutacio
sorrendjében vessziik a kartyakat. Vegyiik észre, hogy pontosan akkor nyeriink, ha kirdly a
permutacidban az utolsdé lap (pontosan a negyedik kirdlynal all meg a jaték). Ennek a
valdszinlisége, igy a jaték megnyerésének a valoszintisége is 1/13.

Ujjlenyomat és a Frievald technika

Vegyiik elséként a matrix szorzds problémdjat, amely esetén a legjobb ismert algoritmus
idéigénye O(n**), de az nagyon komplikalt. Az ezt megvalositd programot ellendrizhetniink
kell, hogy helyesen szamolt e. (Programverifikalas eljarasaihoz hasonldan).

Legyenek A,B,C nxn-es matrixok egy F szamtest folott. Az AB = C egyenldséget szeretnénk
ellendrizni. A Freivald technika O(n®) id6 alatt korlatos hibahatarral megoldast ad erre a
problémdra. Ez a véletlenitett algoritmus eldszor valaszt egy vektort r [ {0,1}", r minden eleme
azonosan ¢s fliggetleniil valasztott véletleniil 0 vagy 1-nek, amelyek F additiv és multiplikativ
egységelemei. Ki kell szdmolnunk x= Br , y=Ax = ABr, és z= Cr -t, ezt O(n?) id6ben
megtehetjiik. Nyilvanvaloan, ha AB=C akkor y=z.

Azt allitjuk, hogy ha AB#C , akkor y#z legalabb 'z valdszinliséggel. Az algoritmus akkor hibazik
ha y=z mégis teljesiil.

Tétel: Legyen A,B és C n x n -es matrixok F {olott, és legyen AB#C. Valasszunk egy r-t
egyenletes eloszlas alapjan a {0,1}"halmazbol. Ekkor Pr[ABr=Cr] < >

Bizonyitas: Legyen D=AB-C, ekkor D nem azonosan 0 matrix. Feltehetjiik, hogy az els6 sora
nem 0, és a nem 0 értékek, megeldzik a 0 értékeket. Annak a valoszinliségét szeretnénk
meghatédrozni, hogy Dr=0.

Legyen d a D els6 sorvektora, melynek els6 k értéke nem 0, k>0. Vizsgéaljuk annak a
valoszinliségét, hogy d és r belsé szorzata nem 0, ez also korlatot ad arra, valdszinliségre
nézve, hogy Dr=0 azaz y=z.

A belsé szorzat d'r=0, csak ha :

k
- dr
= 12:2 lrl-
d

1



Felhasznalhatjuk a halasztott dontés elvét. Minden r-ben szereplé komponenst r; elott
valasztunk. Ezzel a fenti formula jobboldala fixalva lesz, ami egy v U F. Ekkor r; egy 2 elemi
halmaz f616tt egyenletesen generalt elem, igy annak valdsziniisége, hogy ez v-vel megegyezik
legfeljebb 2. Ezzel a tételt igazoltuk.

Polinomok azonossaganak ellenérzése

Freivald technikéja erre a feladatra is alkalmas. Két polinom P(x) és Q(x) azonos ha a megfeleld
egyiitthatoik megegyeznek

Polinom szorzas ellenérzésének problémaja: Pi(x), P2(x), Ps(x) U F[x], ellendrizziik: Pi(x) x P2(x)
= P5(x). Ha a szorzétényezok legfeljebb n-ed foktak, akkor az eredmény polinom foka legfeljebb
2n. A szorzas ideje: O(n logn) Gyors Fourier Transzformacidt hasznalva (FFT), amikor egy
pontban a kiértékelés ideje O(n).

S O F mérete legyen legalabb 2n+1. Vegyiik r [1 S —t véletlenszerlien egyenletes eloszlas alapjan
¢és értékeljiik ki Py(r), Pa(r), Ps(r)-t O(n) 1d6 alatt. Az algoritmus csak akkor hibazik, ha a
polinomok azonossaga nem teljesiil, de az algoritmus r esetén ezt nem ismeri fel.

Legyen Q(x)= Pi(x) x Pi(x) - Pi(x), 2n-es fokkal. Egy polinom azonosan 0, ha minden
egylitthatoja 0, tehat Q(x) ndl ez csak akkor teljesiil, ha a szorzds helyes. De ha Q(x) nem
azonosan 0, akkor nagy valdszintiséggel Q(r) = Pi(r) x Pa(r) - P3(r) sem 0.

Q-nak legfeljebb 2n kiilonboz6é gydke van. Tehat ha Q nem azonosan 0, akkor nem tobb mint 2n
darab kiilonb6z6 r valasztasaval Q(r)=0. Tehat a hiba maximum 2n / [S|. Ez cs6kkenthetd két
moddon is: 1) az egész algoritmussal fliggetlen iteracidkat végziink, 2) eléggé nagy S halmazt
valasztunk.

Ha F végtelen test, akkor a hibahatar 0-ra csokkenthetd, mivel r-t F-bdl valasztjuk, csak ekkor
végtelen szdmu random bitre van sziikség. Ennek egy determinisztikus valtozatdnal minden r-t , r
O S, csak egyszer probalunk ki. De ekkor minden polinom esetében 2n+1 kiilonb6zd
kiértékelésre van sziikség, aminek a futasi ideje O(n log’n) ami tobb mint ami P(x) x Px(x)-hez
kell.

Valamikor az egyiitthatokkal valo szdmolas tul draga, példdul matrix determinansa. Legyen M
egy n x n-es matrix. Ennek determinansa:

det(M)= ; sgn(ﬂ)ﬂ M)
s, i1

Ahol S az n-méretii permutaciok csoportja, sgn(T): Tt permutacio eldjele. sgn(T)=(-1)', ahol a t az
egységpermutacio Tr-be alakitasahoz sziikséges paronkénti elemvaltozasok szama. A
determinansnak n! tagja van, de polinomidlis iddben kiértékelhetd, ha My értékeit explicite
megadjuk.

Def: Vandermonde matrix M(x;,..,X,) a hatarozatlan x;,...,X, -ben kifejezve definialt, ugy mint
Mij= ij_l :



Hl X, X xf'H
01 x, x3 x50
0 0
M:D [
0 0
0 0
0 0
ox,oxy e X

A Vandermonde azonossag erre a matrixra: det(M)= |-| (x; - %) .

J<1

Mivel elég draga a szimbolikus matrixok effajta determindnsanak ellendrzése, ezért a fenti
modszert vesszik eld: Q(X,...,X,) = det(M)- EL (x; - x;) azonosan 0 kell legyen.

Minden véletlen xi-re tudjuk ellendrizni, hogy Q azonosan 0-e. Q foka, a tagok fokainak
maximuma lesz.

Schwartz-Zippel Tétel: Legyen Q(xi,...,Xn) U F[xi,...,X,] d foku tobbvaltozds polinom. Legyen
S O F egy véges halmaz, és legyen 1y,...,r, egyenletes eloszlassal S-bdl valasztva:
Pr[Q(ri,...,12)] = 0 | Q(x1,...,X,) nem azonosan 0] < d /| |S |.

Bizonyitas: A bizonyitas n valtozonak a szaman alapul¢ teljes indukcid.

n=1 : d foku, egyvaltozds polinomot ad: Q(xX;), és az el6z6ekbdl lattuk, hogy Q(x;) nem azonosan
0, akkor annak a valosziniisége, hogy Q(r1)=0, legfeljebbd /| S |.

Tegyiik fel hogy tobbvaltozos polinomokra (n-1 valtozéig, n>1) az indukcios feltevés igaz.

k
Q(Xla---axn) :z XllQi(Xz 7"'7Xn) . ahol
1=0

k < d a legnagyobb kitevdje x;-nek Q-ban, mivel x; Q-ra hat, ezért k>0.
x;* egyiitthatoja, Qu(Xa,...,Xa), nem azonosan 0, k valasztasa alapjan. Q teljes foka maximum d —
k, az indukci6s hipotézis alapjan annak valoszintisége, hogy Qu(r,...,r.)=0, legfeljebb (d — k) / | |
S|.
Feltehetd, hogy Qi(12,...,r) # 0, ekkor:

k

q(x1)=Q(x1, 12, 13,..., In) = Z XilQi(I‘z,...,I‘n) .

1=0
Ez a polinom k-ad foku, és nem azonosan 0, mivel az x;* egyiitthatdja Q(r,...,r.). Az alapesetbdl
kovetkezik, hogy annak a valoszinlisége, hogy q(r1) = Q(ri,...,r) kiértékelve 0, legfeljebb k / | |S |

igy:
Pr[Qu(t....)=0] < (d—K) /| [S |
Pr[Q(r1,...,1.)=0 | Qu(r2,...,t.)20] < k / | |S |

Annak a valosziniisége tehat, hogy Q(ry,...,1,)=0, nem tobb mint ezen két valdszinliség Osszege,
ami: d/||S|. A bizonyitas kész.
Készitette: Santa Robert



