STRINGEK EGYENLOSEGENEK ELLENORZESE :

Legyen A ¢és B két string:
A: B:
ai,a2,...,an O {0,1}“ b1,b2,...,bn O {0,1}“
a=a,2" '+a, 12"+, . +a, b=b,2""+b, 12" *+...+b,

\ /
a két sztring, akkor és csak akkor egyenld, ha a=b, ehhez n bitet kell ellendrizni, de kevesebb bitet szeretnénk
kiildeni ellenérzésre.

Vegyiink egy p primet! Legyen Fp(a) = a mod p az ujjlenyomat. Ha Fp(a) = Fp(b), akkor elfogadjuk az
egyenldséget. Viszont determinisztikusan valasztva a primet p < 2" esetben : az ellenfél tud olyan példat adni,
amikor hibazik az algoritmus. Az 6tlet, hogy p legyen véletleniil generalt prim (ilyet taldlni nehéz, de ezzel nem
foglalkozunk). Tehat p-t véletleniil valasztjuk a T -ndl kisebb primek koziil, ahol T < 2" Ekkor a
kommunikécio: O ( log T )-nyi bit. A hiba valoszintisége az Pr(Fp(a)=Fp(b) | a # b) , ha ez kicsi, akkor j6 az
algoritmus. A primszadmtétel kimondja, hogy [] (T ) U1 / In(T), ahol [] (T ) = a T-ndl kisebb primek szama. Az
algoritmus soradn [](T) féle primet valaszthatunk, és akkor van baj, ha a szdmok ugyanabba a maradékosztalyba
esnek, azaz p osztdja a-b abszolut értékének, legyen c=|a-b.

Masrészt ha ¢ < 2", akkor maximum n db prim osztdja van. ( Mivel ha x-nek tobb mint n db prim osztdja van,
akkor mind legalabb 2, igy x = 2™. ) Tehat legyen T egy kiiszobérték, ahol T > n=log c. Ekkor a fentiek alapjan
Pr(Fp(a) = Fp(b) |aZb) <n/ (T / In(T)) =(n / 1) In(T) (mivel maximum n osztdja lehet c-nek, €és a véletlen
primet pedig T/ In(T) darab prim koziil valaszthatjuk.

Ha 1 =tn In( tn), valamely nagy t-re, akkor a fenti valoszinliség n / (t n In(tn)) In(t n In(tn)) <2/t (= O(1/t)).
Az atkiildott bitek szama pedig O ( In(t) + In(n)). Igy ha t = n , akkor n bit helyett log(n) bit atkiildése esetén a
hiba valoszintiisége legfeljebb O (1/n) .

MINTAILLESZTES

A mintaillesztés problémaja a kovetkezd: adott két binaris sztring, S egy n bitbdl allé széveg, amiben kerestlink
¢s egy M m db bitbdl 4ll6 mintat, amelynek az eléfordulasait szeretnénk megtaldlni. A feladat determinisztikus
algoritmussal O(m+n) idében megoldhatd (1d.: Algoritmusok II.). O(mn) idében egy trivialis kimeritd
keresésen (brute force) alapuld algoritmus is megoldja. Itt is hasznalhatjuk az ujjlenyomat technikat.

Legyen S; = sjSj+1, ..., Sjtm1 @ j-€dik helyen kezd6dé m hosszu részsztring, 1 <j < m-n+1, legyen

F(Sj) = s*2™" + sj * 2™ + ... + 8jin1. Ekkor S;= M esetén F(S;) = F(M). Az algoritmus ezen értékeknek a
fentiekben definialt ujjlenyomatat hasonlitja 6ssze az F(M) érték ujjlenyomataval.

Lényeges észrevétel, hogy Sy =2 [ S; — s; 2™' ] + siym , azaz a sorozat tagjai az €l6z8 tagbol hatékonyan
konstans idében szamolhatoak, igy a véletleniil generalt primre is Fp(Si1)=2 [ Fp(S;) —s; * 2" ] + szmmod p .
Tehat ujjlenyomatként az Fp(Z)=Z mod p fiiggvényt hasznaljuk egy véletleniil generalt p egy T korlatnal nem
nagyobb primre. Ugyanligy mint az els6 részben a sztringek 6sszehasonlitdsanal kapjuk, hogy az algoritmus
hibaja legfeljebb (n/ 1) In(t) = O( ( n log 1) /1) tehat kapunk egy Monte Carlo algoritmust. Legyen T olyan,
hogy a hiba O(1/n) —re egyszeriisodjon.

A Monte Carlo algoritmus: Visszaadja az els6 j-t, amire Fp(S;) = Fp(M)
Adodik, hogy a futdsidé: O(m+n).
P(hiba) < 1/n, hiba: ha mégsem egyezik valdjaban: Fp(S;) = Fp(M) de S; # M

Las Vegas algoritmussa alakithatjuk at a kovetkezoképpen:
1. MC futtatas O(m+n) 1d6
2. valoban illeszkedik-e¢ a minta (ellenérzés) O(m) 1d6
3. haigen, akkor vége  O(1) i1d6
4. ha nem, akkor Brute Force

A 4. 1épés a Brute Force algoritmus legfeljebb 1/n valdszintiséggel hajtodik végre, a futasi ideje O(mn) igy ezen
1épés varhato futési ideje is O(m+n). Kovetkezésképpen a Las Vegas algoritmus futési ideje O(m+n).



Osszefoglalas

Osszefoglalva, a kdvetkezd 3 modszert hasznaljuk ujjlenyomatok definialasara.

1. médszer: Legyen a kérdés, hogy Qi(x) =Q(x) igaz -e, ahol Q egy F test feletti polinom. A mddszer
egyenletes eloszlas alapjan egy r kiértékelési hely valasztasa, és Qi(r) =Q.(r) tesztelése. Ez a sztring egyezésnél
is hasznalhato. Legyen Q; = a; x™' + a)x™* + ... +a;€s Q; =b; * x™' + b, * x"* + ... + b, a két sztring akkor és
csak akkor egyezik meg, ha Q;(x) = Qa(x).

2. médszer: A primet valasztjuk véletlennek és adott x pontban értékeliink. A fenti példakban x=2 volt az érték
ahol értékeltiink.

3. modszer: Ha a kérdés a = b , akkor megtehetjiik azt is, hogy régzitiink egy p primet és egy véletleniil
generalt Q polinomra az F, test felett vizsgaljuk, hogy Q(a) = Q(b) teljesiil -e.

INTERAKTIV BIZONYITASI RENDSZEREK

Az interaktiv bizonyitasi rendszerben két jatékos van.

1. Ellendrzd személy V, aki egy allitasrdl szeretné eldonteni, hogy igaz vagy hamis. (Bonyolultsagelméleti
definiciokkal egy adott L nyelv esetén egy x szorol akarja eldonteni x [ L teljestil-e.) Az ellendérzd
polinomidlis idejli véletlenitett algoritmusokat hasznalhat ¢€s kérdést tehet fel a bizonyitonak.

2. Bizonyito P, az ¢ esetében nincs idokorlat (mindent ki tud szamolni). De lehet rosszindulati bizonyitd
is, aki hazudhat (vélaszra és a bizonyitésra is) és V nem tudja leellendrizni polinomidlis idében ezt (mert
pl exponencialis idejii a bizonyitas).

Def: Interaktiv bizonyitasi rendszer van egy eldontendd L kérdésre, azaz a kérdés az IP bonyolultsagelméleti
osztalyba tartozik (interaktiv polinom idejli osztaly, ha 1V ellenérzd és P bizonyitd, gy hogy ha:

* igazavdlasz (x U L), akkor Pr(V(x,P) = elfogad) =1

* hanem a valasz (x U L), akkor [] P’ esetleg rosszindulata bizonyitora is:Pr(V(x,P’)= elfogad) < ' .

GRAFIZOMORFIZMUS

Def.: Gi(V4,E,) izomorf G»(V,,E,) akkor és csak akkor, ha 1étezik egy Tt permutécidja az 1,2,...,|V| szdmoknak
(csucsok), hogy (i,j) U E; akkor és csak akkor, ha (11(i), 10j) ) U E»,

A grafizomorfizmus problémaja NP -ben van, ha izomorf a két graf konnytli bizonyitast ellendrizni (az adott
permutaciot kell csak ellendrizni izomorfizmus -e.) A lenti dbran két izomorf graf van.

GRAF NEM IZOMORFIZMUS

Valasz: igen, ha G, nem izomorf G,-vel.
Interaktiv bizonyitasi séma:
1. O egy véletlen permutacio
2. 10 {1,2} véletlen értéket generalunk egyenletes eloszlas alapjan
3. Gjgrafon 0 permutaciot végrehajtjuk, igy kapjuk a H grafot
4. H-t odaadjuk a bizonyitonak, és megkérdezziik, hogy G, -el vagy G-vel izomorf.
5. Ha valaszként Gi-t kapjuk, akkor elfogadjuk, hogy G; és G, nem izomorf.

Alllitas: Ez egy interaktiv bizonyitasi rendszer.
Bizonyitas:
- ha Gy és G, nem izomorfak (tehat a valasz igen), akkor P meg tudja mondani melyiket
valasztottuk, ezért a séma a vélaszt elfogadja.
- ha G, és G; izomorfak (tehat a valasz hamis), akkor H alapjan a bizonyité nem tudja eldonteni,
melyik grafot vélasztottuk. Annyit tehet, hogy x valésziniiséggel 1-et mond, és 1-x
valosziniiséggel 2-t mond. Viszont ebben az esetben a valasz elfogaddsanak valoszintisége
P(elfogad) ='2ax + 2 (1-x) =%

Példa izomorf grafokra:



1 4
5 8 1 3
2 4
6 7
2
3 6 7
H3SAT PROBLEMA

Def: 3CNF egy konjuktiv normalforma, ahol minden tag 3 darab [jellel 6sszekapcsolt esetleg negalt valtozot
tartalmaz, a formula a tagok konjukciodja. (példak 3CNF alakra: (x Uy Uz) U@ UbUOc)U...H (edfUg)
, (xOlyOz)OyUzUOc)O...O (eOfOg))

Def: 3SAT probléma: Adott 3CNF kielégithetd -e?

Def: H3SAT probléma: Adott 3CNF hanyféleképpen elégithetd ki?

Tétel: Adott S érték esetén a H3SAT =S probléma az IP osztalyban van.

Bizonyitas: Elsdként aritmetizaljuk a formulat, ami egy gyakran hasznalhat6 technika. Rendeljiik az x; logikai
valtozohoz az f(x; )=1-x; aritmetikai fliggvényt, a !x; logikai valtozohoz az x; aritmetikai fliggvényt. Tovabba a
ci = ly Ul U5 logikai kifejezéshez az f(ci )= 1 — f(1i)f(12)f(l;5) aritmetikai kifejezést. Példaul:

Az x; U!x, Uxs logikai kifejezés aritmetizalasa az 1-(1-x;)x2(1-x3) kifejezést adja. Konnyen lathatd, hogy egy ¢
kloz akkor és csak akkor igaz, ha f(c)=1. A teljes CNF aritmetizalasat ugy kapjuk, hogy 0sszeszorozzuk a
benne szerepld klozok aritmetizaltjait. Példaul, ha x = (x;00! x, Ux3) U (!x> Ux3 Ux4), akkor

f(x) = (1-(1- x1) X2 (1- X3))(1- X2 (1- X5)(1- X4))

Konnyen beléathato, hogy egy x 3CNF kifejezés akkor és csak akkor igaz, ha f(x)=1.

Most legyen Hf(x) = 5= om0...5 o f(X1,...,Xn), €z az Osszeg pontosan a H3SAT probléma megoldasat
adja, mivel az dsszegben azon x; értékek esetén kapunk 1-et, amelyek kielégitik a logikai formulat. Hasznaljuk
a kovetkezd jeloléseket fu(xi,...,.xn) = f(Xi,....Xi, Xit,...,Xn), azaz f, egy n - valtozos fiiggvény, a lerogzitett
valtozoknak megfeleld tag értéke a Hf 6sszegbdl. Tovabba minden i-re definidljuk a fii valtozos fiiggvényt,
amely az a részosszeg, ahol az elsd i darab valtozd van lerdgzitve, ekkor ezen fliggvényekre teljesiil, hogy
fi(x1,...,Xi) = fin(xy,...,xi, 0) + fi(xi,...,X;,1). A fenti rekurziok alapjan definialt f, konstans (0-valtozos fiiggvény)
pontosan a vizsgalt Hf(x) értéket adja vissza. Tehat az eldontendd kérdés az, hogy f,=S igaz -e.

A kovetkez0 interaktiv sémat hasznaljuk:

Elsoként a bizonyitot megkérjiikk, hogy adja meg nekiink az f; egyvaltozos fliggvényt (ennek a fokszdma
legfeljebb 3n). Ellendrizziik, hogy a kapott g fliggvényre (nem tudhatjuk biztosan, hogy valoban fi-et kaptuk
meg) g(0)+ g(1) = S teljesiil -e. Ha nem, akkor a valaszt nem fogadjuk el, egyébként ellendrizziik, hogy valdéban
az f) fliggvényt kaptuk e meg. Ehhez legyen p egy prim, ami nagyobb, mint 3n, és valasszunk egy r értéket a p
feletti primtestbdl véletlenszeriien. Vizsgaljuk meg, hogy fi(r) = g(r) teljesiil -e, ha a valasz igen, akkor
elfogadjuk a bizonyitast egyébként nem. A kordbbiakhoz (el6z6 ora) hasonléan kapjuk a hiba valdsziniliségére,
hogy Pr(hiba)=Pr(nem ugyanazt a fliiggvényt adja vissza, de ugyanazt a kiértékelést kapjuk) <3m/p.



Az egyetlen megmaradt probléma az, hogy mi nem tudjuk fi(r) pontos értékét. Ennek meghatirozasahoz
vegylik észre, hogy fi(r) =Y 'x0...Y =0 f(r,X2,...,Xs), tehdt annak eldontése, hogy fi(r) = g(r) teljesil -e,
pontosan ugyanolyan feladat mint az eredeti feladatunk, csak egy valtozoval kevesebb van, igy a sémat
rekurzivan Ujra felhasznalva ezt az egyenldséget is ellendrizhetjiik.

Mivel Osszesen n db kérdés-felelet van, a teljes hiba valdszinliségére azt kapjuk, hogy

P(hiba)=P(g(r) = fi(r) | g(z) # fi(z)) <n * 3m /p < 2, ha p értékét elegendden nagynak valasztjuk.

VISSZAFELE ELEMZES

Vegyiik a kovetkezé rendezd algoritmust. Vegyiik a szamok egy véletlen sorrendjét (ha determinisztikus
algoritmusként tekintjiik, akkor az atlagos futasi idére kapunk ugyanilyen korlatot). Utdna hasznaljuk a beszur6
rendezés egy olyan valtozatat, ahol minden még be nem szart elemre egy kétirdnyl mutaté szamon tartja, hogy
a mar rendezett szamok koz¢ hova kell beszurni.

Pé¢ldaul, ha a kezdeti sorrend 1 7 54 8 3 9 6, akkor az algoritmus a kdvetkez6 iteracidokkal rendez:
1
7548396
1 7
3546 89
1 57
34 6 89 stb..

Varhato futési id6t nyilvanvaléan a mutatok atallitasanak a koltsége hatarozza meg, maga a beszuras a mutatok
alapjan konstans idében megtehetd, igy a beszurasok Osszkoltsége linearis. A visszafele elemzés alapétlete,
hogy azt vizsgaljuk mennyi a koltség, ha nem beszirunk hanem tordljilk az elemeket (a két koltség
megegyezik, csak ezt az utdbbit konnyebb kiszdmolni). Tehat adottak a sorozatban rendezett x;, X, ... , X;
szamok ¢és egyenletes eloszlas alapjan torliink egy elemet, azaz minden elemet 1 /1 valdsziniiséggel. Eddig az
Xit1, ..., Xn elemeket mar toroltik, tehat réluk mar mutat mutaté a jelenlegi elemek kozotti intervallumokba.

Az egyenletes eloszlas miatt a mutato atallitdsok varhaté szdma: ( n-i )/ i. Minden j U Xi.1, ..., Xa ,-re¢ annak a
valészinlisége, hogy j-t atallitjuk 1/i, tehat az adott elem atallitdsanak varhato értéke 1/i. Viszont az Osszes
atallitasok varhat6 értéke, ezen varhato értékek Osszege, tehat E(atallitds szdma) =(n-i) /1.

Kovetkezésképpen az algoritmus futdsa soran az 0sszes atallitas varhato koltsége, igy az algoritmus futasi ideje
legfeljebb > "i-i (n-i1) /i £ Y"=i n/i=n Y " 1/i= O(n log n).

KONVEX BUROK

Def: Egy ponthalmaz konvex, ha barmely két pontjara az 6ket 6sszekotd szakasz barmely pontja is a
ponthalmazban van.
Def: Egy ponthalmaz konvex burka a legsziikebb olyan konvex halmaz, amely a pontok mindegyikét
tartalmazza.
A kovetkezd véletlenitett algoritmust hasznalhatjuk adott ponthalmaz konvex burkanak meghatarozasara. (A
két dimenzids problémat tekintjiik, de az eljaras kiterjeszthetd tobb dimenzidra is)
1. Véletlen sorrendbe allitjuk a pontokat
2. Vesziink 3 pontot, és vessziik egy belsO pontjat az altaluk meghatarozott haromszégnek
pl a sulykdzéppontjat (PO)
3. Minden pontra meghatarozzuk, hogy melyik tartomédnyba esik a PO és a csucsok altal
meghatdrozott egyenesekkel meghatarozott tartoméanyok koziil, ezt szamon tartjuk egy kétiranyu
mutatoval.
4. Vessziik sorban a pontokat. Az adott pontot beszlrjuk a konvex burokba felhasznalvan, hogy
tudjuk melyik tartomanyban van.
4.a Ha az 0j pont az eddigi burkon beliil esik, akkor nincs semmi teenddnk. (Ezt konstans iddben
meghatarozhatjuk, mivel tudjuk melyik tartoményban van).
4.b Ha az uj pont kiviilre esett, akkor meg kell vizsgalni hogy keletkezett e konkav boruk rész (Pj),
vagy belso burok rész (P1), ha igen akkor azt a pontot ki kell szedni a burokalkotok sorabol. Majd at
kell allitani a mutatdkat az 0j tartoményoknak megfelelden.



A kovetkez0 abran a kék szinnel jelolt két ¢l hatasara a belsd Pi pontot és a hozza tartozo ¢éleket kell tordlni. Ha
viszont nem a kék hanem a zo6ldes ¢€lek keriilnek felvételre, akkor Pi-t €s Pj -t is tor6lni kell, és a hozzajuk
tartozo éleket (itt el6szor az A F1 és a B F1 ¢l kertil felvételre, majd a B pontnal latjuk hogy konkév burok rész
van, igy B csucsot ¢és ¢éleit is tordlni kell, ekkor jon 1étre C F1 €1)

F1

F2

Az algoritmus futasi ideje két részbol adodik Ossze:

Az élek torlésének szama. Ez linearis, hiszen csak ha mar 1étre lett hozva egy €l akkor torolhetjiik, viszont
1épésenként legfeljebb 2 élet hozunk 1étre és n 1€épés van.

Az atallitott mutatok szdma. Ennek 0sszeszamolasahoz ismét a visszafele elemzést hasznaljuk. Tegyiik fel,
hogy toroljiik a pontokat a konvex burokbdl nem pedig beszurjuk ket. Amikor n-i pontot mar kitoroltiink,
akkor annak a valosziniisége, hogy a kitordlt pontok koziil egy adott P pontra a (PO, P) mutatot at kell allitani
megegyezik azzal a valoszinliséggel, hogy annak az ¢élnek valamely végpontjat toroljiik, amely €l P tartomanyat
meghatarozza. Ennek pedig 2/i a valosziniisége. Tehat a varhat6 értéke az atallitott mutatok szdmanak
legfeljebb 2n /1 az i-dik 1épésben, igy 6sszesen O(n log n), azaz az algoritmus futési ideje is : O( nlogn).
Megjegyzés A feladat két dimenzidban megoldhat6 determinisztikus algoritmussal is O( nlog n ) idében.

Készitette: Santa Robert



