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Elfoglalasi probléma

n darab megkiilonboztethetetlen golyd, m darab kiilonb6zé lada. A golyokat véletlenszertien
egyenletes eloszlas szerint szétosztjuk a ladakba. Ennél a feladatnal a kovetkezé kérdések lehetnek
érdekesek szamunkra:

e mennyi a golyok maximalis szama valamely ladaban?

e mennyi a varhat6 értéke adott 1adaba kertilé golyok szdmanak?

X, { 1, hajazi—dik lddaban van
J 0, hanem
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Nagy valoszintiséggel egyetlen ladaban sincs k-nal tobb elem, megfeleléen valasztott k esetén.

Annak a valoszinlisége, hogy az i-dik ladaban pontosan k golyo van:
kK, _ q.m-k k k K
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A kovetkezd egyenldtlenség egy fels6 korlat a binomialis egyiitthatora:
e\ e \fkt1 e\Mm
Pr(k vagy tobb golyo) < (E) + (m) + -+ (E) <

Mivel fels6 becslés kell k+1... helyett k jo, igy mértani sorozat lesz.

)+ (D) <(9) 2R (2)
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Pr(k vagy tobb golyo) = (k*) l-e/k* — n



Az esetek uniojanak a valosziniisége nem tobb mint az 6sszegiik valosziniisége:

PriUZ, (kD)) < Xis Prie(kD)] <

S

Ko6vl.: Ha m goly6t m ladaba rakunk, akkor

. r (elnn) 1
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Pr ( 3 olyan lada, ami [ (nln n)] golyonal tobbet tartalmaz) -
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K&v2.: Kevesebb, mint 1 — - valoszinliséggel nincs olyan lada, amiben k™ = (ninn) golyonal tobb

van.
Sziiletésnap probléma

Az el6z6 problémanal m golyot véletlenszeriien tettiink n ladaba. Ennek specialis esete az n=365, amit
sziiletésnap problémanak neveziink. Ebben az értelmezésben az év 365 napja megfelel 365 ladanak és
az m ember sziiletésnapjat valasztjuk egymastol fiiggetleniil és egyenletesen a 365 napbol. (Ennél a
problémanal most eltekintiink a szokéévektol, valamint attol hogy az m ember kozott lehetnek ikrek.)

Milyen nagynak kell lennie az m-nek, hogy két ember sziiletésnapja megegyezzen?

Ennek komplementer feladat: mennyi a valdsziniisége, hogy nincs két ember, akinek ugyanakkor van a
sziiletésnapja?

Legyen tovabbra is h a napok szama az évben, i az emberek szama.

Pr(nincs két ember, akinek u.akkor van a sziil. napja) = n(n_l)(n_nzi)"'(n_i_l) =
-11-H1 -2 _iz
=1(1 n)(l n)...(l - )

Ha x kicsi, akkor 1 — x <e™*.
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Pr(nincs két ember, akinek u.akkor van a sziil. napja) = H?lz (1 — T) < Hnlz e~ (i-D/n =
— e—m(m—l)/Zn

Kupongyiijté probléma

Adott n féle kupon (érme). Minden esetben azonos valdszintiséggel kapunk bel6lik. Hany érmét kell
Osszegyljteni, hogy minden fajtabol kapjunk?

Legyen X véletlen valtozo, az Osszes fajta érme Osszegylijtéséhez sziikséges legkevesebb kisérlet
szama. Hatarozzuk meg X varhato értékét: E(X)=?

Az i-dik kisérlet sikeres, ha olyan érmét kapunk, amit az el6z6 (i-1)-dik kisérletben még nem. Az els6
(még nincs érménk) és az utolsdé (nem végziink tobb kisérletet) kisérlet mindig sikeres. Osszuk
fazisokra a kisérlet sorozatot. Az els6 fazis akkor kezddédik, amikor megkapjuk az elsé érmét, az i-dik
fazis az i-dik sikeres kisérlettel kezd6dik. Az i-dik fazis vége az (i+1)-dik sikeres kisérlet.



Példa: 4 érme esetén, ha az érméket az 1,2,3,4 szamokkal jeldljiik, kaphatjuk a kovetkezo kisérlet
sorozatot: 1 1 23 312 4

Ahol az alahuzott szamok a sikeres kisérletek, az azonos szinli szamok azonos fazisba tartoznak.

Definialjuk az X; véletlen valtozot, ahol 0 < i < n-1 az i-dik fazisban 1év6 kisérletek szama (masképp:
egy fazis hossza). igy X-et a kovetkez6 képpen kapjuk:

n-1
X = z Xi
i=0
Igy X varhaté értéke:

E(X) = Zn:E(Xi)

(i+21)-re van i darab kiilonb6z6 érménk, és (n-i) amilyet még nem kaptunk.

Tehat

1—p=
P n

valdszinliséggel megyiink tovabb.

Ekkor a kovetkezot kapjuk

EX)=p+2(1—-p)p+3(1—p)?p+ -

Felhasznalva, hogy 1 —p = g, amibélp =1 — g
EX)=0-q@[1+29g+3¢*+-+(n+1)q"

X; véletlen valtoz6 geometriai eloszlast, p paraméterrel.

P T (1-p)
Xi varhat6 értéke ; ¢és szorasnégyzete 2
n-1 n—1 n
n 1
E(X) = E(X;) = -=n ) —=nH,
n—1 l
i=0 i=0 i=1

Ahol H, az n-dik Harmonikus szam, ami aszimptotikusan egyenl6 Inn + 0(1), igy kapjuk hogy

E(X)=nlnn



Létezik ennél egy élesebb korlat is. Legyen
m=nlnn+cn

Ha E>0 , akor kapjuk, hogy

—-C

PriX>m)<1-e7°
Ez nagyon gyorsan tart In n-hez.
Stabil hazassag probléma

A stabil hazassag problémaban adott n férfi (Yy,...,Yy), n n6 (Xy,...,X,) és mindegyikiik valahogyan
rangsorolja az ellentétes nem tagjait; ez az illetd személy preferencia listdja. 1gy példaul akkor
mondjuk, hogy az Y, (férfi) jobban kedveli vagy preferalja X;-t X,-héz képest, ha Y; preferencia
listajan X; elérébb van, mint X,. A hazassag vagy parositas (jeloljik M-el), egy egy-az-egyhez
megfeleltetés egy férfi és egy nd kozott.

Egy M parositas instabil ha vannak olyan Y, Y; férfiak és Xj, X; ndk, hogy (Y1,X;) € M, (Y2,X;) € M,
de Y, preferalja X;-et X,-hoz képest, és X, preferalja Yo-t Y1-hez képest. Egy M parositas stabil, ha nem
instabil.

Formalisan:

3 (X, Y;) par és (X, Y))par
instabil, ha X; preferencia listajany; > Y; ésY; listajaban X; > Xi

AJANLAT-ALGORITMUS:

1. Vesziink egy férfit, abbol a csoportbol akiknek aktualisan nincs parja.

2. Ajanlatot tesz a preferencia listaja alapjan a legkedveltebb nének, aki még nem utasitotta
vissza.

3. Ha a nd jobb ajanlatot kapott, mint az aktudlis, akkor csere, az addigi valasztottja pedig
visszakeriil az aktualisan nincs parja csoportba.

4. Ha még nincs minden személynek parja, akkor 1., egyébként VEGE.

Ez az algoritmus mindig terminal és stabil hazassag lesz az eredmény.
Bizonyitas:

1. Legyen (X,Y) és (A,B) parositasok. Tegyiik fel, hogy X-B felbontja!

2. Ehhez X preferencia listajaban B-nek el6rébb kell lennie, mint Y, és B preferencia listajaban
X-nek el6rébb kell lennie, mint A.

3. Ezazt jelenti, hogy X a B-nek tett ajanlatot valamikor Y el6tt, de B valamikor az eljaras soran
talalt jobb part. Ez azt jelenti, hogy A jobb X-nél, ami ellentmondas.

Futasi id6: Hany ajanlatot tesz ez az algoritmus? O(n?)
Atlagos eset vizsgalat: Atlagosan hany ajanlat?

A késleltetett dontések elvét itt igy modositjuk, hogy a férfi mindig véletlenszertien valaszt a nék
koziil, akik még nem utasitottak vissza. Igy figyelni kell, hogy ki utasitotta vissza, tehat fiiggés van.

Egy amnézias algoritmus esetén a férfi mindig véletlenszertien valaszt egy ndt és annak tesz ajanlatot.
Az algoritmus akkor ér véget, amikor minden né kapott ajanlatot.



Lathatd, hogyha a férfiakat behelyettesithetjiik a golyokkal, a néket pedig a ladakkal, akkor az
eddigiekhez hasonld problémat kapunk ¢€s igy alakul a futési id6 is.

Varhato futasi id6: nlnn.
P(futds >nlnn+Cn)<1—e=¢°
Chernoff-korlat

Bernoulli eloszléasu, korlatos valosziniiségi valtozok dsszegének kozelitésére.

Legyen Xy,...,X, Bernoulli eloszlasu fiiggetlen kisérlet.
Legyen tovabba 1 <i < n.

PriX; =1) =p;
Pr(X; =0) =1-p;

Legyen

n
X = ZXl
i=1

EX) = zn:E(Xi) = ipi = u
i=1 i=1

Mennyire térhetiink el ett6] a u-t61? Mennyi a valdsziniisége, hogy az X meghaladja az (1 + §)u — t?

Tétel: A fenti 6sszegekre €s barmely 6>0-ra:
1)

PriX > 1+ 6w < (W

YA
Jelolés: F*(u, 8).
Kov.: Ha 8 > 2e — 1, akkor F*(u, 8) < 2~ (1+9k,

Tétel: A fenti 6sszegekre €s barmely 6>0-ra:

— 82
PriX>1-8w) < e 2z .

Jelolés: F~(u, 6).

Példa: Egy focicsapat minden mérk6zésén 3 valdszinliséggel veszit, és n fordulds a bajnoksag.

Mi a valoszinlisége, hogy elérik az 50%-os teljesitményt?
(Vagy tesztiras, kérdésenként 3 valasz lehetéséggel, n kérdés esetén.)

n 1+1
2_( 2)

=
Il
w3
(*%}
Il
I
w3

N W

N3

nl n
F+(§'§): PriX>1+6)u) <223=2
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H=3m 274 =7 2= 07P3"
2 1 EENR

Fr(5n3)= X< - < 2743 = 272

Def.: Barmely pozitiv p-re és e-ra A™(u, €) az a §, amire F*(u, A™(y, €))=€.
Hasonldképpen A~™(u, €) az a 8, amire F~ (u, A~ (u,€))=¢€.

Mennyi az az eltérés, amit még megengedhetiink?
27+ — ¢ §=1Ine
log,e =—(1+8)u
= (1+8)u

1
=—-1
log, e u

log, €

Forgalomiranyitasi probléma (permutacios routing)

célallomasra. A csucsok egyértelmiien azonositva vannak egy szammal 1-t61 N-ig. Jeloljik vi-vel a
csomagok kiindulo pontjat, és d(i)-vel az i-dik csomag célpontjat. 1 < i < N, minden csomopont csak
egy csomag célpontja lehet, tehat a célpontok egy permutaciot alkotnak. Az csomagok utvonala, a
csomopontok egy sorozata a kiinduld pontjuktol a célpontjukhoz. A forgalomiranyitasi probléma egy
algoritmusa minden csomaghoz hozzarendel egy ttvonalat.

Az utvonal kovetése soran a csomagnak alkalmanként varnia kell egy koztes csomdpontnal, mert a
kdvetkezo csucs az utvonalan foglalt, mert egy masik csomagot tovabbit. Tehat minden csomopontnak
tartalmaznia kell egy sort és rendelkeznie kell egy sorba allitasi stratégiaval, hogy a csomagok kozotti
konfliktusokat feloldja és egyértelmil legyen, hogy melyik csomag kovetkezik, ha szabadda valik a
szlikséges csomopont.

Hanyag algoritmus esetén az utat v;-bol csak d(i) alapjan hatarozza meg.

Tétel: Ha N csucs van és minden fokszam d, akkor minden determinisztikus algoritmushoz 1étezik

olyan input, hogy a késedelem > \/g.

A hiperkocka egy négydimenzios kocka, aminek N=2" csticsa van. Jeldlje a csucsokat egy n hossza

bitsorozat, tehat egy csucs X € {0,1}". Két csucs akkor van Ssszekdtve, ha csak 1 bitben térnek el
egymastol (Hamming-tavolsaguk 1).

Bitrogzit6 stratégia: ismert a kiindul6 pont (X) és a célpont (Y), mint n hossza bitsorozat:
Xy, s X)) = (Y, o, Y)

Az Gtvonalat ugy hatarozzuk meg, hogy mindig a legbalrabb esd kiilonbo6z6 bitet allitjuk at.



Példaul: 1.) (1011) — (0000) esetén az ttvonal: (1011) —(0011) —(0001) —(0000)
2.) (101010) —(001111) esetén: (101010) —(001010) —(001110) —(001111).

r ’ . , , y 1r s , . . N -
Ha véletlenitett algoritmust hasznalunk akkor a varhat6 1épésszam, kisebb, mint \/; Ez az algoritmus,

hasznal egy egyszerli kétfazisu sémat. Ez a séma valaszt minden vj-re egy kdzbeesd o(i) csomopontot:

I Elkiildi a ebbe a o(i) csomopontba,
. Ezutan o(i)-b6l d(i)-be kiildi.

Minden fazis és minden csomag a bitrdgzitd stratégiat hasznalja az itvonala meghatarozasahoz.
Az 1. fazis elemzése (a II. fazis az els6 fazis inverze):

Ha két csomagnak egy ideig k6zos itvonala van, aztan az egyik eltér, akkor késdbb mar nem fognak
talalkozni.

Lemma: Legyen a v; utvonala az (ey, €, ..., ) élek sorozata. Legyen S azon csomagok halmaza (v;
kivételével), akiknek az utja az (ey, €, ..., ex)-ba belemetsz. Ekkor v; késedelme < [S|.

Bizonyitas: minden késést valakihez hozza tudunk rendelni.
Késedelem: t-j, ahol a csomag a t idOpontban az e;j élen megy at.

Amikor v; késedelme x-r6l x+1-re nd, akkor van legalabb egy olyan S-beli csomag, amely
keresztezné ugyanazt az élet mint v;, ugyanabban a 1épésben, mert ha nem igy lenne, akkor
vi kapna engedélyt az €l keresztezésére és nem ndvekedne a késedelme.

Végeredményképpen, minden késedelmet kiilon ponthoz rendeliink.

Legyen H; véletlen valtozo a kovetkezképpen:

o {1, ha j Gtja belemetsz i Gtjaba
Y 0, kiilonben

A teljes késés az i csucsra:
Késedelem(i) = ¥7-1 H;;
A v; csomag késésre, a Chernoff-korlattal egy felsd korlatot kaphatunk ¥7_; H;; mellett.
Legyen Ty azon utak szama, amik e,-n atmennek.
N g
E Z Hj | <E z Ty
j=1 k=1

Varhat6 Gthossz? 2, mert minden bit > valoszintiséggel valtozik.

, . , Nn , .
Varhato élek szama? Y N cstcs, n bit



Pr(barmely csomag késése > 6n) < 275"

Tétel: Legaldbb 1 — 275" valésziniiséggel, minden csomag eléri a kdzbeesé csomdpontot az 1.
fazisban 7n vagy kevesebb 1épésben.

Tétel: Legalabb 1 — (%) valoszinliséggel, minden csomag célba ér 14n vagy kevesebb 1épésben.

Készitette: Bobak Gyorgy



