VELETLENITETT ALGORITMUSOK

5.ea.

1. Val6szinlségszamitasi médszer

1.1. Attekintés

Két visszatérd otlet van a valdszinliségszamitasi moédszerben. Egyik az, hogy barmely
véletlen valtozo felvesz legalabb egy olyan értéket, ami nem kisebb, mint a varhat6 érték,
es legalabb egy olyan értéket, ami nem nagyobb t6le. A masik otlet az, hogy ha egy
halmazbdl egy véletlenszerlen kivalasztott elem pozitiv valésziniséggel kielégit egy
tulajdonsagot, kell lennie a halmazban egy olyan elemnek, ami Kkielégiti ezt a
tulajdonsagot. Példaul ha egy dobozbdl 1/3 valdszinliséggel valasztunk piros golyot, akkor
biztosan van benne legalabb egy piros. Bar ezek egyszeri megallapitasok, meégis

meglep6 erbvel birnak, ezekre latunk példakat a tovabbiakban.
1.2. Jatékfa kiértékelés

A mar korabban vizsgalt feladat esetén barmely algoritmus ami minden esetben helyes
valaszt ad, egyuttal egy igazolast allit ki a helyességérdl: minden példanyra ki tud
valasztani egy levél-halmazt, amelyek egyuttes értéke garantalja, hogy a kivalasztott érték
a helyes vélasz. Korabban lattuk, hogy a kiértékelések szamanak varhato értéke n°7’®,
ami azt jelenti, hogy barmely fanal van egy olyan n®’®* elem( levélhalmaz, hogy elemeinek
ertéke meghatarozza a gyokér értékét. (Iétezik algoritmus, ami még ha véletlenitett is [
mégis biztos tudast ad)

A valdszinlségszamitasi modszer 2 szintbdl all, elészor tervezink egy gondolatkisérletet,
amiben a véletlen szerepet jatszik, majd a masodik részben elemezzik a véletlenszeri

kisérletet, és adott egyedi esetre vonunk le kdvetkeztetést.
1.3. Maximalis vagas feladat
Ebben a feladatban adott egy G(V,E) iranyitatlan graf n csuccsal és m éllel, és szeretnénk

a csucsokat két halmazra, (A és B) bontani ugy, hogy a két halmazt 6sszekdtd élek

szamat maximalizaljuk. A probléma NP-nehéz.



Allitas: 34,B:AUB =V(G) ,amire | (u,v)€E, u€Ad, veB | z%

Bizonyitds: Készitsik el a két halmazt ugy, hogy minden csucsot 2 valészinliséggel
teszlink A-ba vagy B-be. Ekkor annak valésziniisége, hogy egy (u,v) él két végpontja mas
halmazban van 2 . Minden élre & ; =1, ha benne van az i. él a vagasban (indikator
valtozd), és & =0, ha nincs benne. A vagas mérete igy a (§ | +...+¢ ) érték lesz. Ennek
varhato értékére vagyunk kivancsiak. A varhato érték linearitasa miatt

E(E +.4E,)=E(E ) +.+ EEn)=PE = 1) +.+ PEn=1)= Yo +..+ Vo= %

A valbszinliségszamitasi mddszer fenti tipusu gondolatkisérlete és egy véletlenitett
algoritmus kozott az a f6 kllonbség, hogy az elébbiben csak azt akarjuk megmutatni, hogy
valami nem 0 valészinlséggel létezik, mig utdbbiban a hatékonysag fontos szempont,
nem tudunk elfogadni egy kis valoszinliségu sikerességet. Példaul ha az el6z6 allitassal
kapcsolatban csak azt tudtuk volna megmutatni, hogy 2" valdszinlséggel sikeral m/2
nagysagu vagast talalni, akkor képtelenek lennénk egy hatékony véletlenitett algoritmust
késziteni a maximalis vagas megtalalasara. Azonban mi azt mutattuk meg, hogy a vagas
méretének varhato érétke m/2, igy ez a véletlenszer( felosztas tekintheté egy hatékony
véletlenitett algoritmusnak is. Az egyik kérdés, amit felteszlink az ilyen tipusu példakban,
hogy ha a valészinlUségszamitasi maoddszerrel bizonyitottuk valami létezését
(bekdvetkezését nem 0 valdszinliséggel), akkor meg is tudjuk-e talalni hatékonyan azt? A
valasz esetenként mas és mas, van amikor talalunk olyan determinisztikus polinomidejl
algoritmust, ami megtalalja ezt a mar garantaltan Iétez6 objektumot, van hogy egy
véletlenitett polinom ideji algoritmusunk van, ami magas valdszinlséggel jut sikerre, de

van amikor nem ismerunk ilyen algoritmusokat.

2. MAX-SAT feladat, approximacios algoritmus

2.1. MAX-SAT

Az ismert kielégithet6ségi feladatnak ebben a valtozataban a kérdés az, hogy maximum
hany kloz elégithet6 ki az adott KNF-bdl. Feltételezhetjuk azt, hogy egy kl6z sem tartalmaz
egyszerre egy literalt és annak komplementerét (az ilyeneket minden kiértékelés
kielégitené). Egy optimalizaciot végzunk el, és ahelyett, hogy azt keresnénk, hogy melyik

kiértékelés eléqiti ki az dsszes klozt, maximalizalni szeretnénk a kielégitett klozok szamat.



Err6l a MAX-SAT néven ismert problémardl ismerjuk, hogy NP-nehéz, de a kdvetkez6
valdszinlségszamitasi modszer alapjan megmutatjuk, hogy barmely m kl6zhalmazra van
a valtozoknak olyan kiértékelése, ami legalabb m/2 klozt kielégit. (Egyébként ez a lehetd
legjobb altalanos garancia, hiszen tartalmazhatja a halmaz két kléza pl. x-et és x -,
amikor is nem lehetséges a felénél tobbet kielégiteni)

Tétel: OO m klézbdl allé halmazra [kiértékelés, amely legalabb a klézok felét kielégiti.

Biz.: Feltételezzik, hogy a valtozoknak egymastol fuggetlendl 72 - 72 valdszinlséggel
igaz, vagy hamis az értékuk. Legyen O 1 <i<m -re ¢ indikator valtozo értéke 1, ha az i.
kldzt kielégiti a kiértékelés, és 0, ha nem. Ekkor annak a valdszinlisége, hogy egy klozt,
ami mondjuk k db literalt tartalmaz, nem elégit ki ez a véletlenszeri kiértékelés:

1
Pr(&¢=0) = ? (hiszen ehhez az kell, hogy egyik literal sem legyen igaz érétkd, igy k db

fliggetlen eseményrél van sz6). igy annak a valdsziniisége, hogy az adott kldzt kielégiti a

1
kiertkelés: Pr(g=1)=1-Pr(=0)=1- ¢ =

. A a kielégitett klozok varhaté értéke a

N | —

varhato érték linearitasat figyelembe véve igy : E(§ 1+ +..+ & m) = E(E 1)+ ... + E(&m) 2

N3

2.2. a—-Approximacios algoritmusok

Az el6z6 példanal maradva, mivel az NP-nehéz, keresunk egy olyan modszert, amivel
kozeliteni tudjuk a kielégitett klozok szamanak maximumat. Erre szolgalnak az
a-approximaciés algoritmusok. Egy adott I példanyra legyen m(I) ez a maximum, ma(I)
pedig egy A algoritmussal elérhetdé maximum. Ekkor definialhatunk egy a értéket, ami az
m (1)
m(I)

Ekkor az algoritmust a-approximacidos algoritmusnak nevezzuk. Véletlenitett

algoritmus hatékonysagat jellemzi: a = inf (ez also korlat az 6sszes I példanyra).

E(m,(1))

algoritmusokra a fenti képlet a = inf )

formaju, ezek az a-approximaciés

véletlen algoritmusok, ebben az esetben ma(I) értéke véletlen valtoz6 lesz. (Erdemes
megjegyezni, hogy ellentétben a SAT problémaval, itt lehetnek kl6zok, amiket
kielégitetlenul hagyunk, s6t ez elkerllhetetlen, ezért a cél csak a lehetséges maximum
megkozelitése, nem az dsszes m kloz kielégitése.) A tovabbiakban megadunk ehhez egy

%a-approximacios algoritmust.



Az otlet az, hogy egy egészértéki linearis programozasi feladatként tekintsik a problémat,
majd majd az un. randomized rounding technikat hasznaljuk. Minden C; klézhoz
hozzarendellnk egy z indikator valtozét, ami a linearis programozasi feladatban jeldli,
hogy a j. kl6z ki van-e elégitve, valamint minden x; valtozéhoz is hozzarendellink egy y;
indikator valtoz6t, ami az adott valtozo értékét jelzi (1, ha az TRUE és 0, ha FALSE), azaz
C - zO{0,1},j=1.n és x - yi[{0,1},i=1..n . Jeldlje C;* a negalatlan valtozok
halmazat, C; pedig a negalt valtozék halmazat a C; klézban. Ekkor a kdvetkezé linearis

programozasi feladatot fogalmazhatjuk meg:
célfiiggvény: max ;Zj (a kielégitett KI6zok szama)
feltételek: y;, z 0{0,1} O i-re ésj-re (1.)

Doy o+ D (1-y) = z, Vj-re 2.)

i€C; i€C;
Az egészértékl programozasi feladatot relaxalva megengedjuk, hogy yi és z valos

értékeket vegyen fel, azaz vy, , zz O [0,1]. Jeldljuk a linearis programozasi feladat

megoldasait », -vel és Z; -vel. Ekkor ij egy fels6 becslés lesz a kielégitett
J

kl6zok szamara. Mivel 7, , Z, O [0,1], tekintsik ezeket valdszinliségeknek, és az
algoritmusban minden x; valtozot ¥, valosziniséggel allitsunk igazra a randomized
rounding technikank soran.

Tétel: A fenti modszerrel készitett kiértékelés soran a kielégitett klozok szamanak varhaté
eértéke legalabb 1 — 1/e -szerese a maximalisan kielégithet6 kl6zok szamanak.

Biz.: Mivel csak egy C; klozt vizsgalnank, feltehetjik, hogy minden valtozé negalatlan (ha
nem, atirhaté ilyenre ebben a klézban) Ekkor a kl6z x; [ x, [...[0 xx formaba irhaté. A
linearis programozasi feladatbeli (2.) kényszer miatt »,+7,+..+7,>Z,  ahol »; annak

a valoszinisége a fentiek szerint, hogy az x; igazra lesz allitva. Mivel ez az egyes

k

valtozoknal fuggetlenul torténik, ezért az, hogy mind hamis legyen H(l—)?l.)
i=1

valosziniséggel torténik meg. Tehat az az esemény, hogy van kozte igaz

k
1 — [](1—-3) valészintiséggel kévetkezik be. A B «jeldlést bevezetve
i=1

1

k
1 - [Ta-5) =1[(1-(1--)1%z, = B %, = (1—5)2, (Felhasznaltuk, hogy a
=1

1

képletben szerepld szorzat akkor minimalis, ha minden ¥, tagja= Z,/k és az igy kapott

1-(1-z/k)* egy konkav fliiggvény, ugyhogy nem lesz a két végpontban felvett (ami 0 és 1



mivel 0< z <1) értékeknél kisebb, igy linearis fuggvényt is alkalmazhatunk helyette.)
1 A
A varhato értékekre: E(D.z,)=, E(Zj)Z(l—g)Z z,
j j

Az eddig megismert két véletlenitett algoritmus (az egyik, ami 2 valésziniséggel allit be
minden valtozét igaz értékre, a masik az elébb ismertetett linearis programozasi médszer)

hasznalhatésaga adott k értékekre a kovetkez6képpen alakul k figgveényében:

Lathato, hogy a két algoritmus esetén 1-2* és a B« atlaga mindig = 0.75.

Jelolje nq az els6 és n, a masodik algoritmus varhat6 eredményét.
Tétel: max {nl;n2} Z%Z z
j

Biz.: Elég megmutatni, hogy (ni+n;)/2 -re igaz, mert ez az atlag monoton csdkken k
novekedésével. Jeldlje S« azt a klézhalmazt, amiben a k literalt tartalmazé klézok az

elemei. Ekkor n; -re és n, -re

1 “
nFZkl > (1—§)ZZ > Z; . Hasonléan ”ZZZk:

Bz Az atlagukra igy

c,es* k cest Ces’
(1-1)+ 8, (1-1)1 8 (1—i)+[1—(1—1)k]
M>Z ZLf . Mivel AR k03
A 2 ’ 2 B 2 4

a tételt bebizonyitottuk. EImondhatjuk tehat, hogy barmely példany esetén valamelyik
algoritmus egy % — approximaciés algoritmus, ezért mindkett6t futtatva, majd a jobb

megoldast valasztva a klézok legalabb % -ét ki tudjuk elégiteni.



3. Lovasz Lokalis Lemma

3.1. Bevezetés, fogalmak

Teljes fuggetlenség: Pr(AB)=Pr(A)Pr(B)

S={A,...A), TOS esetén  PT(Nier 4= [T Pri4

AT
Példa: Egy tetraéderrel dobunk, amin az 1,2,3,4 szamok vannak.
Legyen az A esemény: a dobott érték <2 O Pr(A)="%

B esemény: a dobott érték paros [0 Pr(B)= "

C esemény: a dobott érték prim [0 Pr(C)="%
Ezek az események paronként fuggetlenek, de a teljes rendszer nem, azaz Pr(ABC) # 1/8.
Az A teljesen fiiggetlen S-tél: O TOS-re Pr(A[N, o, A)=P(A)
Flgg6ségi graf: A, ..., A, események a csucsok. Teljesulnie kell, hogy az Ai esemény
legyen teljesen fuggetlen az események azon halmazatdl, amelyek vele nem
szomszédosak (azaz nem koti 6ssze él).
Legyen egy KNF, amit graffal ugy abrazolunk, hogy ha van k&zds valtozé (negalt vagy

negalatlan mindegy), akkor huzok élt az egyes kl6zok kdzé, pl.:

o o
A E

c O

Itt C értéke a {B,D,E} -tél fuggetlen (nincs kdzds valtozo)
3.2. Lovasz Lokalis Lemma

Legyen G(V,E) az A,...,A. események flggdseégi grafja egy valoszinliségi mezdben. Tfh.

[J eseményhez [Ix;,J[0,1], amire igaz, hogy [l 1 <i<m -re igaz az, hogy ha

J=x [T (1-x) , akkor Pr(n", 4,) ﬁ

(i,j)€E



Kévetkezmény: Ha A . A, események, és van egy fuggbségi graf, valamint O i-re

.....

Pr(A) < p. Azon feltételek mellett, hogy egyrészt [1 esemény soktdl teljesen fuggetlen
(legfeljebb d kivétellel az 6sszes tobbitdl), masrészt ep(d+1) <1 (,ep” = felsé becslés) igaz

a kovetkezé: Pr(n’, 4,)>0

3.3. k-SAT probléma

Alkalmazzuk most a fenti kovetkezményt a k-SAT probléma egy példanyara. (Amiben az
adott KNF-ben minden kléz k db literalt tartalmaz) Nézzink egy olyan valtozatot, ahol [
valtozd legfeliebb 2% klézban szerepel. Allitasunk az, hogy a fenti k-KNF mindig
kielégithet6. Tekintsik azt a kiértékelést, amiben %2 valdszinliséggel kapnak igaz vagy
hamis értékeket az egyes valtozok. Jeldlje Ai azt az eseményt, hogy a C; kl6z nincs
kielégitve (1 <i<m ). Mivel mindegyik kléz k db literalt tartalmaz Pr(A))=2*. Az A esemény
fuggetlen minden A eseménytdl, kivéve azoktdl, ahol ahol a C;és C; klézban legalabb egy
valtozd kozos. d=k*2¥%° értékkel jeldljik, hogy legfeliebb hany szomszédja van egy
cstcsnak a grafban. Alkalmazzuk tehat a Lovasz Lokalis Lemma kdvetkezményét d=k*24%°
értékkel, és kdvetkeztetlink, hogy pozitiv valdszinliséggel a véletlen kiértékelés kielégiti az
0sszes m db klézt. Ennélfogva biztosan létezik kielégité kiértékelés a fenti feltételeket
teljesité k-SAT példanyokra. A Lovasz Lokalis Lemma kdvetkezménye azt mutatja, hogy
egy véletlen kiértékelés pozitiv valoszinliséggel kielégitd, de ez a valdszinliség egészen
kicsi is lehet. Ezért eléfordulhat, hogy tdbbszdr kell préobalkoznunk, mire talalunk egy

megfelel6t, ami az 6sszes m db kldzt kielégiti.

3.4. Algoritmus a k-SAT problémara

A kovetkezdkben leirunk egy Las Vegas tipusu algoritmust, ami polinom idében fut m
fuggvenyében (de nem polinom ideji k fluggvényében) és alkalmas egy kielégit
kiértékelés megtalalasara. Az algoritmus futdsa soran barmely idépontban lehetnek
valtozék, amik mar fixalva vannak 0 vagy 1 értékkel, mig lehetnek olyanok amik még nem
kaptak értéket. Kezdetben még egyik valtozonak sincs értéke. A k értékét konstansnak
tekintjuk. Az algoritmus két fazisbol all. Az els6 fazis fixalja néhany valtozo értékét, és a
maradékot elhalasztja a masodik fazis részére.

1.fazis

Szekvencialisan haladva a valtozékon, %2 valészinlséggel igaz vagy hamis értékre

rogzitjuk 6ket. Kozben un. veszélyes klozok keletkeznek, amik két kritériuma a kovetkezd :



1. k/2 literal mar ki van értékelve a C; klozbdl

2. Ci még nincs kielégitve
A veszélyessé valt klozokban talalhaté tdbbi literal (a masik fele) rogzitését elhalasztjuk,
atugorva a szekvencialis értékadasban. A fazis végén azt mondjuk egy klozrol, hogy
tuléld, ha nincs kielégitve az elsé fazisban rogzitett valtozok altal. A masodik fazisban csak
azokkal a valtozékkal foglalkozunk, amik az elsé fazisban még nem kaptak értéket,
valamint a tulélé klézokkal. Egy Ci kléz akkor lehet tulélé a fentiek alapjan, ha

1. Veszélyessé valt

2. Szomszédja veszélyessé valt (ugyanis ekkor van kdzos valtozojuk, ami a

szomszéd miatt még nem kapott értéket)

Mindegyik tulélé kléznak legalabb k/2 valtozdja van, ami még nem kapott értéket, és
[1,d+1] db kl6z veszélyessé valasanak eredményeképp valhatott veszélyesseé.
2.fazis
A tulélé klézok altal feszitett G részgrafot nézzik. A valdszinlisége, hogy egy barmelyik
kloz az 1.fazis soran veszélyessé valt, legfeliebb 2*2, hiszen pontosan k/2 rendelkezik a
literaljai kozil rogzitett értékkel, és ezek koziil egy sem elégiti ki a klézt. igy annak
valoszinlisége, hogy a kldz tuléld legfeljebb (d+1)2%2 . (ezzel az értékkel fellilrél becsdltik,
mert P(A:0...0A:) < P(A1)+...+ P(A)) Meg kell még jegyezni, hogy a G részgrafban két
Osszekapcsolt tulélé kléz nem tartalmazhat k6zos elhalasztott valtozot. Ezért az ilyen
valtozék egyeértelmien kijeldlnek Osszefliggd komponenseket a részgrafban. Barmelyik
ilyen komponensre igaz, hogy a még nem rogzitett valtozok szama a komponens
klézaiban O(log m), igy polinom m idében fel tudjuk sorolni a 2°M°¢ ™ igaz kiértékelést
ezekre a valtozokra, amig talalunk egyet, ami kielégiti a komponens 0sszes kl6zat. Ezt
ismételjuk a masodik fazisban, flggetlenll mindegyik 6sszekapcsolt komponensre, addig,
mig a nem rogzitett valtozok is értéket kapnak, igy kielégitve az Osszes tulélé kldzt. A

modszerrel tehat végeredményben polinom m idében kielégitd kiértékelést talalunk.

Készitette: Olah Péter



