Véletlenitett online algoritmusok

A gyakorlati problémakban gyakran fordulnak el6 olyan optimalizalasi fela-
datok, ahol a bemenetet csak részenként ismerjiik meg, és a dontéseinket a mér
megkapott informéciok alapjén, a toviabbi adatok ismerete nélkiil kell meghoz-
nunk.

Ilyen feladatok esetén on-line problémdrdl beszéliink. Az on-line algoritmu-
sok elméletének igen sok alkalmazéisa van a szamitidstudomany, a kozgazdasag-
tan, és az operacidkutatds kiillonbozs teriiletein. Mivel egy on-line algoritmus-
nak részenként kell meghozni a dontéseit a teljes bemenet ismerete nélkiil, ezért
egy ilyen algoritmustél nem varhatjuk el, hogy a teljes informécioval rendelkezd
algoritmusok altal megkaphaté optimalis megoldast szolgaltassa. Azon algorit-
musokat, amelyek ismerik a teljes inputot off-line algoritmusoknak nevezziik.
A legelterjedtebb moédszer online algoritmusok elemzésére a versenyképességi
elemzés.

A tovébbiakban egy tetszéleges ALG on-line algoritmusra az I inputon fel-
vett célfiiggvényértéket ALG(I)-vel jeloljik. Az I inputon felvett optimalis off-
line célfiggvényértéket OPT (I)-vel jeloljik. Hasznalva ezt a jelolésrendszert
a versenyképességet minimalizalasi problémaékra a kovetkezGképpen definidlhat-
juk. Egy minimalizalasi probléma esetén az ALG algoritmus C-versenyképes ha
van olyan B konstans, hogy ALG(I) < C'-OPT(I)+ B teljesiil minden I input
esetén. Egy algoritmus versenyképességi hanyadosa a legkisebb olyan C' szam,
amelyre az algoritmus C-versenyképes. Szokas hasznalni a definiciot a B additiv
konstans nélkiil is, ez esetben abszolut versenyképességi hanyadosrél beszéliink.
Megjegyezziik, hogy a fentiekben definidlt versenyképességi hanyadost szoktak
enyhe versenyképességi hanyadosnak is nevezni.

Véletlenitett algoritmus esetén ALG(i) nem egy konstans, hanem egy valo-
sziq-ntiségi valtozo, amely az algoritmus véletlen dontéseitsl fiigg. Véletleni-
hasznéljuk. Tehat egy véletlenitett ALG algoritmus C-versenyképes ha van
olyan B konstans, hogy E(ALG(I)) < C - OPT(I) + B teljesiil minden [ in-
put esetén. Megkiilonboztetiink 3 kiilénb6z6 valtozatot attol fiiggden milyen
informaciokkal rendelkezik az inputot generélo ellenfél. Hanyag ellenfélrél bes-
z@lliink abban az esetben ha az ellenfélnek nincs informaciodja az algoritmus vé-
letlen dontésinek kimeneteirdl, més széval az ellenfél elére az algoritmus futésa
el6tt véglegesen definidlja az inputot. Adaptiv ellenfélrsl beszéliink abban az
esetben ha az ellenfél az input kdvetkezd részét mindig az algoritmus aktualis
dontései utan definidlja. Ebben az esetben megkiilonboztetiink adaptiv online és
adaptiv offline ellenfeleket. Az adaptiv online ellenfél a probléméat online oldja
meg, mindig a mar definidlt adatok alapjan dont, az adaptiv offline ellenfél pedig
az eljaras végén a teljes input ismeretében oldja meg a feladatot.

Lapozasi probléma
dellezi. Adott lapok egy univerzuma, amely lapok egy sorozata az input. Az
algoritmusnak egy k lap kapacitast gyorsmemoriat kell kezelnie. Ha az aktua-
lisan igényelt lap nincs a memoridban, akkor a lapot az algoritmusnak be kell
tennie és ehhez, amennyiben mér nincs hely, valamely lapot ki kell raknia. Ezt



az esenényt, amikor egy igényelt lap nincs a memoriaban hibanak hivjuk, és a
cél a hibak szdménak minimalizalasa. A probléma online, ami azt jelenti, hogy
az algoritmusnak a lap elhelyezéséhez sziikséges dontést (valamely lap kivétele
a memoriabol) a tovabbi igények ismerete nélkiil kell meghozni. A kovetkezd
allitas azt mutatja, hogy nincs kicsi versenyképességi hanyadossal rendelkezs
determinisztikus algoritmus a feladat megoldasara.

Tétel Nincs olyan determinisztikus algoritmus a lapozasi problémara, amely
versenyképességi hanyadosa kisebb, mint k.

Bizonyitds Vegyiink k+1 lapot és legyen A egy tetszsleges online algoritmus.
Legyen L, az az n elembdl all6 input, amelyben az 1j elem mindig az a lap,
Ekkor A minden lapnal hibézik, igy A(L,) = n. Legyen LFD (longest forward
distance) az az offline algoritmus, amely ha egy lapot ki kell rakni a memo-
ridbol mindig azt a lapot valasztja a lapok koziil, amelyre a kovetkezs igény a
legkésébb érkezik. Fontosnak tarjuk megjegyezni, hogy valgjaban LFD az op-
timalis offline megoldast adja, de ezt nem igazoljuk, mivel a bizonyitas soran az
algoritmus optimalitasara nincs sziikség. Vegyliik észre, hogy amennyiben LFD
hibazik, akkor a kovetkez& k-1 kérés sordn nem hibazhat tjra. Ez a tulajdonsag
azért teljesiil, mert az algoritmus kovetkezd hibaja, akkor kovetkezik be, ami-
kor azt a lapot igényeljiik, amelyet kitett a memoriabol. Es az LFD szabaly
miatt ezt a kérést meg kell, hogy el6zze a masik k-1 lapra vonatkozd kérés.
Tehét azt kaptuk, hogy LFD(L,) < n/k. Masrészt OPT(L,) < LFD(L,),
tehat A(L,)/OPT(Ly,) > n/(n/k), amivel a tétel allitasat igazoltuk (az ad-
ditiv kostans nem tehet lehet6vé k-nal kisebb versenyképességi hanyadost, mert
tetsz6legesen hosszi sorozatot vehetiink).

Maésrészt szamos k-versenyképes determinisztikus algoritmus van, itt k-verseny-
képes algoritmusok egy osztalyat a bélyegzé algoritmusokat ismertetjiik, mivel
ezek lesznek azok, amelyeket véletlenitett algoritmussa fejlesztiink tovabb.

Bélyegzs (tovabbiakban B) algoritmus

Az algoritmus bélyegeket hasznal a memoridban. Kezdetben egyetlen lap
sincs megjelolve. Egy kérés érkezésekor az algoritmus a kovetkezd lépéseket
hajtja végre.

e 1. Ha a kért lap a memoéridban van, akkor amennyiben még jelletlen
megjeloljiik.

e 2. Ha a kért lap nincs a memoériaban, és nincs mér jeldletlen lap a memoria-
ban, akkor az Gsszes jeldlést toroljiik. Ezt kovetSen vesziink egy jeltletlen
lapot a memériabol (az eléz6 1épés miatt van ilyen) a kért lapot ennek a
lapnak a helyére berakjuk, majd megjeloljiik.

Az algoritmus viselkedése nagymértékben filigg attol, hogy milyen szabaly
alapjan valasztjuk ki a torlendd lapot, de a kovetkezd tétel mutatja, hogy a
versenyképességi hanyadosa nem.

Tétel A B algoritmus versenyképességi hanyadosa k.



Bizonyitds A tétel bizonyitdsahoz elegendd beldtni, hogy az algoritmus k-
versenyképes, az altalanos alsé korlat alapjin adodik, hogy nem lehet jobb.
Vegyiink egy tetszéleges inputot, jeldlje I. Bontsuk fel ezt az inputot faziso-
kra a kovetkezSképpen. Az els6 fazis kezd6djon, az elsé elemnél. Ezt kovetGen
minden egyes fazis a megel6z6 fazis utolsd eleme utan jové elemnél kezddédik,
és a leghosszabb olyan sorozatat tartalmazza a kéréseknek, amelyek legfeljebb
k kiilonboz8 lapot igényelnek. (Tehat a kovetkezd fazis akkor kezdddik, ami-
kor a k+1-edik kiilonbz6 lap megjelenik.) Erdemes megjegyezni, hogy a fazis a
bélyegek kiosztasaval is definidlhato, akkor kezd&dik 1j fazis, amikor a B algorit-
hogy B legfeljebb k hibat vét egy fazis alatt, (ha egy lapon hibézik, azon tob-
bet mér nem fog a fazisban, hiszen megjeldlte). Most vizsgéljuk az optimaélis
offline algoritmust. Egy tetszéleges fazis masodik kérésénél az offline memoria-
ban benne van a fazis els6 eleme. Ezt kdvetSen a kovetkezd fazis elsG eleméig
k tovabbi elem jelenik meg, igy az offline algoritmusnak legalabb egy hibat kell
vétenie, az adott fazis mésodik elemétsl, a kovetkezs fazis elsG eleméig tartod
kéréssorozaton. Kovetkezésképpen minden fazishoz (kivéve esetleg az utolsot)
hozzarendeltiik az offline algoritmus egy egy hibajat. Jeldlje r a fazisok szamaét.
Ekkor B(I) < rk+k—1eés OPT(I) > r, kovetkezésképp B(I) < kOPT(I)+k—1,
amivel a tétel allitasat igazoltuk.

A bélyegz6 algoritmus véletlenitett valtozataval, amelyben nem determinisz-
tikus dontés alapjan valasztjuk a lapot, amely kikeriil a memoriabol jobb ered-
ményt érhetiink el. A véletlenitett bélyegzs (RB) algoritmust a kovetkezsképpen
definidlhatjuk.

Az RB algoritmus

e 1. Ha a kért lap a memoéridban van, akkor amennyiben még jeldletlen
megjeloljik.

e 2. Ha a kért lap nincs a memoriaban, és nincs mér jeldletlen lap a memoria-
ban, akkor az 6sszes jelolést toroljiikk. Ezt kdvetGen vesziink egy jelletlen
lapot egyenletes elszolas alapjan a memoriabol (az el6zé lépés miatt van
ilyen) a kért lapot ennek a lapnak a helyére berakjuk, majd megjeldljik.

Tétel Az RB algoritmus 2Hy-versenyképes hanyag ellenfél ellen.

Bizonyitds Vegyilink egy tetszdleges I inputot, és rogzitsiink egy optimalis
offline algoritmus, amit jel6ljon OFF. Az inputot bontsuk fazisokra ugyanugy,
mint a determinisztikus esetben. Ekkor ismét teljesiil, hogy akkor kezdédik j
fazis, amikor az RB algoritmus torli a bélyegeket a memoridban. Vegyiik észre,
hogy a fazisok nem fiiggnek az algoritmus véletlen dontéseitsl (a fazison beliili
koltsége igen). Jelolje a fazisok szamat n. Most vizsgaljuk meg, hogy egy adott
i-re mennyi RB varhato6 koltsége az i-edik fazisban. Ennek meghatarozasahoz a
fazis sorén kért lapokat két halmazba osztjuk. Réginek nevezziik azokat a lapok,

sz z2

szama legyen u;. Minden 1j lap hibat okoz, és egyetlen lap sem okoz egynél
tobb hibat egy fazison beliil, igy azt kapjuk, hogy az Gj lapok altal kapott hibak



szama u;. Most vizsgaljuk meg, hogy mennyi a régi lapok altal okozott varhato
hibak szama. Nyilvanvalon egy régi lap csak az els§ megjelenésénél okozhat
Vizsgaljuk meg ennek a valészintiségét. Tegylik fel, hogy egy régi lap elsé meg-
jelenésénél, a memoria tartalmaz x darab 1j lapot és y darab megjeldlt régi
lapot (ezeket mar szerepeltek a fazisban). Ekkor a k-y jeloletlen régi lap koziil
egyenletes eloszlas alapjan x darab nem szerepel a memoridban, igy annak a
valoszintisége, hogy a kért lap nem szerepel, azaz hibat okoz x/(k — y). Tehat
a lap altali hibak szamanak varhato értéke z/(k — y) < u;/(k —y). Kovetkezés-
képpen a régi lapok altal varhaté hibak szama legfeljebb Z;ZO ui/(k — 7). gy
izt kapjuk, hogy az algoritmus varhaté koltsége a fazis soran legfeljebb

Ti
7=0

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy RB(I) < >0, u;Hy.

Most vizsgéljuk meg az optimalis koltséget. Ehhez legyen d; azon lapok
szama, amelyek az i-edik fazis eltt szerepelnek az offline memoéridban, de nem
memoridval kezdenek az algoritmusok. Hasznaljuk a d,4; értéket is, ez az al-
goritmus befejezésekor fennéllo érték. Legyen az offline algoritmus koltsége az
i-edik fazisban OFF;. Mivel az i-edik fazisban pontosan azokat a lapokat ké-

ban a féazis el6tt, OFF szamara is hibat okoznak. Ezen lapok szdma legalabb
u; — dj, igy azt kapjuk, hogy OFF; > u; — d;. A két korlat alapjan adédik,
hogy OFF; > (u; — d; + d;y1)/2. Osszegezve ezeket az értékeket adodik, hogy
OFF(I) > (/- wi — di +dpt1)/2 > (307 i) /2-

Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy RB(I) < 2H,OFF(I), amivel a tételt
igazoltuk.

A kovetkezs tétel azt mutatja, hogy nem adhato aszimptotikusan jobb algo-
ritmus hanyag ellenfél ellen, mint RB.

Tétel Nincs olyan véletlenitett algoritmus a lapozasi problémara, amely
veresnyképességi hianyadosa hanyag ellenfél ellen kisebb min Hy.

Bizonyitds A tétel bizonyitasdhoz a Yao elvet hasznaljuk fel. Tehat vehetiink
egy tetszbleges valosziniségi eloszlast, és az azaltal generdlt inputon kell meg-
vizsgalnunk a legjobb determinisztikus online algoritmust. Altalaban egy adott
eloszlasra a legjobb determinisztikus algoritmus megtalalédsa igen nehéz feladat,
igy az ilyen esetekben gyakran hasznalt Gtlet olyan eloszlast valasztani, amelyen
minden algoritmus ugyanazt a varhato erdményt éri el. Most is ezt tessziik. Ve-
gyiink k+1 kiilonb6z6 lapot és legyen I kérések egy olyan sorozata, amelyben
n darab kérés érkezik, melyek mindegyike egyenletes eloszlas alapjin valaszt
egy lapot a k + 1 lap koziil. Definidljuk a generalt sorozat fézisait, az el6z6
bizonyitasokhoz hasonléan. Az i-edik fazis az LFD algoritmus i-edik hib4janél
kezdodik és a kovetkezs hibat megel6z6 lapig tart. Ekkor LED koltsége minden



fazisban 1. Most vizsgaljuk az adott fazis varhato hosszat. Akkor kovetkezik be
a kovetkezd hiba, amikor arra a lapra érkezik a kérés, amit LFD kitett a memo-
riabol, de ezt megel6zGen a tobbi lapra is kellett kéréseknek érkeznie. Tehét egy
fazis varhato hossza 1-el révidebb a legrévidebb olyan sorozat varhato hosszanal,
amelyben mind a k+1 lapra érkezik kérés. Méasrészt pontosan az ilyen soroza-
tok varhaté hosszat vizsgaltuk a kupon gytjté probléméban (a ladik, amibe a
kupont rakjuk a lapok, amelyeket egyenletes eloszlas alapjan generaltunk). Ko-
vetkezésképpen egy ilyen legrovidebb sorozat varhato hossza (k+1)Hyiq. Azaz
egy fazis varhato hossza (k+ 1)Hy41 — 1 = (k + 1)H.

Most vegyiik észre, hogy tetszéleges online algoritmust véve minden lépésben
a hiba valoszintisége, igy varhato értéke 1/(k + 1). Tehat az online algoritmus
varhato koltsége egy fazisban (k+1)Hy/(k+1) = Hy. Kovetkezésképpen minden
fazisra az online algoritmus varhat6 koltsége Hy-szor az offline koltség, amivel
az allitast igazoltuk.



