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Eloszo

A jelen jegyzet! a Szegedi Tudoményegyetemen 2002-t5l tartott Bevezetés a Globélis Optimali-
zéladsba cimfi targy anyagat tartalmazza. A targy heti két 6ra el6adést és egy ora gyakorlatot
jelent. Az utébbit szamitégépes teremben, aktiv gyakorlassal kell tolteni.

A targy az OperaciOkutatds és alkalmazott matematika szakirdny része. Mas hallgatok
specidlkollégiumként vehetik fel. Kozvetleniil kapcsolédik a Nemlinearis optimalizélas targyhoz
(ami szintén az emlitett szakirdny része). Ezek felvételének idedlis sorrendje: Nemlinedris
optimalizalds, majd Globalis optimalizalas.

A jegyzet a linedris algebra, kalkulus és numerikus matematika targyakra tdmaszkodik.
Aktudlis véaltozata egy része, a hozza kapcsolodé feladatok, gyakorlatok és adataik elérheték a

http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes/go.pdf

cimen.

A targy olyan tudast kivan adni, amely elegendd egyszer(ibb optimalizalasi munkak elvég-
zéséhez, és amelyet 6ndlld gyakorldssal tovdbbfejlesztve egy-egy szakteriilet teljes globdlis
optimalizalasi feldolgozésat is végre lehet hajtani. Mivel az érintett programcsomagok gyakran
véltoznak, az anyag f6leg az alland6 vagy kevésbé valtozo ismereteket tartalmazza.

A rendelkezésre &ll6 rovid id6 (kb. 14 x 3 6ra) nem elég a globdlis optimalizélads teljes
kori targyaldsdra, ezért a legfontosabb definiciokat, osszefliggéseket és az elméletet az érintett
optimalizalasi eljardsok targyaldsa el6tt csak a feltétlentil sziikséges terjedelemben ismertetem. A
teljesen 6nédll6 optimalizalashoz ez persze nem elegend6. Ennek ellenére bizom benne, hogy a
targyalt anyag segit a leggyakoribb hibakat elkeriilni, és a viszonylag konnyen kezelhet6 prog-
ramok segitségével (tamaszkodva a mind tobb esetben rendelkezésre all6 readme féjlokra, stigo,
tandcsado varazslokra) 6néllé munkéval is lehetséges a tovabbi sziikséges eljarasok megismerése.
A teljes itt kozreadott anyag kicsit tobb, mint amit egy féléves kurzusban at lehet adni, ez némi
rugalmassagot kovetel az el6ad6tdl, illetve a gyakorlatvezetStol.

Tovabbi cél segitséget nyujtani a globalis optimalizdldshoz olyanok szdmadra is, akik ezt a
hagyoményos képzés keretében nem tanulték. Igy a jegyzet alapjan az egyszertibb feladatok
esetén az olvasé elegendd ttmutatast kap ahhoz, hogy a feladatat tigy fogalmazza meg, illetve
irja at, hogy az a rendelkezésre 4ll6 szoftverrel hatékonyan megoldhato legyen.

A Globédlis optimalizalas a kordbbi tanulmanyokbdl a Linedris algebra, Numerikus matema-
tika, Operéciékutatdas, Kombinatorikus optimalizdlds és a Nemlinedris optimalizalds targyakra
tdmaszkodik. A Globalis optimalizélds targyat idedlis esetben a Nemlinedris optimalizdlds utan
jo felvenni. Az Operacidkutatds és alkalmazott matematika szakiranyban mindkettd rendszere-
sen meg lesz hirdetve.

A jelen jegyzet a korabbi specialkollégiumok és doktori kurzusok sordn csiszolédott anyagot
is tartalmazza. Itt mondok koszonetet kordbbi hallgatéimnak és munkatdrsaimnak a jegyzet

Minden megjegyzést szivesen latok és el6re is koszonok, kiilondsen, ha hibdkra hivjék fel a figyelmem. Az email
cimem: csendes@inf.u-szeged.hu



létrejottéhez, illetve a javitdsdhoz nyujtott segitségiikért. Varom a tovabbi véleményeket és
javaslatokat is.

Szeged, 2012. szeptember

a szerzd



Jelolések

Itt a legfontosabb, szinte mindig a megadott formaban hasznalatos jeloléseket adjuk meg, de
ezektdl helyenként — ahol a targyalas ezt megkoveteli — eltérhetiink.

AD automatikus differencialas

a intervallum sorozatok konvergencia rendje

c(X) a kozponti alak alappontja az X intervallumban

f(x) a célfiiggvény

f(X) a célfiiggvény értékkészlete az X intervallumon

F(X) a célfiiggvény befoglal¢ fliggvénye az X intervallumon

F'(X) az egyvaltozos fliggvény derivéltja befoglal6 fiiggvénye

f(z*) a globdlis minimum értéke

f intervallumos optimalizdldsi moddszerben a globdlis minimum
aktualis fels6 becslése

gi(x) egy feltételi fliggvény

H(z) a célftiggvény Hesse-matrixa

H(X) a célfiiggvény Hesse-matrixa befoglalé fliggvénye

I a kompakt intervallumok halmaza

I az n-dimenziés kompakt intervallumok halmaza

m(X) az X intervallum kozéppontja

Vf(z) a célfiiggvény gradiense

pf*(X) a RejectIndex algoritmus paraméter intervallumos optimalizalasi
eljarasban

R a val6s szamok halmaza

R™ az n-dimenzi6s valds vektorok halmaza

LY, e valtozok

X,Y,..,A B,... intervallumok vagy matrixok

X, X az X intervallum als¢ és fels6 korlatja, X = [X, X|



Jelolések

*

x a globalis minimumpont

w(X) az X intervallum szélessége



1. fejezet

Bevezetés

Optimalizélési feladatok a mindennapi élet szdmos tertiletén eléfordulnak, f6leg a mérnoki, gaz-
dasagi alkalmazasok teriiletén, de természetesen a tudoményos kutatdsban is. Ide tartoznak azok
a problémak, amelyekben a kérdésfeltevés a kovetkez6 sémat koveti: mikor lesz minimdlis egy
mennyiség, melyik esetben optimdlis egy beéllitds, milyen paraméterek mellett lesz maximdlis
egy egylitthato értéke stb. Gyakorlati esetben a hasonlé kérdések tgy hangzanak példaul, hogy:
mikor lesz a legnagyobb a profit, ha kiilonben adott termelési feltételeknek elegettesziink, mely
esetben lesz minimalis a koltsége egy beruhazdsnak, mikdzben el6irt mennyiséget gyartunk, és a
lehetséges megoldasainkat feltételek korlatozzak.

Az optimalizdlds a matematika, azon beliil az operacidkutatds, vagy mas szempontbdl a
numerikus matematika része. Erintkezik a szamitidstudomannyal, és van szdmitastechnikai
vetiilete is. Az operédcidkutatds mint 6ndll6 tudomanyteriilet a mult szdzad kozepétdl létezik,
és szdmos kozos részteriilete van az alkalmazott matematikdval. Az OR Today cim{i szakmai
folydirat egy kordbbi felmérése szerint az Amerikai Egyesiilt Allamokban az operaci6kutatdsi
szakemberek allaskilatdsa volt a negyedik legjobb a vizsgélt nagyon sok szakma koziil.

A finomabb kategorizélds szerint a globdlis optimalizdlds a nemlinedris optimalizdlds, vagy
mads néven a matematikai programozas témakoréhez tartozik. Az utébbi név a linedris prog-
ramozas analégiajara azt a tertiletet jeloli, amikor az optimalizaland¢é fliggvény, vagy a feltételi
halmazt kijelol6 fiiggvények valamelyike nem linedris.

Az egyik, Hans-Paul Schwefel professzort6l hallott torténet szerint a SIEMENS cég szamara az
atomerdmtivek flitGelemeinek elhelyezését optimalizaltak egy (késdbb targyalt) in. evolicios al-
goritmussal. A mérnokok 4ltal gyakorlati megfontoldsokon és szimmetria elven alapulé kordbbi
megolddson kb. egy szdzalékot sikeriilt javitani a hatékonysag szempontjabol. Ennek ellenére
nem tudhat6, hogy mi lenne az optimalis elhelyezés, és az sem, hogy a jelen megoldas a cél-
tiiggvény értékében mennyire tér el attél. Mégis, az 1j elhelyezési javaslat akkora megtakaritast
jelentett, hogy a kutat6 intézete német Mdrkédban is 9 jegy(i timogatasban részesiilt.

Egy masik hasonlo, nagy volumenti optimalizalasi feladatban egy nagy eurépai multi szdmara
kellett a telephelyek optimalis elhelyezését meghatarozni. Jellemz8 médon a feladat modelljének
felallitdsa nem volt trividlis, és a piacon kaphat6 kereskedelmi optimalizal6 szoftver nem volt
alkalmas a feladat kozvetlen megoldasara. A talélt kozelit6 megoldas kb. 7%-os megtakaritast
jelentett, mikdzben az érintett vallalkozas éves pénzforgalma Euroban is tobb szdzmilliés volt.

A 2000-ben Budapesten rendezett EURO nevii operacidkutatasi konferencian (a konferencia
internetes vendégoldalaa http://www.sztaki.hu/conferences/eurol7/ cimen érhetd el)
George L. Nemhauser professzor Large-Scale Discrete Optimization in Airline Scheduling cimi
plendris el6adédsaval arrdl szadmolt be, hogy az amerikai légitarsasagok optimalizalasi feladatai
(pl. a személyzet beosztésa, litemezési, hozzarendelési és széllitasi feladatok) az évi tobb milliard
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Dollaros koltségek szazalékos nagysagrend;jét is megtakarithatjak.

Sajat esetiinkben a KESZ Kft. szdmara kerestiink egy olyan gyors algoritmust, amely képes
a napi épitési feladatokhoz meghatdrozni azt, hogy a leszabandé munkadarabokat milyen
sorrendben és milyen orientdldssal vagjak ki a raktdron levé kiilonbozé profilt acél rudakbol
ugy, hogy a veszteség minimadlis legyen. A teljes leszamoléds kb. annyi eset megvizsgalasat
igényelte volna, ahdny elemi részecske van az univerzumban (és emiatt nyilvan kivitelezhetetlen
lett volna). A javasolt heurisztika a részfeladatok nagy részén garantéltan optimélis megoldast
szolgaltatott, a tobbin pedig jobb eredményeket tudott adni, mint a korabban hasznalt eljaras.
Az ilyen jellegii nyersanyagok felhasznaldsanak éves volumene az érintett véllaltnal milliardos
nagysagrendi.

Ezen példdk mindegyikében kimondatlanul is nyilvén a legjobb megoldas megtaldldsaban vol-
tunk érdekeltek, és nem csak egy olyant keresiink, amely egy sziik kornyezetében a legjobb
értéket adja. Emiatt ezek is a globdlis optimalizdlds témakorébe tartoznak. Ennek ellenére a
globalis optimalizélasi feladatok leggyakoribb kezelési médja az ignordlas, tehat a felhasznalo
sokszor megelégszik egy helyi keres6 eljards 4ltal adott kozelitd6 megolddssal — ami nyilvdnvalé
moédon mind a célfiiggvényértékben, mind a taldlt optimalizdland6 véltozok értékében tetszé-
legesen messze lehet a valodi megoldastol.

Maésrészt nyilvan vannak olyan feladatok is, amelyekben a globélis optimum ismerete nem
nélkiilozhetetlen — feltéve, hogy annak értékéhez elegendden kozel tudunk jutni. Igy a
legtobb kis méretli, egyszerii gyakorlati feladatban a megoldds egy ezrelék relativ pontossagu
ismerete az alkalmazds szempontjdb6l elegendd lehet. Ilyen esetben tehat az abszolat optimum
meghatadrozésdra az esetleg kildtastalanul hosszti szdmitds mar nem fizet6dik ki.

Ajegyzet és a targy 6 rendez6 elve a rendelkezésre 4116 informéci6 tipusa szerinti osztalyozas
lesz: tehat az azonos jellegti, a feladatra vonatkozé ismeretek alapjan egy csoportba sorolt méd-
szereket egyiitt tdrgyaljuk majd, mégpedig a legszegényesebb informécié forrastdl a leginfor-
mativabb felé haladva.



2. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben azokat az optimalizalasi alapfogalmakat és osszefiiggéseket foglaljuk ossze,
amelyeket a tovabbiakban haszndlni fogunk. Ezek nagyrészt a nemlinedris optimalizalas
témakorébe tartoznak.

A nemlinedris optimalizdlds alapfeladata a kovetkez6:

o f(z) (1)
ahol f(z) : R® — R val6s fiiggvény, és X azon n-dimenziés pontok halmaza, amelyekre g;(z) = 0
és hj(xz) < 0, ahol g;(z),h;j(z) : R* — R valés fliggvények, i = 1,2,...,my,és j = 1,2,...,my
valamely nemnegativ egész m,, my szdmokra.

A nemlinedris optimalizalasi feladatok tipusait a feladatban szerepld fiiggvények tulajdonsa-
gai (folytonossag, derivdlhat6sdg, konvexitds, ...) hatdrozzak meg. Ezek dontik el azt is, mely
megoldo algoritmusok alkalmazhatdk.

Az (1) 4ltalanos nemlinedris optimalizalasi feladat fontosabb specidlis esetei:

Feltétel nélkiili optimalizalasi feladat: ha m; = ms = 0, tehat a lehetséges megolddsok halmaza
a teljes n-dimenziés valods tér.

Korlatozott feladat: ha m; = 0, és csak a; < x; < b; alaka feltétel van, ahol a;,b; € R,
i=1,2,....n.

Négyzetosszeg alaku célfiiggvényii feladat: ha f(r) felithaté > 7", (fi — fumoa(j,2))? alakban,
ahol m pozitiv egész, f; valds szdm (j = 1,2,...,m), és fn.qa(j,z) az an. modell-fliggvény.

Egészértékii optimalizalasi feladat: ha a lehetséges megolddsok halmaza az egész szamokbol
all6 n-dimenzids vektorok halmaza.

A célftiggvény tulajdonsédgai szerinti osztalyok: konvex, konkav, sima vagy kétszer folytono-
san differencidlhat6, nem-differencidlhatd, kvadratikus, Lipschitz-folytonos etc.

A megadott optimalizdlasi feladatosztalyok nagyon redundénsak, azaz tobb osztdly minden
feladatdhoz lehet taldlni olyan, mésik osztalybeli feladatot, hogy a két feladat széls6értékei és
azok helye megegyeznek. Mutassunk ki ilyen ekvivalenciat! (minimalizdlds - maximalizalds,
konvex - konkdv, legkisebb négyzetes feladatok - &ltaldnos nemlinedris feladatok, feltételes -
feltétel nélkiili feladatok stb.)

Néhany alapvet6 definicio:

helyi minimumpont az z* pont, ha van olyan N(z*) kornyezete, hogy minden = € N(z2*) pontra

f(z) = f(z).
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helyi minimum az z* helyi minimumpontban felvett célfiiggvény-érték, f(z*).

szepardlt helyi minimumpont z*, ha helyi minimumpont, és nem torl6dasi pontja helyi mini-
mumpontoknak.

globdlis minimumpont egy helyi minimumpont, ha a lehetséges megolddsok X halmazan
minden z pontra f(z) > f(z*).

globalis minimum az z* globélis minimumpontban felvett célfiiggvény-érték, f(z*).

nyeregpont az olyan pont, amelyben a gradiens nulla, de minden kdrnyezetében van néla kisebb
és nagyobb célfiiggvény-értéket felvevd pont is.

egy helyi minimumpont vonzaskorzete azon folytonos gorbéknek a lehetséges megoldédsok hal-
mazdba es pontjainak halmaza, amelyek egy helyi minimumpontban végz8dnek, és ame-
lyek mentén a célfiiggvény értéke monoton csokken.

szeparalhat6 célfiiggvény az f(x), ha felirhaté fi(z) + fo(x) alakban, és f;(z)-nek van olyan
globalis minimumpontja, amely globalis minimumpontja f,(z)-nek is (és emiatt f(x)-nek
is).

Megjegyzések:

1. A helyi minimumpont meghatdrozasdban talan a kisebb jel természetesebb lenne, de ekkor
az analizisbeli tétel (folytonos fiiggvény korlatos intervallumon, ill. korlatos tartoményon
felveszi széls6értékeit) nem teljesiilne pl. a konstans fliggvényekre.

2. A gyakorlati feladatok szempontjdbdl az olyan helyi minimumpontok a fontosak, ame-
lyeknek vonzéaskorzete elég nagy. A tul kicsi vonzaskorzeti minimumpont a gyakorlatban
beallithatatlan, és érzékeny az input adatok pontossagara.

3. A nyeregpont azért fontos, mert a helyi keresd eljarasok gyakori megdllasi feltétele az,
hogy a gradiens nulla legyen. Ilyen esetben illik azt is ellenérizni, hogy a talalt pont nem
nyeregpont-e.

4. A szepardlhato célfiiggvények sajnos ritkdk a nemlinedris optimalizalasi feladatokban,
rdaddsul ennek a tulajdonsagnak a felismerése, és az ellendrzése is hasonlé nehézségti, mint
az eredeti feladat.

5. Fontos jellemzdje egy nemlinedris optimalizalasi feladatnak, hogy milyen a globalis opti-
mum vonzdaskorzete és a lehetséges megoldasok halmaza mértékének aranya. Gyakorlati
feladatokon tipikus az 5-30% érték erre az ardnyra. Egy szdzalék alatt mar kifejezetten
nehéznek szamit a feladat, de taldlkoztunk 0.001% alatti értékkel is.

A feladat kittizésekor viszonylag sok informaci6 &ll rendelkezésre, mégis a megold¢6 algorit-
musok ebbdl csak nagyon kevésre tdmaszkodhatnak. Jellemz6 az a helyzet, hogy a megoldas
“lathat6”, mégis a program nem tudja megtaldlni. Osztalyozzuk az optimalizdlasi moédszereket
aszerint, hogy milyen informéciét hasznélnak fel a keresés soran:
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e Taldn a legegyszer(ibb eset, amikor az algoritmus csak a célfiiggvényértékre tdmaszkodhat
altala megvalasztott pontokban. Ezeket az eljardsokat direkt keres6knek hivjdk. Ekkor
a felhaszndlénak egy olyan szubrutint kell mellékelnie, amely a paramétertérbeli pont
ismeretében kiszamitja a célfiiggvény értékét. Ehhez nem is kell feltétleniil ismerni a fiigg-
vény pontos alakjat, hiszen az fiigghet pl. aktualis mérési adatoktol, a véletlentdl stb. Gya-
kori eset, hogy csak egy a célfiiggvény meghatdrozasara szolgalo eljaras all rendelkezésre,
de a fliggvény konkrét alakja explicit médon nem jelenik meg. Ennek a feladatosztalynak
a jellemz6 modszerei a rdcsmenti keresés, a Monte Carlo médszer kiilonb6z6 valtozatai
és a véletlen séta algoritmusok. Ezek a primitiv, robusztus médszerek rendszerint rossz
hatékonysdguiak, megbizhatatlanok, de nagyon sok feladatra alkalmazhaték. Csak az
egyenesmenti keresés hasznalja ki a célfiiggvény esetleg meglévé monotonitdsat egy adott
irdnyban.

e Széles korben haszndlnak olyan médszereket, amelyek a célfiiggvényen til annak els6 de-
rivaltjanak (gradiensének) értékét is haszndljak. Ezeket els6rendi, vagy gradiens mdédsze-
reknek hivjak. Ide tartoznak a legmeredekebb lejts-, és konjugélt gradiens modszerek. An-
gol neviiket (hill climbing methods) onnan kaptédk, hogy a gradiens a leggyorsabb névekvést
mutato iranyt jeloli. A gradiens ismeretében persze egyszer(isodik a feladat annyiban, hogy
a direkt médszereknek ezt az iranyt is keresni kellett. A hatvanas években népszertiek vol-
tak ezek az eljardsok, annak ellenére, hogy a gradienst kiszdmit6 szubrutinok megadéasa
sokszor nehéz. A legtobb numerikus szubrutin-konyvtarban megtaldlhatok, a Fletcher és
Powell nevével jelzetteket érdemes keresni. Ezen médszerek kritikus része az egyenesmenti
keresés, ennek hatékonysdga sokat javithat vagy ronthat az dsszteljesitményen. Erdemes
megvizsgalni a gradiens médszerek miikdodését a bosszantasukra kitaldlt Rosenbrock (vagy
bandn) fiiggvényen: f(z,y) = (1 —y)? + 100(y* — x)*. Az optimdlisnak tin negativ gra-
diens irdnyok mentén az algoritmus oda-vissza hintdzik a meredek volgy falain, és igen
keveset halad a minimumpont felé. Ezen a jelenségen segit valamit a konjugalt gradiens
modszer. Ez utébbi elfogadhaté hatékonysédgt a folytonosan derivalhat6 fiiggvényeken (bi-
zonyos esetekben szuperlinedris konvergencia is elérhetd). Bizonyos optimalizal6 szubruti-
nok lemondanak a gradienst szamit6 rutinrdl azon az dron, hogy a gradiens helyett annak
numerikus becslésével szamolnak (kényelem vs. kerekitési hibak).

e A harmadik, ma leggyakrabban hasznalt algoritmus-osztaly a masodrend{i-, vagy Newton-
modszerek osztdlya. Ezek a célfiiggvény és a gradiens mellett még a Hesse-métrix értékére
is timaszkodnak. A neviik onnan szdrmazik, hogy lényegében a nemlinedris fiiggvény
zérushelyének megkeresésére szolgalé6 Newton algoritmust alkalmazzak a célfiiggvény de-
rivaltjdra (gradiensére). Mas széval, egy adott pontban el6éllitjak a célfiiggvény kvadrati-
kus polinom modelljét, majd annak minimumaba lépnek. Nagyon j6 (kvadratikus) konver-
gencia sebességet lehet bizonyitani sima fliggvényekre, és gyakorlati feladatokon is messze
hatékonyabbak, mint az el6z6ek. Erzékenyek viszont az induldpont megvélasztasara, sze-
retnek a helyi minimumpont kozelébdl indulni. Azokat az idetartoz6 médszereket, amelyek
nem igénylik a Hesse matrixot, mert azt numerikusan kozelitik, quasi-Newton mdédsze-
reknek nevezik. A Newton mddszerek hasznilata el6tt gy6z6djiink meg arrdl, hogy a
célfiiggvény tényleg kétszer folytonosan derivalhatd. Ennek teljesiilése nélkiil meglepGen
rossz, értelmetlen megolddsokat kapunk.

Programozasi feladat:
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* Irjunk egyszer(i szubrutint a gradiens segitségével valé optimalizélasra, és teszteljiik!

2.1. Egy dimenziés feladatok

Tekintsiik a kovetkez6 definicidkat, és tegyiik fel, hogy f(x) egy valés fliggvény valamely /
intervallumon (ez lehet véges vagy végtelen, nyitott vagy zart, vagy csak egyik oldalrdl zart).

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az z* € I pont globilis minimumpontja az f(x) fuggvénynek, ha
f(z*) < f(z) minden z € I pontra.

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az =* € I pont szigorii globdlis minimumpontja az f(z) fuggvény-
nek, ha f(2*) < f(z) minden z € I, x # z* pontra.

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az z* € I pont helyi minimumpontja az f(x) fiiggvénynek, ha
létezik olyan ¢ pozitiv valés szam, hogy f(z*) < f(x) minden olyan z € I pontra, amelyre
=<z <x*H+0.

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az z* € I pont szigorii helyi minimumpontja az f(z) fuggvénynek,
ha létezik olyan § pozitiv valés szam, hogy f(z*) < f(z) minden olyan = € I pontra, amelyre
rr—d<zxr<a*+0ésat#ux.

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az z* € I pont staciondrius pontja az f(x) fliggvénynek, ha létezik
f'(a7), és f'(z") = 0.

Az el6z6 definicidk nyilvanvalé médositasai adjak az f(x)-re vonatkozo globdlis maximumpont,
szigorii globdlis maximumpont, helyi maximumpont és a szigorii helyi maximumpont definici6it. A
tovabbiakban a targyaldst a minimalizalasi feladatokra korlatozzuk, a maximalizalasi feladatokra
vonatkoz6 eredmények az f(x) célfliggvény — f(z)-el vald helyettesitésével adédnak.

A kovetkez6 tételek az egyvaltozos fliggvények minimalizdldsdra vonatkozé alapvet6 ered-
ményeket foglaljak ossze.

1. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(x) differencidlhaté fiigguény egy I intervallumon. Ha z* egy helyi
minimumpontja f(x)-nek, akkor vagy x* egqy végpontja I-nek, vagy f'(z*) = 0.

B1zONYITAS. Tegytik fel, hogy z* egy helyi minimumpontja f(z)-nek, és z* nem végpontja az
I intervallumnak. A feltevésiink szerint f'(x) létezik, igy azt kell megmutatnunk, hogy akkor
f'(z*) = 0. Mivel f(z*) < f(z) az z*-hoz elegend&en kozeli z-ekre, az f(x) — f(z*) kiilonbség
nemnegativ minden ilyen z-re. Ezek utan

—f(w) — f@) >0 ha z* <z, illetve —f(x) — /@)

<0 ha 2" >x
xr—x* xr—x*

— feltéve, hogy = elegendden kozeli z*-hoz. Ezekbdl f'(z*) > 0 és f'(z*) < 0 adddik
f (I) - mligcl* xr — x*
alapjan, azaz f'(z*) = 0 kovetkezik. O

Ha egy fiiggvény staciondrius pontjait meghataroztuk, akkor a kovetkez6 eredmény alapjan
eldonthetjiik, hogy ezek minimumpontok-e.
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2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f(x), f'(x) és f"(x) fiiggvények folytonosak egy I intervallumon, és x* € 1
eqy staciondrius pontja f(x)-nek. Ekkor

a, ha f"(x) > 0 minden x € I pontra, akkor x* globilis optimumpontja f(x)-nek az I intervallumon,

b, ha f"(x) > 0 minden x € I pontra iigy, hogy v # x*, akkor x* szigoril globdlis minimumpontja
f(x)-nek az I intervallumon,

¢, ha f"(z*) > 0, akkor x* szigorii helyi minimumpontja f(x)-nek az I intervallumon.
BIZONYITAS. Ha = € I, és = # z*, akkor a kozépérték-tétel és az f'(z*) = 0 feltevés alapjan

_ )

9 (*T - ‘73*)27 (2)

fx) = f(a%)

ahol z szigortian z és x* kozotti pont. Kovetkezésképpen, ha f”(z) > 0 minden x € I pontra,
akkor f(x) > f(z*) minden z € I pontra, mivel (z —2*)?/2 > 0 minden = € I pontra. Ez igazolja
az a, allitast, és az érvelés megfelel$ 4talakitdsa igazolja a b, allitast. Végiil ha f”(2*) > 0, akkor
az f” folytonossdgédbol kovetkezik, hogy létezik olyan § > 0, hogy f”(z) > 0 minden z € I-re
amelyre 2* — § < x < 2* + ¢. Ekkor (2)-b6l az addédik, hogy f(z) > f(z*) minden olyan = €
pontra, amelyre x # 2* és 2" —§ < x < 2" +§, azaz az «* pont az f(z) fliggvény szigora helyi
minimumpontja. O

A maximumok feltételeiben az f”(z*) > 0, f"(x) > 0 és f"(z*) > 0 feltételeket az a, b, és c,
allitasokban megfelel6en f”(z*) < 0-ra, f”(x) < 0-ra és f”(z*) < 0-ra kell cserélni. Vegyiik észre,
hogy a 2. Tételben a globalis informacidk alapjan a globélis minimumpontra-, helyi informaciék
alapjan pedig a helyi minimumpontra vonatkoz¢ allitdsokat lehet nyerni.

PELDA. a, Tekintsiik az f(z) = 32* — 42° + 1 fiiggvényt. Mivel f'(z) = 122° — 1222 = 122%(z — 1),
ezért az f(x) staciondrius pontjai az z = 0 és az x = 1. Hasonléan f"(z) = 362* — 24z =
122(3x — 2) miatt f”(0) = 0 és f"(1) = 12. EDbbodl kovetkezben = = 1 egy szigord helyi
minimumpontja f(z)-nek, de a 2. Tétel nem mond semmit az « = 0 staciondrius pontrol.
Elemezve f(z) értékeit az © = 0 pont koriil, azt kapjuk, hogy z* < 2* a 0 < z < 1 pontokra,
tehat f(x) < 1 az origétdl kozvetlentil jobbra 1évs pontokra, mig f(x) > 1 attél kozvetlentil balra.
Ebbél az adédik, hogy = = 0 se nem helyi minimumpont, se nem helyi maximumpont, hanem
egy inflexiés pontja f(z)-nek. Vegyiik észre, hogy lim,_, - f(z) = 4+00 és lim, ,_ f(z) = 400,
tehdt f(z)-nek nincs globédlis maximumpontja az IR halmazon.

b, Az f(z) = In(l — 2?) fuggvény az I = (—1,1) nyitott intervallumon definialt. Mivel
f'(z) = —2z/(1 — 2%), az f(z) fiiggvénynek csak egy staciondrius pontja van az I intevallumon,
és ez az x = 0 pont. Ez szigoru globdlis maximumpontja f(z)-nek, hiszen

(1 —2?)(-2) — (—2z)(—2z) —2(1+ z?)

@)= 1—22)° T 1-a2p

minden z € [ pontra.

2.2. Tobbvaltozos fiiggvények feltétel nélkiili optimalizaldsa

A kovetkezbekben kiterjesztjiik eddigi eredményeinket a tobbvaltozés fiiggvényekre az analizis
és a linearis algebra segitségével.
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3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f(x) egy valds értékil fiigguény, amelynek els6 parcidlis deriviltjai léteznek
az IR" eqy D részhalmazin. Ha x* bels6 pontja D-nek és helyi minimumpontja f(x)-nek, akkor x*
staciondrius pontja f(x)-nek, azaz Of /Ox; értéke az x* pontban 0 minden i = 1,2,..., n-re.

2.3. Tobbvaltozés fiiggvények feltételes optimalizalasa

Ebben a fejezetben a nemlinearis optimalizalasi feladatokra vonatkoz6 altalanos, alapjaban véve
a helyi minimumok meghatdrozasara val6 legfontosabb eredményeket foglaljuk 6ssze réviden.
Ezek tehat a globalis minimum megkeresésére vonatkozéan kozvetleniil nem adnak segitséget.

2.3.1. Egyenl6ség tipust feltételek esete

Ha csak egyenldség-feltételiink van, akkor az (1) feladat alakja a kovetkezd lesz:
min f(z) 3)
gix) =0 j=12,...,m,

ahol = € R". Az erre a helyzetre kidolgozott Lagrange moddszer szerint a (3) feladat helyett
vizsgélhatjuk az ekvivalens

min F'(z, \) = min f(z) — Z A;gj(x) 4)

korlatozas nélkiili feladatot. Itt a \; értékek az tn. Lagrange-szorzok. Ezek az érzékenységi
egylitthatoknak felelnek meg, amik azt fejezik ki, hogy f optimalis értéke mennyire valtozik meg,
ha a g feltételeket perturbaljuk. Ebbdl a kovetkezd feltételek adddnak az elsérendfi optimalitasi
feltétel alapjan:

OF
g 0 i=12.n
OF
=0, =1,2...,m.
a)\] 7.] = 7m

Vegyiik észre, hogy a \; szerinti parcidlis derivédlasb6l mindig az eredeti feltételi egyenleteket
kapjuk vissza.

PELDA. Tekintsiik a kovetkezd egyszerti feladatot a Lagrange médszer miikodésének illusztrala-
sara:
min (z; — 2)? + (25 — 2)%,

ZL‘l—l:O

Lényegében egy (2, 2) kozépponta parabolat kell az z; = 1 egyenes mentén minimalizdlni. A
megoldas nyilvanvaléan az (1, 2) pontban van, és a célfiiggvényérték itt 1.
A Lagrange moédszer szerint az optimalizdland6 Lagrange fliggvény az

(e, ) = f(x) = Agle) = (21— 2)? + (02 — 2) — Azy — 1).
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Az els6rendli optimalitdsi feltételekbdl a kovetkez6 nemlinedris egyenletrendszer ad6dik:

2(1’1 - 2) —A = O,
2(%2 - 2) = O7
ry — 1 = 0.

Ez az egyenletrendszer most konnyen megoldhat6, és az eredmény: z; = 1 (az utolsé sorbdl),
Ty = 2 (a megel6z6bdl), és végiil A = —2. Az eljaras elénye nyilvdn még megoldhato, de
bonyolultabb egyenletrendszer esetén jon ki. Mdsrészt a nemlinedris egyenletrendszer megolddsa
altaldban is egyszer{ibbnek tekinthet, mint a kozvetlen feltételes széls6érték-keresés.

2.3.2. [Egyenl6tlenség tipusu feltételek esete

Tekintsiik ismét a korabban mér emlitett (1) korlatozott alapfeladatot most a kdvetkez6 alakban:

min f(x) 5)
g9i(x) <0 j=1,2,...,m.

ahol f(z) : R — R és g;(z) : R* — R val6s, folytonosan differencidlhat6 fliggvények,
Jj =1,2,...,m, valamely nemnegativ egész m szdmra. Az (1) egyenldség feltételei mindegyike
két ellenkezd irdnyu egyenlStlenség feltétellel nyilvan felirhato, tehét a (5) és az (1) feladatosztaly
megegyezik, csak a felirasban kiilonboznek. Az egyenl6tlenség feltételek koziil azokat, amelyek
egyenlséggel teljestilnek az optimum pontban, aktiv feltételeknek nevezziik.

Erre a feladatra a sziikséges (és egyes esetekben elégséges) feltételeket Karush?, majd tole
fiiggetleniil Kuhn és Tucker adott meg®. Ilyen optimalizaldsi feltételre szdmos algoritmust
épitettek, illetve a megallasi feltételek ezt tiikrozik.

Tekintsiik a kovetkez6 egyszertisitett (nem minden szempontbdl teljes) levezetést. El8szor is,
az s; segédvaltozok (slack variables) segitségével vezessiik vissza az egyenl6tlenség feltételeket
egyenl6ség tipustiakra:

gi(x)+s;=0, j=1,2,...,m, (6)
SjZO, j:1,2,...,m. (7)

Az utébbi egyenldtlenségek kivételével csak egyenldségek korlatozzak a lehetséges megoldasok
halmazat. Hasznéljuk a Lagrange médszert és a feladat Lagrange multiplikatoros alakjat:

F(z,\) = f(x) —Z)\j(gj(ﬂﬁ)+31)~ (8)

Ekkor a Lagrange médszer alapjan

0
——f =1,2,...,m.

A\ =

2 W. Karush: Minima of Functions of Several Variables with Inequalities as Side Conditions, M.S. Thesis,
University of Chicago, 1939.

3 Kuhn, H.W., and A.W. Tucker (1951): Nonlinear Programming. Proc. 2nd Berkeley Symp. on Math. Stat. Prob.,
University of California Press, 481-492.
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Mas szoval a \; épp az f valtozdsanak ardnya a g;-éhez, tehét a j. feltételi fliggvényéhez képest.
Minimalizalési feladat esetén ez az érték nem pozitiv, mert egy aktiv g; feltételi fliggvényre a
gj(x) < ¢ feltétel nyilvdn nem sz{ikebb lehetséges megoldasi halmazt ad. Erre az optimum értéke
nem néhet — amibdl (8) alapjan A; < 0 adédik. Példaul ha f(z) = z és g(x) = a — z, akkor
A=—1.

A Lagrange moédszert kdvetve Minden z* helyi minimum pontra, és az ehhez tartoz6 s = s*
és A = \* értékekre

OF (z*) 0
or

OF (x*
@)
oA

és a )\, elGjele miatt
OF(x*) ,
35]- ] = y J ) & , M

Elvégezve a derivalést a kovetkez{ feltételeket kapjuk:

V") - Z AiVg;(z*) =0,

g(z*) + s =0,
és
AT <0,
ahol s = (s, 82,...,8,)". Hamost \; < 0, akkor a Lagrange modszer szerint
0
_f < 0’
dg;

azaz ekkor a j. feltétel aktiv, és s; = 0. Azaz g;(z*) = 0.
Madsrészt, ha g;(z*) < 0, akkor s; > 0, és a j. feltétel nem aktiv. Ekkor

0

o _,

dg;
tehét

/\j = 0

Osszefoglalva: ha \; < 0, akkor g;(z*) = 0, és ha g;(*) < 0, akkor \; = 0. Tehat
Aigi(x*) =0, j=1,2,...,m.
Ezzel nagy vonalakban levezettiik a kovetkez tételt:
4. Tétel. Ha az f(x) fiigguénynek az x* pont helyi minimumpontja a lehetséges megolddsok
R={z|gj(x)<0,j=1,2,...,m}

halmazin, ahol f és g;, j = 1,2,...,m folytonosan differencidlhaté fiiggvények, valamint az R halmaz
hatdra teljesiti a feltétel vizsgilatot, akkor sziikségképpen

Vi) = D XVe(a7) =0, )
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Nigi(z®) =0, j=1,2,...,m, (11)
X<0,j=1,2,...,m (12)
teljesiil valamely \* = (X5, N3, ..., N5, valés vektorra.

A tételben emlitett feltétel vizsgalat (constraint qualification) ahhoz sziikséges, hogy kisz{ir-
jink olyan eseteket, amikor a lehetséges megolddsok hatdra extrém jellege miatti szélséérték
nem felel meg az adott feltételeknek. Igy egyediilallé lehetséges megoldasi pontokban akkor is
széls6értéke van a célfiiggvénynek, ha az a tétel feltételeit nem teljesiti. Gyakorlati feladatokban
az ilyen esetek szerencsére ritkak.

PELDA. Tekintsiink ismét egy egyszerd, attekinthetd feladatot:
min f(z) = 2 + a3,

3—ZE2§O,
IQ—LLjSO.

Ez az orig6 koriili egyszer(i parabola minimumaénak megkeresését jelenti, mikozben a feltételek
azt irjadk eld, hogy az elfogadhaté pontok z, koordinétaja legaldbb 3 kell hogy legyen, és a
lehetséges megolddsok mind az z, = z; egyenes alatt vannak. A korlatozas nélkiili feladatnak
nyilvédn az origé lenne a megolddsa, és a minimum értéke nulla lenne. A korlatozott feladat
lehetséges megoldasainak halmaza ezt azonban nem engedi meg.

Tekintsiik a Karush-Kuhn-Tucker feltételeket a feladatunkra:

Vif(x*) = ) N Vig;(z*) = 227 + A\; =0,
Jj=1

Vaf(z*) = Y NiVag;(a") = 225+ A — A3 =0,
j=1

gi(z*) =3 —x5 <0,
ga(a") = x5 — 27 <0,
Atgi(x%) = A1(3 — x3) = 0,
A3g2(2") = Ag(a — 1) = 0,
A<, j=1,2.

A négy egyenlbség feltétel a négy ismeretlen optimdlis értékre most épp megoldhaté (bar
nemlinedris) egyenletrendszert ad:
227+ 25 =0,

205 + A — A5 =0,
As(x5 —27) = 0.
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Az elst kett6bdl kifejezhetSk a A} értékek: A5 = —2x7, és A\] = —2x]—223. A maradék két egyenlet
ezutéan:
(=227 — 225)(3 — 73) = 0,

—2z7 (x5 —a7) = 0.

Az utébbi egyenletnek két megoldasa van: vagy z; = 0 (és akkor az el6z6 egyenletbdl =, vagy
nulla, vagy 3), vagy =2 = z; adédik (amibél a (0,0) és a (3,3) megoldasok adédnak. Ezeket az
eredeti feltételekbe helyettesitve csak az utobbi marad lehetséges megolddsként.

Ezzel megkaptuk a feladatunk optimalis megoldésat: z7 = 3, 25 = 3, f(z*) = 18.

Bér a példankban a sziikséges feltételekre tdmaszkodva meg tudtuk hatdrozni a megoldast,
ez altaldnos esetben nem lehetséges, hiszen nemlinearis egyenletrendszert kell megoldanunk,
ami altaldban nem konnyebb feladat mint egy globalis optimalizélasi feladat. A Karush-Kuhn-
Tucker feltétel jelentésége inkdbb a feltételes feladatokat megoldé eljardsok megallasi feltételei
megaddasaban mutatkozik meg.

2.4. Ellendrz6 kérdések és gyakorl6 feladatok

1. Hogyan lehet maximalizalasi feladatokat visszavezetni a megadott minimalizalasi feladat-
ra?

2. Milyen f(z), gi(x), és h;(z) fliggvények esetén lesz (1) linearis programozasi feladat?

3. Mutassunk olyan optimalizalasi feladatot, amely nem illeszthetd be a megadott feladat-
szerkezetbe!

4. Mutassuk meg, hogy az egyenlség-feltételek kifejezhet6k kisebb-egyenld feltételekkel!
5. Miért nincs sziikség nagyobb-egyenlt feltételekre?

6. Mutassuk meg, hogy minden R" -beli halmaz megadhaté a targyalt feltételekkel!

7. Adjunk meg olyan feltételt, amelynek csak egy pont tesz eleget!

8. Mutassunk olyan feltétel-rendszert, amely redundéans (azaz elhagyhat6 bel6le legaldbb egy
feltétel anélkiil, hogy a lehetséges megolddsok halmaza megvaltozna)! (Fourier médszer)

9. Mutassunk olyan feltétel-rendszert, amely nem redundans (azaz nem hagyhat6 el bel6le
teltétel anélkiil, hogy a lehetséges megolddsok halmaza meg ne véltozna)!

10. Hogyan haszndlhatok az egyenl6ség-feltételek a feladat dimenzidjanak csokkentésére?
Adjunk példat!

11. Mutassunk olyan nemlinedris optimalizalasi feladatot, amely a széls6értékét olyan pontban
veszi fel, ahol az illetd célfiiggvény derivaltja (gradiense) nem nulla!

12. Mutassunk olyan nemlinedris optimalizélasi feladatot, amely minimumat olyan pontban
veszi fel, ahol a célfiiggvény gradiense nem zérus!

13. Fogalmazzuk meg az 1. és 2. definiciét maximalizalasi feladatokra!
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14.

15.

16.
17.

18.

19.
20.

21.

Hatdrozzuk meg azt a furcsa feladatosztdlyt, amelynek minden helyi minimuma egyben
helyi maximum is!

Hatdrozzuk meg az egyenes-illesztési feladat optimumaét az 1. Tétel alapjan! (Az egye-
nesillesztési feladat az, amikor adott n darab paronként kiilonb6z6 alappontokban ismert
tiggvényértékekhez keressiik azt az egyenest, amely ezekt6l a pontokhoz a legkdzelebb van
az eltérések négyzetosszegét tekintve.)

Milyen esetben van az el6z6 feladatnak végtelen sok megoldasa?

Milyen hatassal van az egyenesillesztési feladat optimélis megoldédséara a tdvolsag defini-
cijanak megvaltoztatasa?

Hatarozzuk meg hasonléan az adott ponthalmazhoz legjobban illeszked6 kort! (definidljuk
a pont kort6l mért tavolsagat)

Probéljunk ellipszist illeszteni! (Nyitott probléma)

Hény minimuma (maximuma) van egy feltétel nélkiili konvex (konkdv) optimalizalasi
feladatnak? Vo. f(z) = 1/x, 2 > 0.

Mutassunk olyan fiiggvényt, amely folytonosan derivadlhat6, de nem sima!
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3. fejezet

Direkt keresd modszerek

A "kézzel” val6 optimalizalds sordn megallapitottuk, hogy a tobb-dimenzids térben is igyeksziink
egyenesek mentén tisztan latni a célfiiggvény véltozasat, és csak amikor az illeté egyenes
mentén (Ggy tlinik) kimeritettiik a lehet6ségeket, akkor tériink 4t egy 4j irdnyra. Ez a fajta,
jozan ész diktélta eljards a lényege az tn. véletlen séta tipusit moédszereknek. Ezeket akkor
szokds megallitani, ha elegend6en nagyszdmu tjabb irdny szerint se taldltunk az elértnél jobb
célfiiggvényértékii pontot.

T Milyen legyen az egyenesmenti keresés stratégiaja, hogy pl. hosszti monoton szakaszokat ne a
szakasz hosszdval ardnyos id6 alatt deritsiink fel?

Ennél érezhetéen durvabb az a megkozelités, amikor egy elére adott finomsaga racs min-
den rdcspontjaban kiértékeljiik a célfiiggvényt, majd a legjobb pontot tekintjiik a globalis mini-
mumpont kozelitésének. Ez az tin. rdcsmenti keresés nagy-dimenzids feladatok esetén rendkiviil
szamitasigényes, mégis egyfajta biztositékot ad, hogy nem hagyunk figyelmen kiviil lényeges
tartomanyokat a lehetséges megoldasok halmazabdl.

T Hogyan novekszik a racsmenti keresés miiveletigénye a feladat dimenziéjanak névekedésével,
ha a racs finomsagat nem valtoztatjuk?

A racsmenti keresés gyakori alternativéja a véletlen keresés (vagy Monte Carlo médszer). Ez
az Gjabb mintapontot (pl.) egyenletes eloszlassal generdlja a lehetséges megoldasok halmazan.
Az elénye, hogy akarmikor meg lehet allitani, és a kapott informaciok a feladatr6l bizonyos
szempontbdl homogének. Hajlamosak vagyunk azt hinni, hogy a “dimenzionalitas dtka” (curse
of dimensionality) nem fogja ezt a médszert, pedig ez nem igy van. Ugye? Sajnos nehéz értelmes
megallasi feltételt adni ehhez az algoritmushoz. Gyakran kombindljdk hatékony helyi keres6
modszerekkel, a véletlen keresés ad azokhoz ttirhet6 indulépontot. Ennek a médszerosztalynak
multiple starts (MS) a neve.

T Hogyan tudunk egyenletes eloszldssal pontot generdlni egy nem feltétleniil konvex halmazba?
I Hogyan lehet egyenletes eloszldssal iranyt generalni?

Es akkor itt egy igazi direkt keress rutin a véletlen kerestk osztalyabol, prébaljuk megfejteni,
bar FORTRAN-ban van irva!
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SUBROUTINE LOCAL
IMPLICIT DOUBLEPRECISION
DOUBLEPRECISION R(100,15),X(15)

3. FEJEZET, DIREKT KERESO MODSZEREK

(M, N, RELCON, MAXFN, X, F, NFEV, R, MIN, MAX)
(A - H,0 - 27)
,X1(15),MIN(1),MAX (1)

DATA

H = ONEN3
DELTF = ONE
ITEST = O
NFEV = 0
EPS = RELCO

CALL URDMN
IRNDM = O

IRNDM = IRN
IF (IRNDM.G

A = ZERO

DO 20 I=1,N
R (IRNDM, I)
A = A+R(IRN
IF (A.LE.ZE
A = SOQRT (A)
IF (A.GT.HA

DO 25 I=1,N

ZERO, ONEN3, HALF, ONE, TWO/
0.0,0.001,0.5,1.0,2.0/

FIRST EXECUTABLE STATEMENT

INITIAL STEP LENGTH

N

EVALUATE 100 RANDOM VECTORS

(R,1500)

DM+1

T.100) GO TO 5

SELECT A RANDOM VECTOR HAVING NORM

LESS OR EQUAL TO 0.5

= R(IRNDM, I)-HALF
DM, I) *R (IRNDM, I)
RO) GO TO 15
LF) GO TO 15

NEW TRIAL POINT

R(IRNDM,I) = R(IRNDM,I)/A
X1 (I) = X(I)+H*R (IRNDM, I)
CALL FUN (X1,F1,N,M,MIN,MAX)
NFEV = NFEV+1
IF (F1.LT.F) GO TO 35
IF (NFEV.GT.MAXFN) GO TO 50
STEP IN THE OPPOSITE DIRECTION
H = -H

DO 30 I=1,N
X1(I) = X(I

) +H*R (IRNDM, T)

CALL FUN (X1,F1,N,M,MIN,MAX)
NFEV = NFEV+1

IF (F1.LT.F) GO TO 35

IF (NFEV.GT.MAXFN) GO TO 50
ITEST = ITEST+1

IF (ITEST.LT.2) GO TO 15

IF (ITEST.LT.4) GO TO 15

DECREASE STEP LENGTH
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H = H+HALF
ITEST = 0
RELATIVE CONVERGENCE TEST FOR THE
C OBJECTIVE FUNCTION
IF (DELTF.LT.EPS) GO TO 50
C CONVERGENCE TEST FOR THE STEP LENGTH
IF (ABS (H) -RELCON) 50,15,15
35 DO 40 I=1,N
40 X(I) = X1(I)
DELTF = (F-F1)/ABS(F1)
F = F1
C INCREASE STEP LENGTH
H = H*TWO
DO 45 I=1,N
45 X1(I) = X(I)+H*R(IRNDM, I)
CALL FUN (X1,F1,N,M,MIN,MAX)
NFEV = NFEV+1
IF (F1.LT.F) GO TO 35
C CHECK TOLERANCE MAXEFN
IF (NFEV.GT.MAXFN) GO TO 50
C DECREASE STEP LENGTH
H = ABS (H+HALF)
GO TO 15
50 RETURN
END

@

Programozasi feladat:
* Irjuk at valamelyik ismert programozasi nyelvre (C vagy PASCAL), és teszteljiik!

Tanulsagos jelenség, hogy a globdlis optimalizalasi szakirodalom 90%-a nem matematikai
foly6iratban jelenik meg, és ezek jorésze is kordbban mar tanulmdnyozott médszerek tjrafel-
fedezését tartalmazza. A programfejlesztés, hibajavitds id6igényes, ezért feltétlen ajanlott az
elére megirt, tesztelt konyvtari szubrutinok hasznélata. A legtobb esetben ezekkel tudjuk a
leghatékonyabban megoldani feladatainkat.

Az optimalizalasi modszereket is tartalmazé szubrutin-konyvtarak koziil elészor az IBM
nagyszamitégépeken korabban hasznalatos, és az ESZR gépeken ma is elérhet6 SSP-t kell
emliteni (Scientific Subroutine Package). Ennek algoritmusai esetenként mar elavultak. J6
nev{, és PC-n is elérhet6 az IMSL szubrutin-konyvtar, és szabvdnnyéa vélt ennek a forraskédok
dokumentéldsara szolgél6 rendszere. Optimalizalasi feladatokra specidlis rutinokat lehet taldlni
a Harwell Subroutine Library-ban és a NAG konyvtarban is. Ezek a forraskddokat tartalmazé
konyvtarak szinte kivétel nélkiil FORTRAN-ban irédtak, Gjabban jelentek csak meg kisebb
jelent6ségti C, illetve PASCAL nyelvii konyvtarak. Ha feltétlen ezen nyelveken kell egy rutin,
akkor is inkdbb haszndljunk keresztfordit6t az el6z6 konyvtarakkal.

Az egyik leggyakrabban tujrafelfedezett algoritmus az evoliciés médszer. Ennek lényege,
hogy az abszolut bizalmatlan Monte Carlo tipust médszerekkel szemben megkisérli az aktua-
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lisan végrehajtott fiiggvény-kiértékelések eredményét felhaszndlni az eljaras tovéabbi elérehala-
déasaban. Az algoritmus alaptipusa a kovetkezd:

1. inicializélds: legyen I a kezdeti intervallum, a lehetséges megolddsok halmaza (ez altaldban
tobb-dimenziés), k =0, IY = I

2. generéljunk N darab pontot egyenletes eloszldssal az I* intervallumban
3. valasszuk ki ezek koziil a legkisebb célfiiggvény-értékkel rendelkezé v szdzalékot

4. hatarozzuk meg azt a legsz{ikebb I’ intervallumot, amely tartalmazza ezeket a kivéalasztott
pontokat.

5. nagyitsuk meg I'-t a kozéppontjdbol a § -szeresére (1 < § < 2), legyen ez az intervallum
I*1, és k =k + 1, folytassuk a 2. lépésnél.

Az algoritmus megbizhatésagat nyilvdn noveli, ha N és v értéke nagy, ekkor viszont
egyre inkdbb hasonlit a Monte Carlo moédszerre. Az eljards-paraméterek tigyes, az adott
tfeladathoz jol illeszked6 megvélasztasdval akar egy nagysdgrendet is javithatunk a véletlen
keresés hatékonysagan. Az algoritmusban nem szerepel megallasi feltétel, de barmely ésszerti
feltétel megfelel.

Egy maésik érdekes direkt-keres6 moédszer a szimplex-algoritmus nemlinedris optimalizalési
feladatokra. Lényegében csak a neve hasonlit a linedris optimalizalasi feladatokra val6 szimplex-
modszerre. A szimplex voltaképp egy (n+1)-dimenzids egységalakzat az n-dimenzids térben
(szakasz az 1-dimenziésban, egyenl6 oldalti haromszog a két-dimenzidsban, tetraéder a 3-
dimenzidsban, stb.). Az algoritmus réviden:

1. Inicializalas: vegyiink fel véletlenszerfien egy szimplexet a lehetséges megoldasok halma-
zan, és szamitsuk ki a célfiiggvény értékét a csticspontokban.

2. billentsiik at a szimplexet tigy, hogy a legrosszabb fliggvényértékii pontjat tiikrozziik a tobbi
pontja altal meghatadrozott hipersikra.

3. ha az 4j pont se jobb, akkor csokkentsiik a szimplex méretét

4. ha a szimplex mérete kisebb egy elére adott € > 0 kiiszobértéknél, akkor STOP, kiilénben
folytassuk a 2. 1épésnél.

Az algoritmus kiegészithetd annak ellendrzésével, hogy a szimplex benne van-e még a
lehetséges megoldasok halmazédban, de ez igazdbdl a feladattol fiigg. Itt maga a szimplex jelent
informdciét az algoritmus kordbban megszerzett tapasztalatdbdl. Ennek ellenére érdemes az
egész eljarast tobbszor végrehajtani, hogy ne csak egy helyi minimumot kapjunk.

Szokas az emlitett két moédszert kombindlni: egyszerre egy szimplex-populaciéval dolgozni.

Programozasi feladat:

* Irjunk egyszer(i szubrutint az evoltciés optimalizalasi algoritmusra, és teszteljiik!



3.1. PELDAK
3.1. Példak

3.2. Ellendrz6 kérdések és gyakorld feladatok
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4. fejezet

Konjugalt gradiens médszer

A konjugdlt gradiens modszer az optimalizilds elvein alapul, és szimmetrikus pozitiv definit
maétrixa linedris egyenletrendszerek megoldédsara alkalmas. Pontos aritmetikaval ugyan véges
sok 1épésben megtaldlnd a megolddst, de a kerekitési hibdk miatt mégis iterdcids eljardsnak kell
tekinteni. Szdmos varidnsa ismert.

Legyen A egy szimmetrikus, pozitiv definit matrix, akkor a

1
q(z) = §xTAx — b
kvadratikus fiiggvénynek egyetlen z* minimumpontja van, és erre Az* = b teljesiil. Mas

szoval az Ax = b linedris egyenletrendszer megoldasa ekvivalens a ¢(z) kvadratikus fiiggvény
minimumpontjanak meghatarozasaval.
A tobbdimenzi6s optimalizalasi eljardsok rendszerint az

Tt1 = T + Sk

alakban keresik az 1j kozelit6 megoldast, ahol s, egy keresési irdny, és « a lépéskoz. A kvadratikus
tiggvények optimalizdldsa sordn a kovetkez6 észrevételeket tehetjiik:

i, A negativ gradiens (amelyik irdnydban a célfiiggvény csokken) a rezidudlis vektor: —Vq(z) =
b—Ax =r.

ii, Adott keresési irdny mentén nem kell adaptiv médon meghatdrozni a 1épéskozt (mint &lta-
lanos nemlinedris minimalizalds esetén kellene), mert az optimélis o kozvetleniil megad-
hat6. A keresési irdny mentén ott lesz a célfiiggvény minimalis, ahol az 4j rezidualis vektor
merdleges sj-ra:

0= g5q(Trp1) = V(@ri)" ghrrn = (Azgr — )7 (45 (2 + asp)) = =iy sk
Az 4j rezidudlis vektort ki lehet fejezni a régivel és a keresési irdnnyal:
Tpo1 =0 — Axpry = b — Az + asg) = (b— Azy) — aAsy = 1 — aAsy.

Behelyettesitve 7, -et, és megoldva az egyenletet a-ra azt kapjuk, hogy

. Tgsk
st Asy
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Ezzel megkaptuk a szimmetrikus, pozitiv definit matrixa linedris egyenletrendszerek meg-
oldasédra szolgdlé konjugalt gradiens médszert. Egy adott x, indulépontra legyen sy = ry =
b — Az, és iterdljuk k = 1,2,... értékekre az alabbi lépéseket, amig a megdllasi feltételek nem
teljestilnek:

T
1. oy = S%ka (a 1épéshossz meghatédrozasa)

2. T4 = 2k + oysy (iterdlt kozelité megoldas)

3. Tp+1 = 1 — o Asy (az Gj rezidudlis vektor)
4. Byt = r’““ L (segédvaltozo)

5. Sk41 = k41 + Brt15k (az Gj keresési irany)

Vegyiik észre, hogy az « értékét most kicsit mas forméban hatéroztuk meg (7 s helyett r{r;
all). Ervényes viszont, hogy

risy =1} (re + Brsk_1) = ik + BTk Skt = Th Tk

mivel az rj, rezidudlis vektor merSleges az s;_; keresési irdnyra.

A korabbi gradiensmédszerek egyszeriien a negativ gradienst kovették minden iterdcios 1é-
pésben, de felismerték, hogy ez a meredek falt enyhén lejtd volgyszert fliggvények esetén sziik-
ségtelentil sok iterdcids lépest kovetelt a volgy két oldaldn valé oda-vissza mozgassal. A kisebb
meredekséggel rendelkezd irdnyban viszont lényegesen gyorsabban lehetett volna haladni. A
konjugalt gradiens moddszer ezzel szemben a lépésenkénti merbleges irdnyvaltoztatassal ki-
kiiszoboli ezt a hatranyt (innen a neve).

A megallasi feltétel szokds szerint az, hogy a felhaszndl6 el6irja, hogy az utols6 néhany
iterdlt kozelités eltérése és a linearis egyenletrendszer két oldala kiilonbsége norméja ezekben
a pontokban adott kis pozitiv értékek alatt maradjanak.

A konjugélt gradiens médszer nemlineéris optimalizalasra is alkalmas, ha minden iteracios
lépésben az eredeti célfiiggvény kvadratikus modelljére alkalmazzuk (az adott pontbeli fligg-
vényértékre, a gradiensre és a Hesse matrixra vagy ezek kozelitésére tdmaszkodva).

A konjugalt gradiens modszer egy egyszer(i megvaldsitdsa a Matlabban:

function x = kg(A,b, x);
S = b-Axx;
r = s;
for k=1:20
a =(r’*r)/ (s’ xAxs);
X = X+tax*xs;
rr = r—axAx*s;
s = rr+sx((rr’*rr)/(r’ *r));
r = rr

end
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Az attekinthet6ség kedvéért a megdlldsi feltételeket elhagytuk a programbdl, ezek akkor

allitottak meg az iterdciét, ha a keresési irdny, vagy a rezidudlis vektor normdja, illetve ha a
megoldas utols6 két iteraltjdnak eltérése norméja kisebb volt, mint 0.00001. A kiinduldasi adatok:

(1) () ()

Lathat6, hogy a megoldas z* = [1,1]7. A kapott eredmény két iteracié utén:

1.0e-014 =«
-0.1554
-0.0888

1.0000
1.0000

Tehat a lineéris egyenletrendszer bal- és jobb oldaldnak eltérése méar a szamabrazolads hatdran

volt, és az eredmény is nagyon kozeli az elméleti megoldashoz. Ez teljes 6sszhangban van a
modszer (pontos aritmetika hasznalata esetén érvényes) véges szamu 1épésben valé konvergen-
cidjaval, de latszik a kerekitési hibak hatésa is.

4.1.

Ellen6rz6 kérdések és gyakorl6 feladatok

1. Milyen feltételek teljesiilése esetén all meg a linearis egyenletrendszerek megoldéséra

szolgél6 iteracids algoritmus?

. Hogyan lehet nagyobb pontossdgot kérni a Matlab iterdcidés linedris egyenletrendszer

megoldo eljarédsaitol?

. A kovetkezd linedris egyenletrendszerekre vizsgalja meg, hogy a (0,0, ...,0)” indulévek-

torral szamolva a Jacobi, illetve a Gauss-Seidel iterdcié konvergél-e a megoldashoz?
i, 4dc—y=15 x+5y=9

ii, 8v — 3y =10, —ax+4y=6

i, —z+3y=1, 6xr—2y=2

iv,2x+3y=1, Tr—2y=1

v,hbr—y+2z=10, 22r4+8y—2z=11, —ax+y+42=3

vi, 2z +8y—2=11, bSr—y+2=10, —zr+y+42=3

vil, t =5y —z=-8, 4dor+4+y—z2=13, 2rx—y—6z=-2

vili, dv+y—2=13, x—-5y—2=-8, 2xr—y—06z=—-2

. Oldja meg a kovetkezd linedris egyenletrendszereket a konjugdlt gradiens médszerrel:

iL,dr—y=3, —x+5y=414
i, 8¢ — 3y =10, —3xr+4y=2
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i, =10z +3y =7, 3x—12y=26
ivdr+3y=7 3r—-2y=1
v,or—y+z2z=5 —x+8y—2=6, x—y+4z=4

. Igazolja, hogy a ||z||; vektornorma teljesiti a vektornormadk tulajdonsédgait (amik a matrix-

normdék elsd harom tulajdonsagénak felelnek meg).

. Bizonyitsuk be p(B) < 1 esetén a B matrixhoz tartoz¢ iterdcié globdlis konvergencidjat a

sajatértékek, sajatvektorok tulajdonsagai alapjan!

. Indokoljuk, hogy a Gauss-Seidel iteracié Matlab programjaban miért kellett a ciklusmagot

hérom esetre szétbontani!



5. fejezet

Lipschitz fiiggvények optimalizalasa

Ez a fejezet azzal az esettel foglalkozik, amikor a globalis optimalizélasi feladat megoldasadhoz
a célfiiggvény Lipschitz konstansdnak a haszndlatara is tdmaszkodhatunk. Avval fogunk itt
foglalkozni, hogy ez az informécié hogyan hasznosithaté tgy, hogy megbizhat6 és hatékony
eljarast épithessiink ra.

Mint ismeretes, akkor mondjuk, hogy egy f : R* — R fiiggvény Lipschitz folytonos az L
Lipschitz konstanssal egy D C R" tartomanyon, ha minden z,y € D pontparra érvényes az

[f(x) = F(y)l < Lllz - yl|

Osszefliggés. A Lipschitz folytonossag tehat 1ényegében azt fejezi ki, hogy a vizsgélt tartomanyon
az adott fliggvény megvaltozdsa ardnyos az érintett két pont tavolsadgdval, az igy adodo
meredekségnek van egy véges korlatja.

A Lipschitz folytonos fiiggvények gyakorinak mondhaték, amit az is aldtdmaszt, hogy minden
folytonosan differencidlhat6 fiiggvény nyilvanvaléan Lipschitz folytonos minden korldtos zart
(kompakt) tartomédnyon (hiszen a derivalt értéke a folytonossag miatt véges minden pontban, és
igy korlatos is).

Egyes esetekben a Lipschitz konstans, illetve annak egy fels6 korlatja viszonylag konnyen
meghatdrozhat6. Ilyen eset all fenn pl. a polinomokra: a derivalt konnyen képezhet, aminek
abszolut korlétjat is egyszerti megadni adott tartomanyra. Tekintsiik példaul az f(z) = 2* — z
polinomot. Ennek derivaltja az f'(z) = 2z — 1 fliggvény. Ennek abszolutértékének nyilvan
korlatja a [0, 1] intervallumon a 3, hiszen f'(z) tagjainak abszolut értékének maximuma az adott
intervallumon 2 és 1.

Abban az esetben, ha a célfiiggvény képletét nem ismerjiik (mert mondjuk csak egy szubrutin
forméban 4ll rendelkezésre), akkor a fenti eljards nem miikodik. Szamos gyakorlati helyzetben
a felhasznalonak elég vilagos képe van az optimalizdlandé fiiggvényrél, nem elképzelhetetlen,
hogy a Lipschitz konstans értékét is meg tudja becsiilni. A becslés mindségén sok mulik: ha az egy
érvényes fels6 becslése L-nek, akkor az erre alapulé médszer megbizhat6 eredményt tud adni.
Ha viszont a megadott konstans téves, tehat ndla nagyobb meredekség is el6fordul a keresési
tartomanyon, akkor eléfordulhat, hogy hamis eredményt kapunk: a valédi globalis minimum
érték, és a globalis minimumpont eltér a megkapottol.

5.1. Példak

5.2. Ellen8rz6 kérdések és gyakorlé feladatok
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6. fejezet

DC programozas

6.1. Példak

6.2. Ellendrz6 kérdések és gyakorlod feladatok
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7. fejezet

A korlatozas és szétvalasztas modszere

Olyan optimalizalasi feladatok megoldasara, amelyeket kozvetleniil nem lehet valamely bevett
eljarassal megoldani, hasznos az eredeti feladat egyszer{ibb részfeladatokra val6 felbontasa. Ide
tartozik az egészértékii linedris optimalizéldsi feladatok kore, és a nemlineéris programozas is.

Az alapotlet az eredeti feladat szisztematikus felosztdsa olyan kisebb, valamely szempontb6l
kezelhet8bb részfeladatokra, amelyek bizonyos értelemben a teljes leszdmoldas egy hatékony meg-
valdsitdsat adjak. A megoldott részfeladatok eredményeit természetesen megfelel6en dsszegezni
kell. A moédszer erejét az adja, hogy minden lépése automatizalhato.

Tekintstiik azt a feladatot, amelyben

min f(z)

az optimalizéldsi cél, és a lehetséges megolddsokat azonos dimenzidji, egész koordinatdju x
vektorok egy véges és nem iires L halmaza adja meg.

Ennek a feladatnak nyilvdnvaldéan van optimélis megolddsa, hiszen a véges sok lehetséges
vektor kozott nyilvan kijelolhet6 az, amelyiknél kisebb célfiiggvényértéket a tobbi nem ad. Sok
esetben a lehetséges megoldasok szdma nagyon nagy. Igy példdul az n x n-es hozzéarendelési fel-
adat esetén n! darab lehetséges megoldast kellene ellendrizni.

A korldtozds és szétvilasztds modszere (angolul branch-and-bound, B&B) két fliggvényre tdmasz-
kodik:

e a ¢ szétvilasztdsi fiigguény az L lehetséges megoldédsi halmaz egy tetszbleges L’ (amire
|L'| > 1) részhalmazanak megadja egy val6di osztalyozasat.

e a g korlitozo fiigguény pedig az L egy tetszbleges L' # () részhalmazahoz hozzérendeli
az f(z), » € L' célfuggvényértékek egy alsé korlatjagt. Amennyiben L' egy = lehetséges
vektorbdl all, akkor g(x) = f(z).

Erre a két fiiggvényre alapozva mar fel lehet épiteni a korlatozas és szétvalasztds modszer
egy valtozatat. A korldtozds és szétvalasztds modszere egy lesziamlilisi fit épit fel a kovetkez6k
szerint:

0. 1épés Az el6készités sordn hatarozzuk meg a g(L) értéket, és legyen L a leszamlélasi fa
gyoOkere. Legyen k = 1. Cimkézziik meg a gyokeret a g(L) értékkel.

1. 1épés Az aktudlis fa levelein hatdrozzuk meg a cimkék minimumadt, és valasz-szunk ki egy
minimalis cimkéjti L' levelet.

35



36 7. FEJEZET, A KORLATOZAS ES SZETVALASZTAS MODSZERE

2. 1épés Amennyiben L' mar csak egy vektorbdl all (L' = {z}), akkor vége az eljarasnak, =
optimalis megoldas.

3. 1épés Bovitsiik az aktudlis fat ¢(L') elemeivel, legyenek ezek L’ leszdrmazottjai az épitett
keresési faban. Az 1j levelekre hatdrozzuk meg az als6 korldtokat a g fliggvény segitségével,
és rendeljiik ket cimkeként a megfelel$ levelekhez. Noveljiik a £ iterdcidszdmot eggyel, és
térjiink rd a kovetkezd iteracids 1épésre (1. 1épés).

Az eljaras végessége abbodl adddik, hogy a ¢ definicidja alapjan minden L' részfeladatnak
legfeljebb |L'| leszarmazottja van, és hogy az algoritmus futdsanak minden fazisaban az eredeti
L lehetséges megoldési halmaz egy osztdlyozasat jelentik az aktudlis levelek. A szétvalasztasi
figgvény tulajdonsdgan mualik, hogy minden Gjabb szétvélasztas valédi osztalyozast ad. Ebbdl
az adédik, hogy a keresési fa maximadlis mélysége |L|. A fa végességébdl mar kovetkezik az
eljaras végessége is.

Az algoritmus helyessége azon mulik, hogy minden iterdcios fazisban a lehetséges megolddsok-
nak az aktudlis levelek altal meghatarozott osztdlyozasa részhalmazaira ismert alsé korlatok
legkisebbike als6 korldtja lesz az optimalis célfiiggvényértéknek. A megallaskor tehat f(z) < f(x)
adodik az T vektorra. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy 7 optimalis megoldas.

Gyakran hasznos a lehetséges megolddsok L halmazat befoglalni egy konnyebben kezelhetd
halmazba, és a felosztast azon végigkovetni. Erdemes az alapmédszer inditésa sordn egy le-
hetséges megolddsra vonatkoz6 (és ezért pontos) felsd korlatot adni az optimum értékére. Ennek
segitségével a szamontartott részfeladatok szamat csokkenteni lehet.

PELDA. Tekintsiik a kovetkez6 egyszerti 0-1 értéki linearis programozasi feladatot:

min —4x, — Xy — X3 — X4

teltéve hogy a
51’1+3CL’2+21’3+[L‘4 S 5

teljestil, és x; € {0, 1},i=1,....4.
Ebben az esetben a lehetséges megoldasok halmaza:
L ={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0),(0,1,0,1),(0,1,1,0), (1,0,0,0) }.

Az L-en a célfiiggvény alsé korlatjdnak vegyiik a célfiiggvény egytitthatok Osszegét, ame-
lyekre van egyes valamely vektorban (ennél kisebb érték nem fordulhat el6): g(L) = —7.

Tegyiik fel, hogy a szétvdalasztasi fliggvény L-et olyan két halmazra bontja, hogy L,-be
kertiljenek azok a vektorok, amelyekre z; = 0, L,-be pedig azok, amelyekre z; = 1. Ekkor

L, ={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0), (0,1,0,1),(0,1,1,0) },
és g(Ly) = —3, illetve
Ly ={(1,0,0,0)},

és g(LQ) = —4.
Mivel a kovetkez6 1épésben az L, levelet kellene tovabb osztani, és az mar csak egy vektort
tartalmaz, ezért 7 = (1,0, 0,0) az optimalis megoldas.
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Vegyiik észre, hogy a fenti gyors megoldast csak az tette lehet6vé, hogy a lehetséges
megoldasok halmazabdl egy 1épésben sikertiilt elkiiloniteni egy egyelem{i részhalmazt, amelyre a
célfiiggvény értéke nem volt nagyobb, mint a tobbi, a lehetséges megoldasok kozé tartozé vektor
célfiiggvény értéke.

Gyakorlati feladatokban persze lényegesen nagyobb szamu iterdcié kell a megolddshoz —
masrészt ezzel egyiitt is hatdsos és hatékony eszkoz lehet a korldtozas és szétvalasztds modszere.

PELDA. Tekintsiik a min f(z) = z? feladatot az X = [-2,10] intervallumon. A szélséérték
nyilvdn a 0 pontban van. Az f(z) fliggvény befoglal6 fiiggvényértéke a kiindulési intervallumon
[—2,10] % [—2, 10] = [—20, 100).

A kiindulési intervallumot osszuk fel két egyenld részre. A kapott intervallumokra ad6dé
korlatok:

f([—2,4]) = [-8,16], f([4,10]) = [16,100].

Ebbdl az ad6dik, hogy a teljes feladatra vonatkozé alsé korlatunk -20-r6l -8-ra javul. Vegytiik észre,
hogy a masodik részintervallumon a célfiiggvényiink monoton, ezért a befoglalé fliggvénytink
pontos.

A kovetkezd iteracios 1épésben a legigéretesebb részintervallum a [—2, 4]. Osszuk fel most ezt.
Az ezutan meglévé részintervallumokra a korlatok:

f([_27 1]) = [_274]7 f<[174]) = [17 16]7 f([47 10]) = [167 100]

Mivel egy részintervallumon ([—2, 1]) kapott fels6 korlt kisebb, mint egy mdsik részintervallum-
ra ([4,10]) érvényes als6 korlat, ezért az utébbi torolhetd a keresési tartomanybol, hiszen nem
tartalmazhat optimélis megoldést.

A kovetkezd néhdny iterdcié utdni még figyelembe veendd részintervallumok a hozzdjuk
tartozo korlatokkal:

f([_27 _0’5]) = [0725’ 4]7 f([_0757 1]) = [_0757 1]7 f<[17 4]) = [17 16]7

f([—2, —0,5]) =1[0,25, 4], f([-0,5, 0,25]) = [0, 125, 0,25],
f(]0,25, 1]) = [0,0625, 1],

£(1=0,5, —0,125]) = [0,015625, 0,25], f([—0,125, 0,25]) = [—0, 03125, 0,0625),
£([0,25, 1]) = [0,0625, 1].

Az optimalis célfiiggvényértékre vonatkozo bizonytalansag 5 iterdcios 1épés alatt 120-r61 0,1
ala csokkent. Az optimum helye bizonytalansaga 12-r6l 1,5-re alakult.

PELDA. Ebben az esetben a feladat egy olyan kellemetlen gyar telepitési helyszin meghatdrozasa
volt, amelyre a magyarorszdgi nagyobb varosok lakosai szdmédval ardnyos elutasitas figyelem-
bevételével a lehetd legkisebb gondot okozza.

A célfiiggvény ennek megfelel6en

l;
=2 ey =

ahol = és y a telepités helyszinének koordinatdi, az i-edik varos lakosai szdma [;, koordinatéi
pedig z; és y;. Nyilvan f(z) minimalizaldsa a cél.
Az optimalizélasi feladat korlatozéasat jelentette, hogy
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e a gyarnak az orszaghatdrokon beliil legaldbb 50 kilométerre kell lennie,
e a varosok 5 kilométeres korzete is kizart a telepitésbol.

A kapott eredményt a kdvetkez6 dbra mutatja — konkrétan a megvizsgalt részintervallumok
jelolésével:

X

Erdekes eredmény, hogy ha a hatartél val6 eltérést nem koveteltiik meg, akkor az optimalis
pozici6 minden esetben a hatdrra adédott, még akkor is, ha figyelembe vettiik a hataron tali
nagyobb vérosok taszit6 hatdsat is.

7.1. Korpakolasi feladatok
Két ekvivalens megfogalmazas:

e Helyezziink el adott n darab egybevagd kort atlapolds nélkiil, maximadlis sugdarral az
egységnégyzetben.

e Helyezziink el adott n szdmu pontot az egységnégyzetben tgy, hogy a koztiik 1évd
minimadlis tdvolsag maximalis legyen.

. 2 2
max 1§r££1}1gn\/(x’_%) + (i — ;)7

ahol 0 < z;,y; < 1, 1=1,2,...,n.
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A satirozott korok kis mértékben mozgathaték az optimalitds megtartdsa mellett (a globalis
minimumpontok halmaza pozitiv mértékit). Két kor érintkezését az 6sszekotd vonalak jelzik.

Hardware: PC, Pentium IV 1800 MHz processor, 1 GB RAM. Software: Linux, GNU C/C++,
C-XSC Toolbox, PROFIL/BIAS. A sugér értékére kapott korlatok:

Fyy = [0.2305354936426673, 0.2305354936426743], w ~ 7 - 10717,

Fyy = [0.2268829007442089, 0.2268829007442240], w ~ 2 - 104,

Fy = [0.2245029645310881, 0.2245029645310903], w ~ 2 - 107 .

A teljes futasi idok: ~ 53, 50, illetve 21 6ra. A feladatok megolddsahoz kb. egy milli6 rész-
intervallum kellett. A verifikalt eljards az optimalis pakolds helyére vonatkozé bizonytalansagot
tobb mint 711, 764, illetve 872 nagysagrenddel csokkentette.

7.2. Ellen6rzd kérdések és gyakorlé feladatok
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8. fejezet

Intervallumos modszerek

8.1. Intervallum-aritmetika és a befoglalé fiiggvények

Legyen I a kompakt valds intervallumok tere. Az intervallum-aritmetika mtiveletei ezen a
halmazon vannak értelmezve. A miiveleteket tigy kell definidlni, hogy az A * B eredménye
egy olyan C intervallum legyen, amely pontosan azon c valés szdmok halmaza, amelyekhez
léteznek olyan a € A és b € B valdsok, hogy ¢ = a x b. Itt * a négy alapm{ivelet valamelyikét
jeloli. Az ilyen aritmetika segitségével kovetni lehet a kerekitési hibakat, és az adatainkat terhel6
bizonytalansag tiikrozédhet az eredményekben.

Az el6z6 definicié mellett az intervallum-aritmetikat lehet kizdrdlag a valds aritmetikéra
tdmaszkodva is definidlni. Az [a, b] és [c, d] intervallumokra legyen

[a, b] + [c, d] =[a+ ¢, b+ d],
la, b] — [¢, d| =]a—d, b—¢],

la, b][c, d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)],
la, b]/[c, d] = [a, b][1/d, 1/c].

Az osztést csak akkor értelmezziik, ha 0 ¢ [c, d]. Erdemes megjegyezni, hogy ez utébbi feltétel
jol megfogalmazott gyakorlati feladatokban tapasztalataink szerint szinte kivétel nélkiil teljesiil.
A val6és miiveleteknek ezt a kiterjesztését intervallumokra természetes vagy naiv intervallum-
kiterjesztésnek nevezik. Az utdbbi években vizsgéljak az olyan intervallum-aritmetikdkat is, ame-
lyek nem csak kompakt intervallumokon definidltak. Ezeken a nullat tartalmazé intervallummal
val6 osztas is értelmezhetd.

Bar az alapmiiveletek pontosak a fenti értelemben, mégis, a veliik kiszamitott bonyolultabb
figgvények durva becslései is lehetnek a megfelel6 értékkészletnek. A gyakran emlegetett példa
a kovetkez6: az z — z? értékkészlete a [0, 2| intervallumon [—2, 0,25]. Ezzel szemben az
intervallum-kiterjesztéssel ad6dé intervallum [—4, 2|.

Az intervallum-aritmetika miiveleteinek tulajdonsédgaival foglalkozik az intervallum-algebra.
Szamos, a valés miiveletekre érvényes tulajdonsdg valtozatlanul teljesiil az intervallum-mfivele-
tekre is (pl. a kommutativitas, asszociativitds az Osszeaddsra és a szorzasra), de dltalaban nincs
inverz, és érvényes a szubdisztribtcids tulajdonsag: A(B + C) C AB + AC.

Az alapmtiveletekhez hasonléan konnyen lehet definidlni az elemi fliggvények intervallum-
kiterjesztését is, tehat a szamitégépen kiszamithato fliggvényeket szinte kivétel nélkiil meg lehet
valésitani természetes intervallum-kiterjesztésben is.

Az intervallum-aritmetika alkalmazasa szempontjabol alapvetd fogalom a befoglalé fiigg-
vény. Az F'(X) : I" — I az f(z) n-valtozos valds fliggvény befoglald fiiggvénye, ha f(z) € F/(X)

41



42 8. FEJEZET, INTERVALLUMOS MODSZEREK

érvényes minden x € X pontra és X € [" intervallumra. Az intervallum-matematika fontos
eredménye, hogy az f(x) valds fliggvénybdl természetes (vagy naiv) intervallum-kiterjesztéssel
adédo F'(X) fliggvény befoglalé fliggvény.

A befoglal6 fliggvényektdl természetes azt elvarni, hogy bévebb argumentum-intervallumra
ne adjanak sziikebb eredmény-intervallumot. Ezt a feltételt fogalmazza meg az izotonités: egy
F(X) befoglal6 fliggvény akkor izoton, ha X C Y -bdl kovetkezik F(X) C F(Y). Az izotonitas
szinte minden intervallum-aritmetika implementécidra érvényes.

A befoglalé fliggvények mingségének fontos mutatdja a rend: azt mondjuk, hogy az F'(X)
befoglal6 fliggvény rendje o > 0, ha létezik olyan ¢ valds konstans, hogy w(F(X)) — w(f(X)) <
cw(X)* teljestil minden X € I["-re, ahol w(X) az X intervallum szélessége. A természetes
intervallum-kiterjesztéssel ad6d¢ befoglalé fiiggvények elsérendtiek, de kidolgozott a magasabb-
rend{i befoglal6 fiiggvények elmélete is. Az egynél szélesebb intervallumokra a természetes
intervallum-kiterjesztést, a kisebbekre pedig a magasabbrendii befoglal6 fiiggvényeket szoktak
ajanlani.

A szamitégépes megvaldsitds soran minden intervallum-mivelet végrehajtdsa utan a kapott
intervallumot moédositani szokds. Az intervallum alsé hatarat lefelé, felsé hatarat felfelé kell
kerekiteni a legkozelebbi dbrdzolhaté szamra. Ezzel az tigynevezett kifelé kerekitési eljarassal
el lehet érni, hogy a befoglaldsi tulajdonsdg a kerekitési hibak ellenére is fennmaradjon. Ezen
a modon szadmitégéppel automatizalhaté a garantdlt megbizhatésdgti befoglalé fiiggvények
eldallitasa.

Az intervallum-aritmetikdhoz haszndlatos specidlis kerekitéseket az IEEE szabvany biztositja,
ezért napjaink szinte minden processzora timogatja. A hetvenes évek kozepétdl elérhetdk olyan
programozasi nyelvek, amelyek az INTERVAL adattipus hasznélatat timogatjdk. Ilyen nyelveken
még az intervallum-aritmetikat megval6sité szubrutinokat sem kell megirni: a megfelel6 befog-
lal6 fiiggvény implementaldsahoz elegendd a fliggvény kiszdmitdsahoz hasznalt valtozok tipusat
megvaltoztatni.

A befoglalé fiiggvényekre tamaszkodé numerikus algoritmusok érzékenyek a befoglald
fiiggvény minbségére, pontossdgara. A vazolt természetes intervallum-kiterjesztés mellett
szamos mds eljards is ismert a befoglald fliggvények eldallitdsara, példaul a magasabbrendii
derivaltakat is haszndl6é tn. kozépponti alakok, az automatikus derivaldsra és monotonitas-
vizsgélatra épiild stratégidk a befoglald fiiggvény javitdsara, illetve az optimalis pontossagu
befoglal6 fliggvényt generald eljards. Ezek a médositasok természetesen novelik az egy befog-
lal6 fiiggvény kiértékeléséhez sziikséges szamitasok mennyiségét.

8.2. A korabbi SpecKoll.-bdl

Jegyzet vagy magyar nyelvii irodalom sajnos még nincs. Angol és német (esetleg orosz) nyelvii
bevezet konyveket tudok ajanlani:

1. G. Alefeld, J. Herzberger: Einfithrung in die Intervallrechnung, Bibliographises Institut AG,
Mannheim, 1974.

2. G. Alefeld, J. Herzberger: Introduction to Interval Computations, Academic Press, New
York, 1983.

3. H. Ratschek, J. Rokne: Computer Methods for the Range of Functions, Ellis Horwood Ltd.,
Chichester, 1984.
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4. S.A. Kalmikov, Yu.l. Sokin, Z.H. Yuldashev: Az intervallum-analizis médszerei (oroszul),
Nauka, 1986.

5. H. Ratschek, J. Rokne: New Computer Methods for Global Optimization, Ellis Horwood
Ltd., Chichester, 1988.

A jelenlegi numerikus eljardsok szinte kivétel nélkiil helyi informdcién alapulnak: pl. a
vizsgélt fliggvényt adott pontban kiértékel6 szubrutin megaddasat kivanjdk meg. Bar a sz6bajové
figgvények pontos képletét, vagy legaldbb annak kiszamitasi modjat ismerni kell, mégis a
legtobb numerikus moédszer csak adott pontbeli fliggvényértékre épiil. Szamos feladat és
modszer esetén igazolhatd, hogy csak helyi informéciéra tdimaszkodva az illet6 feladat véges sok
lépésben nem oldhaté meg, s6t, ilyen médszer se létezhet (v6. Cs. T., Acta Cybernetica, 1988). Az
a paradox helyzet 4ll fenn, hogy valdjaban az illetd fliggvényrdl lényegesen tobbet tudunk, mint
amennyit a legtobb numerikus médszer a megoldashoz felhaszndl. Ezek tehat a fekete doboz
elvén miikoédnek.

A doktorandusz hallgatok szdmdra kiilon kovetelmény egy 20-30 oldalas esszé irdsa a tantdrgy
bdvebb témakorébdl. A valaszthat6 témak a kovetkezok:

o Affin aritmetika (Ronald van Iwaarden doktori dolgozata alapjan)
e Back-boxing, illetve e-inflacié (Ronald van Iwaarden doktori dolgozata alapjan)

o Kiterjesztett intervallum aritmetikdk, Kaucher-féle intervallum aritmetika (elsésorban a
Kearfott konyv alapjan)

¢ Intervallumos Newton-iteracid, Prekondiciondlds (Kearfott konyve alapjan)
o lejts aritmetika (slope, Dietmar Ratz habilitaciés disszertacidja alapjan)
e valtoz6 pontossagu aritmetikdk

e Taylor-modellek (Martin Berz munkai alapjan)
Feladatok:

e Irjunk egy révid programot, amely hdrom valés szamot dsszead, majd igazoljuk, hogy van
harom szam, amelyre a program altal adott eredmény a ténylegest&l legalabb 2002-vel eltér!

e Moddositsuk a programot tigy, hogy az utébbi hdrom szdmra pontos legyen!
e Adjunk meg néhdny olyan 0sszeado eljarast, amely a fenti problémara megoldast jelenthet!
o Vizsgaljuk meg az egyes algoritmusok mfiiveletigényét!

e Milyen médszer felel meg a pénziigyi szamitasokhoz, ahol lényegében csak egész szamok-
kal szamolnak, de azért 100.3 + 100.3 + 100.3 = 301?

e Mit lehet ajanlani olyan alkalmazashoz, ahol minden szébajovd szam raciondlis, és azt
szeretnénk, ha (zy)/y = x mindig teljestilne?

Postscript file-ként rendelkezésre all6 doktori dolgozatok, illetve kéziratok:
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1. S.L.P. Ferguson: Sphere Packings (a Kepler feladat megoldasdnak részletei)

2. RJ. Van Iwaarden: An improved unconstrained global optimization algorithm, Denver,
1996.

3. F. Messine: Methodes d’Optimisation Globale basees sur 1’Analyse d’Intervale pour la
Resolution de Problemes avec Contraintes. Toulouse, 1997.

4. A. Wiethoff: Verifizierte globale Optimierung auf Parallelrechnern. Karlsruhe, 1997.

Alapétlet: a valés szdmokra végzett miiveleteket ki lehet terjeszteni intervallumokra is, és ha
valamely mennyiségrél nem egy konkrét valés szdmmal val6é egyenl&ségét, hanem egy
intervallumba val6 tartozdsat ismerjiik, akkor az intervallumokra végrehajtott miiveletek
célirdnyosnak ttinnek.

Halmazelméleti definicié: Ao B := {aob:a € A, be B}; A B € I,ahol I avalés kompakt
intervallumok halmaza (azaz olyan (i, j) paroké, amelyekre i,j € IR, és i < j).

Aritmetikai definicié:
la,b] + [c,d] = [a+ ¢,b+ d]

{aﬁb] - [Cad] = [&—d,b— C]
la,b] x [c,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]
anb]/le,d] = [a,] * [1/d, 1/c], ha 0 ¢ [c, ).

Megjegyzés: az osztas definidldsandl a 0 ¢ [c, d] feltétel gyakran el6fordulé megszoritasnak ttinik,
de a tapasztalatok szerint nem az.

Allitas: az aritmetikai definici6 megfelel a halmazelméletinek, és viszont. Tehét az intervallum-
aritmetika ebben az értelemben pontos.

Az intervallum-aritmetika algebrai tulajdonsagai:

e a+ésa —,illetvea x ésa / nem inverzei egymadsnak, ha intervallumokra alkalmazzuk &ket.
Példaul [0,1] —[0,1] = [-1,1], és [1,2]/[1,2] = [1/2,2]. Valamint [0, 0]+ [0, 1] — [0, 1] = [-1, 1]
és az eredmény nem |0, 0].

e érvényes az uUn. szubdisztribaciés torvény, azaz A(B + C) C AB + AC. Példéaul
0, 1)([1,1] — [1,1]) = [0,0] C [0,1][1,1] — [0,1][1,1] = [—1,1]. Masrészt viszont az a € IR
konstansra a(B + C) = aB + aC.

e érvényes az az altaldnos szabdly is, hogy a 0-szélességi intervallumokra (amelyekre w(A) =
0, ahol w(A) = b —a, ha A = [a,b]) az intervallum-m{veletek megegyeznek a val6s
szdmokon szokdsos mfiveletekkel.

e az Osszeadds és a szorzds kommutativ és asszociativ. Az egyetlen egységelem az [1,1], az
egyetlen zéruselem a [0, 0].

e érvényes az intervallum-mftiveletek befoglaldsi izotonitasa: A C B, C C D -bdl kovetkezik,
hogy Ao C C Bo D. (Persze csak akkor, ha az illet§ miiveletek definialtak.)
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e definidljuk az n-dimenziés A € I" intervallum szélességét a koordinatankénti intervallu-
mok szélességének maximumaként: w(A) := max(w(A4;) i=1,...,n), ha

A = (Al,AQ,...,An) S In
Ekkor teljestilnek a kovetkezok:

1. ha A C B, akkor w(A) < w(B)
2. w(C+ D) =w(C)+w(D) (az egy dimenzids esetben)
3. w(aB) = |a|w(B)

e Definidljuk az A intervallum m(A) kozéppontjat a kovetkezbek szerint: m(A) = (a +b)/2,
ha A € I, és m(A) = (m(A;),m(As),...,m(A,)), ha A € I". Ekkor m(A + B) =
m(A) +m(B),ha A, B € I".

A numerikus algoritmusok gyakran tdmaszkodnak valamely fiiggvény derivaltjara. A de-
rivaltfiiggvények eldallitasdra az alkalmazas gyakorisdganak megfelel6 sorrendben a kovetkez6
eljdrasokat szokds hasznélni:

1. Azillet6 fliggvény "kézzel”, papiron valé derivalasa, majd a megfeleld szubrutin megirasa.

2. Numerikus derivélds: amikor a felhaszndlé vagy a szdmitégépes program maga ad egy
numerikus kozelitést ( a differencia-hdnyadost) a derivalt aktudlis pontbeli értékére. Ha
lehet véalasztani, akkor az algoritmusba beépitett kozelitést valasszuk !

3. A vizsgalt fiiggvény szimbolikus derivaldsa valamely szamitégépes algebra rendszerben
(DERIVE, REDUCE, MATHEMATICA, MAPLE, ...).

4. Az alabb részletezend6 automatikus differencidlés.

Haegy f(x) fliggvény képlettel megadhato, illetve rendelkezésre 4ll az 6t kiszdmité szubrutin,
akkor a kovetkez6 eljardssal egyszertien lehet a derivélt értékét (nem numerikus becsléssel)
meghatdrozni. A fliggvény minden véltozdja helyett hasznaljunk olyan adat-szerkezetet, amely
két valos szambol 4ll. Az elsd felel meg a korabbi valtozo-értéknek, a masodik pedig egy derivalt-
értéknek. Minden valtozoéra ez a masodik valds legyen a szubrutin hivasakor egy. Minden,
a fiiggvény kiszdmitdsahoz haszndlt konstans 1j adat-szerkezetében a masodik érték legyen
nulla. Ezutdn csak olyan segéd-rutin készletre van sziikség, amely minden mfiveletre elvégzi a
megfeleld operaciot az els6 tagon, és a derivalasi szabalyoknak megfelel6 1épést a masodik tagon.
Példaul, ha f(x) = 1 * x5, akkor a szokdsos programsor F' = X (1) x X (2) lenne. Az automatikus
differencidlds megfelel miivelete ezzel szemben

F(1) = X(1,1) % X(2,1),

F(2) = X(1,1) % X(2,2) + X(2,1) = X(1,2)

lesz. A tobbi, szamitégépen szokdsos miivelethez is konnyt megadni a megfelel$ 1j aritmetikat.
Az automatikus differenciélas jol hasznélhat6 olyan optimalizalasi feladatok megoldasdhoz, ami-
kor a célftiggvényt kiszdmité szubrutin rendelkezésre 4ll, de a derivaltak analitikus kiszamitasa
bonyolult vagy lehetetlen lenne.
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Vegyiik észre, hogy a derivalt értékének kiszamitdsa soran sehol se jelenik meg a derivalt-
tiiggvény képlete.

Ajanlott irodalom: L.B. Rall: Automatic Differentiation — Techniques and Applications,
Springer Verlag, Lecture Notes in Computer Science Vol. 120, Berlin 1981.

8.3. Intervallum-felosztasi algoritmus

Az intervallum-felosztasi (Moore-Skelboe) algoritmus adott nemlinedris fiiggvény valamely
intervallumon vett globdlis minimumadanak als6- és fels6becslését adja meg. A kezdeti X
intervallumban egy olyan X’-t keres meg, hogy F(X’) tartalmazza a globalis minimum értékét,
és az F(X') intervallum szélessége kisebb legyen, mint egy el6re adott ¢ pozitiv konstans. Az
algoritmus a kovetkezd:

1. Legyen Y := X és y := min F(X). Inicializéljuk az L = ((Y,y)) listat.

2. Vélasszunk egy olyan k koordinatat, amellyel parhuzamosan az ¥ = Y; x --- x Y}, -nek
maximadlis hosszasagu éle van.

3. Vagjuk ketté Y-t a k irdny mentén: igy olyan V; és V, boxokat kapunk, amelyekre
Y =ViUV,.

4. Szamitsuk ki F(V})-et és F'(15)-t, és legyen v; = min F(V}) i =1, 2-re.
5. Toroljik (Y, y)-taz L listabol.

(a) Monotonitési-vizsgalat: toroljiik a (V;, v;) part, ha 0 ¢ F;(V;) valamely j (1 < j < n)-re
ési=1, 2-re.

(b) Kivagasi-vizsgalat: toroljiikk a (V;,v;) part, ha v; > ¢ (ahol § adott eljaras-paraméter) és
i=1, 2.

6. Tegytik a (V1,v1) és (Va,v;) parokbdl a megmaradtakat a listdba. Ha a lista tires, akkor
STOP.

7. Jeloljiik a lista azon parjat, amelynek mdsodik eleme a legkisebb, (Y, y)-al.
8. Ha F(Y) szélessége kisebb, mint ¢, akkor nyomtassuk ki F'(Y') és Y értékét, és STOP.

9. Folytassuk az algoritmust a 2. 1épésnél.

Az 5a pontbeli monotonitasi teszt akkor torol valamely intervallumot, ha azon az f(x) fliggvény
szigortian monoton. Ilyen esetben az adott intervallum nem tartalmazhat a belsejében minimum-
pontot. Ha az algoritmus azzal all le, hogy iires lett a lista, akkor meg kell vizsgdlni, hogy
nem lehetett-e minimumpont az eredeti X intervallum hatdran (példdul tgy, hogy az algorit-
must tjrainditjuk egy X D X intervallummal. Mésik megoldas lehet, ha az 5a lépésben a torlés
helyett az aktuélis intervallumot helyettesitjitkk a megfelels lapjaval. Ekkor nincs sziikség az X
intervallummal val6 ellen6rzésre.

Az 5b pontbeli kivagasi teszt olyan részintervallumokat dob el, amelyekre az f(z) fliggvény
lehetséges legkisebb értéke is nagyobb, mint 6. A 0 értékét megvalaszthatjuk a feladatra
vonatkoz6 el6zetes informaciéink alapjan, de adaptiv médon is: kezdetben legyen 6 = max F'(X),
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majd minden vagédsndl § = min(d, max F'(V;), max F'(V3)). Algoritmusunk 5b 1épése az utébbi
eljarassal biztos nem dob ki olyan részintervallumot, amelyben globalis minimumpont van.
Teszteredmények az 5a, 5b 1épések nélkiil, illetve az 5a 1épéssel:

S5 S7 S10 H3T He6! GPT RB SHCB RCOS
STU 04 07 14 2443 2498 1995 01 1427 0.1
NFE 90 186 204 11453 11319 10499 56 9024 98
NDE - - - - - - - - -
LLI 48 137 166 5000 5000 5000 28 5000 47
EFF 03 06 05 975 490 528 03 77.5 0.8

S5 S7 S10 H3 Hé GP RB SHCB RCOS
STU 12 17 25 95 752 7468 0.1 0.9 0.4
NFE 86 92 94 722 2288 34850 56 384 98
NDE 205 219 227 1158 8141 46355 63 540 149
LLI 3 5 10 361 1238 5000 9 194 29
EFF 10 10 09 16.0 451 4081 0.6 7.9 2.1

8.4. Intervallumos Newton médszer

Az f(z) figgvény befoglalasat kiszdmitjuk. Feltételezziik, hogy f’(z) folytonos fliggvény az |a, b]
intervallumon, és

0 ¢ {f(z),z € la,0]} é fla)f(b) <O0.

Ha az f(x) zérushelyének egy X, befoglaldsa ismert, egy jobb X, ., befoglalast a kovetkez6
iteracios képlettel kaphatunk:

Xt = (mix) - HEel) o x,,

F'(X,)

ahol m(X) az X intervallum egy bels6é pontja (példaul a kozéppontja). Tekintsiik az f(z) =
Vo + (x + 1) cos(z) fliggvényt a [2, 3] intervallumon. A kapott iterdcids sorozat az intervallumok
w(Xy,) szélességével egytitt:

1 [20, 3,0] 1,0

2 [20, 2,3] 0,3

3 [2,05, 2,07] 0,02

4 [2,05903, 2,05906] 0,00003

5 [2,059045253413, 2,059045253417] 0,000000000004

Optimalizalési feladatokra nyilvén a célfiiggvény derivaltjara kell a képleteinket alkalmazni,
hiszen annak a zérushelyeit keressiik. Ekkor az iterdciés formula a kovetkezd lesz:

f'(m(Xn))

Xpap = (m(Xn) - W) N X,.
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Itt f'(z) a célfiiggvény derivaltja, F"'(X) pedig a masodik derivélt befoglalo fliggvénye. Vegytik
észre, hogy az iterdcios képletiink nem fligg kozvetleniil magétol a célfliggvénytdl. Ez rendben
is van abbdl a szempontbdl, hogy nyilvdn azonos iteraciés sorozatot varunk f(x)-re, és annak
eltoltjara, f(x) + c-re.
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Idézet a C-XSC Toolbox kényvbdl* az intervallumos Newton mddszernek az adott példara
val6 hasznélataval:

#include "interval.h" /* include interval arithmetic package =*/
#include "imath.h" /* include interval standard functions =/

interval F (real& x) {
return sqgrt(x) + (x+1) x cos(x);

interval Deriv (interval& x) {

return (1 / (2 x sqgrt(x)) + cos(x) — (x+1) » sin(x));

}

int Criter (interval& x) { /+ computing F(a) * F(b) < 0 x/
interval Fa, Fb; /* using point intervals */
Fa = Inf(x); /* operator <= is the relational *x/
Fb = Sup(x); /* opreator ’'element of’ *x/
return (Sup(Fa*Fb) < 0.0 && ! (0 <= Deriv(x)));

}

main () {

interval vy, y_old;
real mid (intervalg); /* prototype of the midpoint function */

cout << "Please enter starting interval:"; cin >> y;

while (Inf(y) !'= Sup(y)) {
if (Criter(y)) {
do {
y_old = y;
cout << "y = " << y << "\n";
y = (mid(y)-F(mid(y))/Deriv(y)) & y;/* The iteration formula *x/
} /* & is the intersection x/
while (y != y_old);
}
else {

cout << "Criterion not satisfied! \n";

}

cout << "Please enter starting interval: ";
cin >> y;

8.5. Példak

1. Az intervallumos Newton modszer miikodésének illusztralasara tekintsiik az f(z) = 22 — z

fiiggvényt. Ez egy egyszer{i parabola, amelynek tengelye parhuzamos az y tengellyel, és

*Hammer, R. M. Hocks, U. Kulisch, D. Ratz: C++ Toolbox for Verified Computing. Springer, Berlin, 1995
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amelynek két zérushelye a 0 és az 1. A fiiggvény minimumpontja a 0,5, ahol itt a fliggvényérték
-0,25. A célftiggvényiink derivéltja az f/'(x) = 2z — 1, masodik derivaltja pedig f"(z) = 2.
Tekintsiik el6szor az X, = [0, 1] indul6 intervallumot, az iterdci6 els6 lépése erre:

f'(m(Xo))

= (o) - T

)mon (0,5—%) A0, 1] = [0,5,0,5] N [0,1] = [0,5,0,5].

Ez azt jelenti, hogy pontos aritmetikdval az intervallumos Newton moédszer egy 1épésben meg
tudja hatarozni egy kvadratikus fiiggvény minimumaét abszolit pontosan. A kifelé kerekités
ezen nyilvan ront, de ezzel egyiitt is nagyon hatékony eszkoz ez az optimalizalasban. Nyilvan
altalaban nem kvadratikus fiiggvényt kell optimalizdlnunk, de mivel a sima fiiggvényeknek egy
pont kis kornyezetében a kvadratikus kozelités tetszblegesen jo, ezért az intervallumos Newton
modszertd] hasonldéan j6 hatékonysdgot varhatunk sima nemlinedris optimalizalasban.

Emlitésre mélt6 az is, hogy példankban nem volt ttlbecslés az érintett fiiggvényekben, mert
mind a linedris, mind a konstans fiiggvényhez (a kifelé kerekités leszamitva az implementacio-
ban) pontos befoglal6 fliggvényt kapunk méar a természetes intervallum kiterjesztéssel is.

Tekintstik most az X, = [0, 2] kezd&intervallumot, erre a kovetkez&t kapjuk:

X, = (m([O, %) — %) A Xy = (1 _ %) N10,2] = [0,5,0,5]1[0,2] = [0,5,0,5].

Ebbdl az latszik, hogy az el6z6 nagyszer(i eredményben nem volt annak szerepe, hogy a kiindul6
intervallum kézéppontja volt a keresett minimumpont. Tekintsiink most egy olyan intervallumot,
amely nem tartalmaz minimumpontot, X, = [1,2]:

X, = (m([1,2]) _ %) A2 = <1,5 _ %) A2 = [0,5,0,5 [1,2] = 0.

Az intervallumos Newton mdédszer tehat igazolta, hogy a keresési tartomanyban nincs minimum-
pont.

2. Vegyiik most az el6z6 példa célfiiggvényének a négyzetét: f(z) = z*—223+2%. Ennek nyilvan a
0 ésaz 1 pontok a minimumpontjai. Az els6 és a masodik derivélt fiiggvény: f'(z) = 4a°—627+2x,
illetve f”(x) = 1202—122+2. Els6 keresési intervallumként tekintsiik az X, = [0, 2] intervallumot,
ami tehat mindkét minimumpontot (és koztiik az egyetlen maximumpontot is) tartalmazza. Erre
az intervallumos Newton moédszerrel a kovetkezd eredményt kapjuk:

X, = (m(XO) - %) N Xy = (1 - %) N[0,2] = [~o0,00] N[0,2] = [0,2].

Ez a példa azt mutatja, hogy ha a kiindulési intervallumban tobb szélséérték is van, akkor
az intervallum nem véltozik. Figyeljilk meg, hogy a metszetképzés kellett ahhoz, hogy a
keresési intervallum ne néjon. A masodik derivalt most egy kvadratikus fiiggvény, amihez a
befoglalé fliggvény altaldban csak ttlbecsléssel adhaté meg. Esetiinkben az értékkészlet, [—1, 26]
lényegesen kisebb, mint a kapott befoglalds: [—22, 50]. Ennek ellenére az értékkészlettel is a fenti
eredményt kaptuk volna, mivel az értékkészlet is tartalmazza a nullat.

A masodik derivalt befoglalasdra a kovetkezd értékeket kapjuk:

F"([0,9,1,1]) = [-1,48, 6, 02],
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illetve
F"([0,99,1,01]) = [1,6412, 2, 3612].

Sajnos ezen a példa se igazolja azt a kozkeletti vélekedést, hogy az intervallumos Newton méd-
szert akkor érdemes haszndlni, ha az argumentum intervallum szélessége egynél kisebb. Az
elmondottak miatt csak a mésodik esetben szamithatunk arra, hogy a keresési intervallumunk
méretét csokkenteni tudjuk. Ekkor az eredménytink az [1, 1] intervallum. Ennek a magyarazata
pedig az, hogy a keresési intervallum kozéppontjaban az els6 derivélt értéke nulla, mésrészt a
masodik derivalt értékei mindeniitt pozitivak, igy a széls6értéket a fliggvény csak a kozéppont-
ban veheti fel.

Tekintsiink akkor most egy olyan intervallumot, amelynek felez6pontja nem megoldas: [0,98,
1,01]. Erre az intervallumos Newton médszerrel azt kapjuk, hogy

J'(m(Xo)) —0, 0098505
X, = Xo) -2 ) NXy = — 1.01] =
1 (m( 0) F(X,) N Xo= {0,995 11043, 2,481 n[0,98,1,01]

= (0,995 + [0,003970, 0,007012]) M [0,98,1,01] = [0,99897, 1,002012] N [0,98, 1,01] =
= [0,99897, 1,002012].

Ezzel a megoldasunkra egy meglehetsen sz{ik intervallumot kaptunk: a keresési intervallum kb.
tizedére (a szélessége 0,03-r6l 0,003042-re) csdkkent, és ezzel egyiitt a bizonytalansagunk is a mi-
nimum helyét illetGen.

PELDA. A SIAM (Ipari és Alkalmazott Matematikai) Tarsasdg 2002-ben 10 numerikus feladatot
tlizott ki°. Feladatonként 10 helyes decimélis jeggyel 100 Dollért lehetett nyerni. A negyedik
megadott feladat a kovetkez6 fliggvény minimalizéldsa volt:

exp(sin(50x)) + sin(60e?) 4 sin(70 sin(x)) + sin(sin(80y))—

—sin(10(z +y)) + }1(902 +9%).

A feladat megolddsdra egy intervallum aritmetikdra alapulé korldtozads és szétvalasztds
moédszert haszndltunk. A kapott eredmény a [—10.0,10.0] keresési tartomdnyon a globalis
minimum értékére a kovetkezs also- és fels6 korlatokat adta:

[—3.306868647475316, —3.306868647475196].

Az eredményben a kiemelt els6 13 jegy matematikai bizonyitéerével igazoltan helyes. Ehhez
0.26 masodperc CPU-id6, minimdlis memoriaigény (75 részintervallum téroldsara volt sziikség),
1975 célfiiggvény-, 1158 gradiens- és 92 Hesse-maétrix kiértékelés kellett minddssze.

8.6. Ellendrz6 kérdések és gyakorlé feladatok

1. Ki lehet-e terjeszteni a négy alapmiiveletet valés szamokrdl intervallumokra?

2. Igaz-e, hogy két intervallum Osszege pontosan azokat a pontokat tartalmazza, amelyek
elddllnak a két argumentum-intervallumbeli pontok dsszegeként?

°Nick Trefethen: A Hundred-Dollar, Hundred-digit Challenge. SIAM News 35(2002)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
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Milyen informéciéra tdmaszkodik a monotonitési teszt?

Mi okozza a befoglal6 fiiggvények durva becslését?

Mi az a kifelé-kerekités?

Hany féle kerekitést enged meg az IEEE processzor-szabvany?

Igaz-e, hogy egy szigortian monoton fiiggvény derivaltjonak befoglal6 fliggvénye nem
tartalmazza a nullat?

Igaz-e, hogy az intervallumos befoglal6 fiiggvény szdmitdsa mindig tovabb tart, mint az
eredeti valds fliggvényé?

. Melyik eljarassal kapjuk a legjobb befoglald fliggvényt az X*X-X fliggvényre a [-1,1]

intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a gyorsabb eljarés a
jobb)

Melyik eljarassal kapjuk a legrosszabb befoglal6 fliggvényt az X*X-X fliggvényre a [-1,1]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a lassabb eljaras a
rosszabb)

Melyik eljarassal kapjuk a legjobb befoglalé fiiggvényt az X*X-X fiiggvényre a [1,10]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a gyorsabb eljarés a
jobb)

Melyik eljarassal kapjuk a legrosszabb befoglal6 fliggvényt az X*X-X fiiggvényre a [1, 10]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a lassabb eljaras a
rosszabb)

Melyik eljarassal kapjuk a legjobb befoglal6 fliggvényt az X*X-X fliggvényre a [0.4, 0.6]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a gyorsabb eljarés a
jobb)

Melyik eljarassal kapjuk a legrosszabb befoglalé fiiggvényt az X*X-X fiiggvényre a [0.4,
0.6] intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a lassabb eljaras
a rosszabb)

Mutassunk példat arra az esetre, amikor w(X) + w(Y) # w(X +Y)!

Mi az a szubdisztribtciés szabaly?

Invertdlhaté-e az intervallumos 6sszeadas?

Azonos-e az X intervallum négyzete X * X -el?

Reprezentalhatok-e mindig a valés mfiveletek intervallum-miiveletekkel?

Igaz-e, hogy ha X része Y-nak, akkor minden befoglal6 fiiggvényre F(X) is része F(Y)-nak?
Milyen programozasi nyelvek alkalmasak intervallum aritmetikdval val6 szdmoléasra?

Igazoljuk, hogy a vazolt eljards kerekités nélkiili aritmetika esetén pontosan a derivalt
értékét adja.
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23.

24.
25.

26.
27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

Adjunk becslést arra, hogy az automatikus differencidlds és az analitikusan megadott
derivalt miiveletigénye hogyan viszonyul egyméshoz!

Hogyan mi{ikodik a bels6fiiggvény derivalasa esetiinkben?

Hogyan lehet eljarasunkat tobbvaltozos fliggvények parcidlis derivaldsara kiterjeszteni?
(Mit kell konstansnak, és mit valtozénak tekinteni?)

Hatarozzuk meg a masodrendii derivéltak el6allitdsahoz sziikséges aritmetikét!

Vizsgéljuk meg annak lehet6ségét, hogy az automatikus differencidldshoz hasonléan felépit-
het6 (?) optimalizaldsi aritmetikdt milyen feladatokra lehet alkalmazni!

Az intervallumokra definidlt m{iveletek pontosak, de pontosak-e az ezekkel felépitett
fiiggvények ? Mutassunk példat!

Milyen fiiggvények intervallumon vett értékkészlete szdmithaté pusztan az intervallum
végpontjaiban felvett fliggvényértékekkel?

Mit mondhatunk a konvex, és a konkav fiiggvények befoglalé-fiiggvényeir6l?

Prébéljuk meg a val6s szdmokra ismert négy alapmiiveletet altaldnositani kompakt valos
intervallumokra!

Melyik kovetkez6 allitas igaz az f(z) = 2%(sin(1/2)+3), ha z nem egyenld 0-val, és f(0) = 0
fiiggvény 0 minimumhelyére?

Van-e olyan fiiggvény, amelynek minden pontja nem-szeparalt minimumbhely és egyben
nem-szeparalt maximumhely is?

Hény globélis minimumpontja lehet egy egyvéltozés, a [0,1] intervallumra korlatozott
nemlinedris optimalizélasi feladatnak?

Hény szeparélt helyi minimumpontja lehet egy egyvaltozos, a [0,1] intervallumra korlato-
zott nemlinedris optimalizalasi feladatnak?

Hany globélis minimuma lehet egy egyvaltozos, a [0,1] intervallumra korlatozott nemlinea-
ris optimalizalasi feladatnak?

Hogyan lehet maximalizal4si feladatot minimalizdlasira visszavezetni?

Milyen optimalizaldsi modszert érdemes haszndlni, ha az adott optimalizalasi feladat
megolddsdhoz csak a célfliggvényt kiszamité szubrutin all rendelkezésre?

Milyen optimalizdldsi modszert érdemes hasznalni, ha az adott optimalizélasi feladat
megoldasdhoz a célfiiggvényt és a gradiensét kiszamité szubrutin all rendelkezésre?

Milyen optimalizaldsi modszert érdemes haszndlni, ha az adott optimalizalasi feladat
megoldasdhoz a célfiiggvényt, gradiensét és a Hesse maétrixat kiszamitéd szubrutin is
rendelkezésre 4l1?

Milyen optimalizadldsi modszert érdemes hasznalni, ha az adott optimalizélasi feladat
megoldadsdhoz a célftiggvény befoglal6 fiiggvényét kiszdmité szubrutin 4ll rendelkezésre?
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42.
43.
44.

45.

46.
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Milyen programozasi nyelvek alkalmasak intervallum aritmetikdval val6 szdmoldasra?
Igaz-e, hogy ha X része Y-nak, akkor minden befoglal6 fiiggvényre F(X) is része F(Y)-nak?

Igaz-e, hogy egy szigortian monoton fiiggvény derivéltjanak befoglal6 fliggvénye nem
tartalmazza a nullat?

Milyen intervallumot kapunk eredményiil, ha az f(z) = (22 — 1) * (2* — x) fliggvény
természetes intervallum-kiterjesztését a [—1, 1] intervallumon kiértékeljiik?

Milyen informéciéra tdmaszkodik az intervallumos korlatozads és szétvalasztds tipusa
globalis optimalizalasi algoritmusban a monotonitasi teszt?



9. fejezet

Automatikus differencidlas

Ahogy a korédbbiakban lattuk, a differencidl-hdnyadosoknak fontos szerepiik van a nemlinedris
optimalizalasban, de a numerikus matematika szdmos tertileten is szinte elengedhetetlen a hasz-
nélatuk. Ide tartoz6 problémdk vannak a nemlinedris egyenletmegoldasban, az iranyitaselmélet-
ben és az érzékenység-vizsgalatban is. Taldn a legismertebb eset a fiiggvények zérushelyének
megkeresése, itt a derivalt hasznélataval m{ikodé Newton-Rawson eljards konvergencia-sebes-
sége lényegesen jobb, mint a derivéltakat nem hasznal6 szel6- vagy htrmoédszeré.

Ma maér egyes programozési nyelvek (pl. a PASCAL-XSC®) is tdmogatjdk az automatikus
differencidlast megfelel6 adattipussal és mfiveletekkel, és szdmos szoftver is haszndlja ezt a
derivélasi modszert”.

9.1. Derivaltak a szamitégépeken

A leggyakrabban hasznalt két médszer a derivaltértékek el6éllitasdra azok numerikus kozelitése
és a "kézzel” val6 derivalt-meghatdrozds a derivélasi szabdlyok alkalmazasdval. A legtobb
numerikus matematikai monografia és a professziondlis numerikus programcsomagok tobbsége
is ezt a két utat javasolja. Mindkét médszernek vannak azonban olyan gyengéi, amelyek szamos
feladatban lehetetlenné vagy értelmetlenné teszik alkalmazasukat. A ritka kivételek egyike Skeel
és Keiper konyve®, amely a szimbolikus differencidldssal szemben is az automatikus derivélast
javasolja.

Erdekes osszefliggések vannak a derivélés és az integralas analitikus, illetve numerikus meg-
hatdrozasa kozott is. Az analitikus derivalds konnyen, csaknem mechanikusan végrehajthato,
mig az analitikus integralds nehéz vagy akar lehetetlen is lehet. Ezzel szemben a numerikus
kozelités a derivéltra gyakran pontatlan, mig az integralra altalaban pontosabb.

A numerikus differenciélés viszonylag konnyen programozhato, sokszor a konyvtari program
maga allitja 6ket el6, ha a felhaszndlé6 nem adott meg szubrutint az analitikus derivaltak
kiszdmitasdra. A numerikus derivélt hasznalatanak elénye, hogy

+ nincs el6zetes munkaraforditds a derivéltak “kézzel” torténd elballitdsara,

+ emiatt javitani sem kell az azok programozdasa sordn elkovetett hibdkat, és

6Klatte, R., U. Kulisch, M. Neaga, D. Ratz, Ch. Ullrich: PASCAL-XSC, Springer-Verlag, Berlin, 1991.

’Pl. a D. Ratz: Automatische Ergebnisverifikation bei globalen Optimierungsproblemen. (Doktori értekezés,
Karlsruhei Egyetem, 1992.) cimi disszertdcidban leirt optimalizaldsi eljards, amely csak a célfiiggvény megadasat
igényli.

8Skeel, R.D.,].B. Keiper: Elementary Numerical Computing with MATHEMATICA. McGraw-Hill Inc., New York,
1993.
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+ akkor is mfikodik, ha az illetd fliggvény képletét nem ismerjiik, csak a kiszamoldséra
szolgdl6 szubrutin adott.

Hatranya viszont, hogy

— a levégasi hiba miatt sok értékes jegy veszik el. Ez a jelenség csak bonyolult, és nem is
minden szdmitégépes kornyezetben rendelkezésre all6 eszkozokkel csokkenthet6 (véltozo
méretli szamabrazolas, raciondlis aritmetika stb.).

— a gyorsan véltozé derivaltak becslésére alkalmatlan.

A hiivelykszabaly szerint — hacsak lehetséges — érdemes eldéllitani a derivaltakat szamito
szubrutinokat. Ezen eljaras el6nye, hogy

+ a levagasi hiba nem jelentkezik, a kiszdmitott derivaltértékek altaldban csak nagyon kis
kerekitési hibaval terheltek, és

+ a gyorsan valtozo derivéltértékek is jol meghatarozhatok.

A hatranya ezzel szemben, hogy

7 2z

— a derivaltak képletének meghatarozadsa munkaigényes, és a "kézzel” val6 el6éllitas esetén
gyakran komoly hibaforrds, valamint

— csak a képlettel adott fliggvények derivaltja hatdarozhat6é meg ilyen médon, tehét a kizérolag
algoritmussal adottakat dltalaban nem lehet igy derivalni.

Itt kell megjegyezni, hogy a szamitégépes algebrarendszerek (mint példaul a Mathematica, a
Maple vagy a Derive) szimbolikus manipuldciéval el tudjak allitani a képlettel adott fiiggvények
derivaltjait. fgy ez az el6készits munka legalabb szamitégépesithetd, tehat nem feltétlentil kell
"kézzel” végrehajtani. Az ilyen szimbolikus derivalds, a vele jaré egyszerf{isités és a programozasi
nyelvre val6 alakitds id6igénye nagyon valtoz6, mindenesetre a szdmitégépes algebrarendszerek
sokat fejlédtek ezen a téren az utébbi idGben’.

Az automatikus differencidlas egyszertien abbdl az igénybdl fakadt, hogy az el6z6 moédszerek
eldnyeit kell egyesiteni a hatrdnyok elhagyasdval. Olyan eljarést kerestek tehat, amely

+ lényegében nem igényel el6zetes réforditdst a derivéltak “"kézzel-” vagy akar szamitégépes
algebrarendszerrel, szimbolikus manipulaciéval val6 meghatarozasara,

+ emiatt nem is kell a megfelel6 szubrutinokat programozni és javitani,

+ akkor is miikodik, ha csak az illetd fliggvény kiszamoldsara szolgdlé szubrutin adott, de a
figgvény képlete nem ismert,

+ alevagdsi hiba miatt nem vesznek el értékes jegyek,

+ a gyorsan valtozo derivéaltak meghatdrozdsara is alkalmas, és

9Lasd Iri, M.: History of automatic differentiation and rounding error estimation, in: Griewank, A., G. Corliss
(Eds.): Automatic Differentiation of Algorithms: Theory, Implementation, and Application. SIAM, Philadelphia,
1991. 3-16.
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1.. tablazat. Néhany alapmotivelet és elemi fliggvény differencidlasa

y=f(z) |latx axz afz Ve o log(z) exp(x) cos(x)
f(x) +1 a —y/r 05/y 1/z Yy — sin(x)

+ a derivaltak kiszdmitdsanak miiveletigénye altalaban kisebb, mint a numerikus derivélasé,
illetve az analitikus derivaltakat kiszdmité szubrutinoké.

Maga az oOtlet nem nagyon bonyolult, és jellemzé moédon tobben egymastdl fliggetleniil
rataléltak'®. Ha valaki kedvet érez hozzd, maga is megprobalhatja az automatikus differencidlést

Gjra felfedezni: az el6z6 feltételeket teljesitd eljarast kell megadni (eddig nem arultunk el semmi
lényegeset a tritkkbdl).

9.2. Az otlet.

A triikk mind6ssze annyi, hogy hasznéljuk az adott fliggvényre ismert kiszdmitési eljarast az
egyes miiveletekhez tartoz6 derivalasi szabdlyokkal egytitt. Példdul ha f(z) = fi(x)* f2(z), akkor
legyen f'(x) értéke fi(z) * fa(x) + fi(z) * f5(x), ahol f{(z) és fi(x) értéke mar ismert. Minden
egyes részletszamitassal egytitt tehat a rd vonatkozo, az aktudlis valtozé- és konstansértékekhez
tartozo derivaltértéket is meghatarozzuk. A kiinduldshoz a véaltoz6 derivaltja természetesen 1,
a konstansé nulla. Az 1. Tédblazat egyes alapm{iveletek és elemi fliggvények differencidldsanak
formalis lefrasat tartalmazza, itt = véltoz6, a pedig konstans.

Az automatikus differencidlds implementaldsa soran célszer(i olyan adatszerkezetet valasz-
tani, hogy minden, az illet6 fiiggvény kiszamitasaban szerepet jatsz6 valtozoé és konstans szaméra
egy rendezett part hasznalunk, amelynek els§ tagja a szokdsos értéket tartalmazza majd, a
masodik tag pedig a hozza tartoz6 derivaltértéket. Ilyen adatstruktardval az Gj mfiveleteket
egyszer(i felirni szubrutinok segitségével, vagy egyes Ujabb programozdsi nyelvekben (pl.
C++ vagy FORTRAN-90) az eredeti mfiveletek és standard fiiggvények definiciéjdnak az dj
adatszerkezetre valo kiterjesztésével (operation overloading). Az utébbi esetben a mar miikods,
az eredeti fliggvényt kiszdmité programban csak az adattipust kell kicserélni (pl. “real” helyett
“derivative” vagy “gradient”), és maris rendelkezésre allnak a kivant derivaltértékek.

Tekintsiink egy egyszer(i példat az automatikus differencidlds haszndalatara: hatdrozzuk meg
az f(z) = (z — 1) fuggvény derivaltjat az = = 2 pontban! A differencidlhanyados-fiiggvény
f'(z) = 2(x — 1), a keresett derivaltérték pedig 2.

A valtozénkhoz tartozoé par (2, 1), a fliggvényben szerepld konstanshoz tartoz6 pedig (1,0). A
zardjelen beliili kifejezés f(x) képletébena (2,1) — (1,0) = (1,1) part eredményezi. A négyzetre-
emelést szorzassal értelmezve az (1,1) = (1,1) = (1,2) part kapjuk, amelybél kiolvashaté, hogy

f2)=1,6és f'(2) =2.

10Os’crovskij, GM., Ju. M. Wolin, W.W. Borisov: Uber die Berechnung von Ableitungen, Wissenschaftliche
Zeitschrift der Technischen Hochschule fiir Chemie, Leuna-Merseburg 13(1971) 382-384 és Wengert, R.E.: A simple
automatic derivative evaluation program, Communications of the ACM 7(1964) 463-464.
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9.3. Kiterjesztések.

A képlettel megadott fliggvények differencidldsaval szemben szokas kiemelni az “algoritmusok
differencidldsat”. Ezen az automatikus differencidlds egyszerti kiterjesztését értik feltételes
utasitdsokat is tartalmazo eljardsokkal megadott fliggvények derivaldsara. Az utébbiakkal
kapcsolatban persze felvetédik, hogy differencidlhatok-e ezek egyaltaldan. Szerencsére ez a
probléma inkdbb matematikai jellegi, és a technikai megoldast nem nagyon befolyéasolja.

A magasabbrend{i derivéltak el6allitdsahoz két ut kozott valaszthatunk: vagy kozvetlentiil az
egyes miiveletekhez tartoz6 magasabbrendi derivalasi képleteket hasznaljuk (példaul, ha f(z) =
g(x)+h(x),akkor f"(x) = ¢"(x)+h"(z)), vagy az alacsonyabbrendi derivaltak kiszamitasdara mar
meglévé algoritmusra alkalmazzuk ismételten az algoritmusok differencidlasat.

A tobbvéltozos fliggvények differencidldsara a bevezetett automatikus differencidlasi médszer
minden tovabbi nélkiil alkalmazhaté, az egyes parcidlis derivaltak meghatarozasakor csak a
valtozé-konstans viszonyt kell mindig megfeleléen tisztdzni. Ez is konnyen programozhat6, és
igy a gradiens, a Hesse- és a Jacobi-matrix kiszamitdsa is nagyon kényelmessé tehetd.

9.4. Az automatikus differencialas két valtozata.

Az automatikus differencidlés legegyszer{ibb megvaldsitdsa az, amikor a kiilonben mér rendelke-
zésre 4ll6, az adott fiiggvényt kiszdmité programot kibévitjiikk az egyes miiveletekhez tartozé
elemi derivalasi lépésekkel - megtartva az eredeti algoritmus szerkezetét. Ezt a moddszert a
tovdbbiakban sima algoritmusnak fogjuk nevezni. Az angol nyelvii szakirodalomban nincs még
kialakult egységes elnevezése, a “forward”, ”contravariant” vagy “bottom-up” jelzdkkel szo-
kas megkiilonboztetni (a masik, forditott eljaras angolul “reverse”, “backward”, ”covariant”
vagy “top-down”). A két eljards lényegében az Osszetett fliggvények derivaldsdhoz hasznélatos
lancszabaly végrehajtasi irdnyaban kiilonbozik.
A sima eljaras példaul az y = f(g(h(z), k(z))) fliggvény automatikus differencidldsa sordn a

du = h'(z)dz,

dv = K(x)dz,

dw = [gu(u,v)W (x) + g, (u,v)k (x)]dz,

dy = f(w)lgu(w, )N (z) + gu(u, v)K (z)]dz

sorrendet koveti.
A forditott eljaras az ellentétes irdnyban alkalmazza a lancszabalyt:

dy f(w)dw,

dy = f'(w)gu(u,v)du + gy(u,v)dv],

dy = f'(w)gu(u,v)du + g,(u,v)k (z)dz],
dy = f'(w)gu(u,v)dh (z) + g,(u,v)k' (z)]dz.

A forditott algoritmus elénye abban van, hogy ez a végrehajtasi sorrend lehetévé teszi
tobbvaltozos fliggvények differencidldsa sordn bizonyos sziikségtelen mfiveletek elhagydasat.
Ennek az az 4ra (amit a kdvetkez6 szakasz adatai is alatdmasztanak), hogy a forditott algoritmus
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tarigénye magasabb, és a sima algoritmus egymenetes végrehajtdsaval szemben két menetet
igényel.

A két valtozat kozotti kiilonbség megvildgitasa céljabol tekintsikk az f(z) = z1(1 — z9)?
fiiggvényt az = = [2,1]" pontban. A sima eljards az egyes végrehajtott miiveletekkel egyiitt a
megfelel6 derivéltértékeket is meghatarozza:

fl = T =2 dl = (1,0),
fo=xo=1 d2:(,1),

f3=1 dz = (0,0),
fi=fs—fo=0 di=ds—dy=1(0,-1),
fs=1=0 ds = 2fsdy = (0,0),

fo=rfifs =2 de = fids +difs = (0,0).

A sima eljaras ekozben esetleg tobbszor is végrehajtja ugyanazt a miiveletet, viszont nem
igényli a kiszamitdsi fa létrehozdasat és taroldsat. A forditott algoritmus ezzel szemben el6szor
meghatdrozza az f; értékeket és a kiszamitasi fat, majd ennek segitségével elallitiaa d; = 0f/0f;
értékeket:

de = 1
ds = d6g—§§ =dgf1 =2,
dy = d5§—j§j =ds2fs =0,
ds :d@% =dy1 =0,

dy = dy 35t = dy(—1) = 0,
dy = dg% = dg f5 = 0.

A gradiens értékét a [dy, do]” vektor adja.

9.5. Miivelet- és tarigény.

A 2. Tablazat az automatikus differencidlds két valtozatdnak mfivelet- és tarigényét adja meg
néhdny gyakori derivalasi feladatra. A legmeglep&bb adat talan az, hogy egy tobbvaltozos
fiiggvénynek és gradiensének meghatédrozasa a forditott algoritmussal legfeljebb négyszerannyi
miiveletet igényel mint az illet6 fliggvény kiszamitdsa. A felsé korlat tehat nem is fiigg
kozvetleniil az illet6 fiiggvény valtozoinak szamatol.

Az automatikus differencidlds miiveletigénye nagyjabol megfeleltethet6 egy ciklusmentes
grafban a legrovidebb tt megkeresése miiveletigényének, hozzdadva a kiszdmitési graf létre-
hozasanak mfiveletigényét. A tarigény nagy részét a kiszamitasi graf taroldsa okozza. A tar- és
miiveletigény javitasa terén még varhatok tovabbi eredmények, de az is latszik, hogy a tarigény
inkabb csak a mtiveletigény rovasara csokkenthet6 (és viszont).

9.6. Az automatikus differencialds veszélyei.

Az el6z6ek alapjan Ggy tlinhet, hogy az automatikus differencidlas szamitégépes megvaldsitasa
problémamentes. Sajnos nem egészen ez a helyzet, ime néhany példa:

1. A zérus gyokok esete. Tekintsiik az f(z) = /2] + 23 fuggvényt. Ez differencidlhatd, és a
gradiense a (0.,0.)” pontban (0.,0.)”. Az automatikus differenciélas a négyzetgyok miivelethez
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2.. tdblazat. A fontosabb automatikus differencidlési feladatok mitivelet- és tarigénye. Magya-
razat: f: egy n-valtozoés fliggvény, f: m darab n-véltozés fiiggvény, Vf: az [ gradiense,
H: az f Hesse-matrixa, J: az f Jacobi-maétrixa, L(.): az argumentumok meghatdrozdsanak
miiveletigénye a {+, —, *, /, \ﬁlog, exp, sin, cos} alapmfveletek felett, és S(.): az argumentumok
meghatdrozasanak tarigénye.

Feladat Algoritmus
sima |  forditott
L(f,Vf) || <4nL(f) <A4L(f)
L(f,Vf, H) | O(n*L(f)) | < (10n +4)L(f)
L(f,J) O(nL(f)) | < (B3m+ 1)L(f)
SV | O(S() | O(S(f) + L(f))
S(L, VS H) | O(S(f) | OS(f) + L(f))
S(E, J) O(5(f)) | O(S(f) + L(f))

azonban nem tud értéket rendelni, ha a gyok argumentuma nulla. A felhaszndlé szdmadra
ilyen esetekben az a leghasznosabb, ha az illet6 implementaci6 felhivja a figyelmet erre a
hibalehetségre, pl. az IEEE aritmetikat timogaté szamitégépekben a NaN (Not a Number) érték
hozzéarendelésével.

2. A programeldgazas esete. Tekintsiik az alabbi utasitést:
if z =1 then f(z) =1 else f(z) = 2?

Vilagos, hogy az igy definidlt fiiggvény folytonosan differencidlhat6, mégis az automatikus
differencidlds a hamis f'(1) = 0 értéket adja. A példa kicsit erdltetettnek ttinik, de viszony-
lag gyakran el6fordul, hogy adott fiiggvény kiszdmitdsdra hasonlé médon az argumentumok
értékétdl fliggben mds és mads eljardst adunk meg. Valédi megoldést erre a problémara nem le-
het javasolni, legfeljebb azt, hogy a jelenség tudatdban (kiilondsen az egyenldség-feltétellel adott
programeldgazas esetén) a felhasznal6 ellenérizze, hogy ilyen hiba felléphet-e.

3. A hatérértékkel adott fiiggvény esete. Eddig a fliggvények megadasdra mindig véges eljarast
hasznéltunk. Mi torténik akkor, ha ez a leirds végtelen? Konnyti olyan alkalmazasi példat
mutatni, ahol a differencidlni kivant fliggvényt csak egy iterativ sorozattal tudjuk jellemezni.
A klasszikus analizis szerint viszont a differencidlds és a hatdrértékképzés nem cserélhetdk fel.
Tekintsiik a kovetkez6 egyszerti fliggvénysorozatot:

fl(x) = xe—xQ’ fz(.fl?) = xe_IQe_xza R fk’ = m(e_IQ)k> tet

Automatikus differencialassal (is) limg_,o f7.(0) = 1, habar a valédi f(z) hatarfiiggvényre
f'(0) = 0. Ebben az esetben is csak azt lehet tandcsolni, hogy a jelenség ismeretében az
automatikus differencidldssal nyert értékeket ellendrizni kell. Ehhez viszonylag kényelmesen

hasznalhat6 elméleti eredmények is rendelkezésre &llnak!’.

NEischer, H.: Special problems in automatic differentiation, in: Griewank, A., G. Corliss (Eds.): Automatic
Differentiation of Algorithms: Theory, Implementation, and Application. SIAM, Philadelphia, 1991, 43-50.
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9.7. Az automatikus differencidlds implementalasa.

A mér emlitett PASCAL-XSC beépitett adattipusainak és kiterjesztett alapmiiveleteinek a haszna-
lata a legegyszer(ibb. A felhaszndlénak minddssze a megfelel6 adattipusokat kell megvéltoztat-
nia. A FORTRAN-90 és C++ nyelvekben ezek az Gj adattipusok és a kiterjesztett miiveletek meg-
valdsitdsa utdn ugyanolyan kényelmesen lehet az automatikus differencialas sima algoritmusat
alkalmazni, mint a PASCAL-XSC tdmogatasaval.

A kovetkez6 egyszerti példdban az f(z) = 25(x — 1)/(x + 2) fliggvény és derivaltja értékét
hatdrozzuk meg automatikus differencialdssal az = = 2 pontban. A PASCAL-XSC implementaci6é
érdekesebb részleteit adjuk csak meg.

program pelda (input,output); type df_type = record f,df: real; end;

operator + (u,v: df_type) res: df_type; begin res.f:=u.f+v.f;
res.df:=u.df+v.df; end;

operator x (u,v: df_type) res: df_type; begin res.f:=u.fx*v.f;
res.df:=u.dfxv.f+u.f*xv.df; end;

function df_var (h: real) : df_type;
begin df_var.f:=h; df_var.df:=1.0; end;

var x,f: df_type;
h: real;

begin

h:=2.0;

x:=df_var (h);

£f:=25%(x-1)/ (x+2);

writeln (' £, df:’,f.£f,f.df);
end.

Szdmos kevésbé elegans, de annal hatdsosabb szamitégépes eszkdz (preprocesszor, precom-
piler, keresztfordit6 és més programcsomag) érhetd el az automatikus differencidlds megval6sita-
sdra. Mintaként néhdny hiresebbnek az adatai:

o A JAKEF egy FORTRAN precompiler, amit az Argonne National Laboratory fejlesztett ki.
Inputként egy skaldr vagy vektorfiiggvényt kiszamit6 szubrutint hasznal, és eredményként
egy a gradienst, illetve a Jacobi-métrixot el6allité szubrutint ad. A forditott algoritmusra
éptil. A dokumentaciét és a forrasszoveget is meg lehet kapni. A NETLIB nevti adatbdzis-
ban taldlhat6, b6vebb informaciét tgy kaphatunk, hogy a netlib@research.att.com E-mail
cimre egy “send index” {izenetet kiildiink.

e A FORTRAN programok sima algoritmussal val6é automatikus differencidlasdra szolgalo
GRAD programcsomag a kovetkezd cimen érhet6 el: Larry Husch, Dept. Mathematics,
University of Tenessee, Knoxville TN, USA, illetve husch@WUARCHIVE.WUSTL.EDU az

elektronikus postaval.
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e Az ADOL-C egy C++ nyelven irt rendszer, amely C vagy C++ nyelvii algoritmusok
differencidldsara alkalmas sima és forditott eljdrdssal is. A forrdskéd és a dokumentacio
Andreas Griewank cimén érhet el (Argonne National Labs, Argonne, IL 60439, USA, illetve
elektronikus postaval griewank@antares.mcs.anl.gov).

e A MAPLE nevii szamitégépes algebrarendszer az 5.1-es valtozatatol kezdve a szimbolikus
derivélds mellett képes az automatikus differencidldsra is (a sima algoritmussal). Az
“optimize” rutinja csOkkentheti a mfiveletigényt, és az eredményt FORTRAN vagy C
nyelven is ki tudja adni.

Meg kell még emliteni, hogy az automatikus differencidlashoz természetes moédon kapcsol-
hat6 a kerekitési hibdk becslése és a szamitott derivéltak alsé- és fels6korlatjainak meghatdrozéasa
is. Az utobbi feladatok (részben az intervallum-aritmetikdra tdimaszkodva) szintén kényelmesen
megoldhatok szamitégépen. Az automatikus differencidldsnak b6 irodalma érhetd el, emlitésre
mélt6 a kovetkezd két cikk, illetve konyv:

e Kedem, G.: Automatic differentiation of computer programs, ACM Transactions on Mathe-
matical Software 6(1980) 150-165.

e Rall, L.B.: Automatic Differentiation: Techniques and Applications. Lecture Notes In
Computer Science, Vol. 120, Springer-Verlag, Berlin, 1981.

9.8. Példak

9.9. Ellen6rzd kérdések és gyakorlo feladatok
Programozasi feladat:

* Irjuk meg az automatikus differencialds szubrutinjait, és teszteljiik néhany fiiggvényen!



10. fejezet

A feladat egyszertisitése nemlinedris transzformaciékkal

Ebben a fejezetben egy olyan, szimbolikus szamitégépes programokkal végrehajthat6 algoritmust
targyalunk, amely alkalmas nemlinedris optimalizalasi feladatokban rendundéns optimalizalan-
doé valtozok megkeresésére, a feladat egyszerfisitésére és az atalakitott feladat megoldasabdl az
eredeti feladat megoldasanak el6allitasara.

10.1. Bevezetés

Tekintsiik a kovetkez6 célfiiggvényt:

1/2
F(Raun[awaB 7— [ Z|ZL wz Z/ wz)l ] ) (1)

ahol Z;(w;) € C a mért komplex impedancia érték, Z;(w;) a modellezett impedancia az w;
frekvencidn i = 1,2,...,m és Ry, Iy, B, 7 a modell paraméterek. A modellfiiggvény

Blog(yTw) )

Br
Z" 1., B = — —1( 2
L(Rawa aw 77',&}) Raw + 460J 1 ( aww + ) ( )

ahol v = 104 és 1 a képzetes egység. Ez a paraméterbecslési feladat eredeti megfogalmazasa, a
konkrét fizikai paraméterekkel'?. Erre a modell identifikacios feladatra a kovetkezd, az eredetivel
ekvivalens modellfiiggvényt taldltunk:

Z},(RawalawaByAaw) = Raw + — (3)

Br A+0.
(1w + 0.25B + Blog(w) ‘
4.6w w

Ez utébbi linedris a paraméterekben, a célfliggvény értéke végtelenbe tart ahogy barmely paramé-
ter abszolut értéke nd, és emiatt a feladatnak egyetlen minimumpontja van. Igy a széls6értéket
kozvetleniil meg lehet hatarozni iterativ eljaras nélkiil is: a gradiens zérushelyét egy véges algo-
ritmussal meg tudjuk adni. Ez altaldban sokkal egyszertibb feladat, mint a globalis optimalizalasi
tfeladat megoldésa.

A (3) létezésének az a magyardzata, hogy (1) voltaképp két, egymdstol részben fliggetlen
négyzetosszeg minimalizdldsa: a valds és a képzetes részé. A B paramétert meg lehet kapni

12Hantos, Z., Dar6czy, B., Csendes, T., Suki, B. and Nagy, S. (1990), Modeling of Low-frequency Pulmonary
Impedance in the Dog, J. of Applied Physiology 68, 849-860.
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pusztan a valés rész illesztésével. Ez aztan felhaszndlhaté a Blog(yrw) szorzatban. A (2)-
bdl a (3)-at ad6 transzformacié az A = Blog(7). Vegylik észre, hogy v nem meghatdrozandé
paraméter, ezért a logaritmusat (0.25) konstansként hasznalhatjuk.

A hagyomanyos optimalizalasi médszerekkel szemben a bemutatandé eljaras a célfiiggvény
ismert alakjat, képletét haszndlja ki. Az ilyen algoritmusok meglehetsen ritkdk. Stoutemyer egy
analitikus optimalizalasi médszert targyalt, egy olyan programot, amely a szimbolikus alakban
adott feladat osztélyat (mint linearis, kvadratikus, szeparabilis,...) tudta meghatérozni.'3

Hansen, Jaumard és Lu algoritmusa'* egyes feltételes optimalizaldsi feladatok megoldésara
alkalmas korlatozas és szétvéalasztas keretben. Ezzel szdmos feladat pontos megoldésat tudtak
eldallitani. Redkovskii és Perekatov hasonlé nemlinedris transzforméaciékat adott meg pozitiv

definit Hesse-matrixok eléréséhez a helyi minimalizalasra szolgalé Newton-modszer szdméra®.

10.2. Unimodalitas és paraméter transzformacidk

DEFINICIO. Az egyviltozos feltétel nélkiili optimalizalasi feladat f(x) célfiiggvényét unimodilis-
nak hivjuk, ha van olyan z* pont, hogy minden z; < z, pontpdrra ha z, < z*, akkor f(z1) >
f(z2), ha pedig z* < 1, akkor f(x;) < f(xa).

Ha f(z) unimodalis és folytonos, akkor f(z*) az egyetlen helyi minimuma, és igy a globalis
minimuma. Raadasul az a két 4llitds, hogy egy egyvéltozos folytonos fiiggvény unimodaélis, és
az, hogy egyetlen helyi minimuma van és nincs helyi maximuma — ekvivalensek.

Az unimodalitast dltalaban nem definidljdk tobbvaltozos fiiggvényekre. Ennek az az oka,
hogy azok az egyvaltozés optimalizdldsi médszerek, amiket az unimodalitdsi tulajdonsédgra ala-
poznak, nem altalanosithatok a tobbvaltozos esetre.

DEFINICIO. Egy n-dimenziés folytonos fiiggvényt akkor neveziink unimodélisnak az X C R”
nyilt halmazon, ha létezik végtelen folytonos gorbéknek egy olyan halmaza, hogy a gorbesereg
homeomorfikus leképezése az n-dimenzids tér polarkoordindta-rendszerének, és az f(z) fiigg-
vény szigortian monoton nd a gorbék mentén.

Ez a definici6 mas szavakkal azt jelenti, hogy egy fiiggvény akkor unimodaélis, ha egyetlen
vonzaskorzete van az X nyilt halmazon. Egy kétszer folytonosan differencidlhat6 (sima)
figgvényre unimodalitds azt jelenti, hogy csak egy helyi minimumpontja lehet, és nincs helyi
maximumpontja X -ben. Ez a definici6 jol illeszkedik az optimalizdldsi sz6hasznédlathoz, mivel a
multimodalitédst és a tobb széls6érték meglétét szinonimdnak tekintik.

Maésrészt egy n-dimenziés unimoddlis fiiggvény nem feltétlen teljesiti az egydimenzids
unimodalitas feltételeit az n-dimenzids tér minden egyenese mentén. Tekintsiik példaul a jol
ismert Rosenbrock- vagy banan-fiiggvényt: f(xq,22) = 100(2% —x2)*+ (1 — z1)*. Ez egyértelmiien
unimodaélis, mégis az egydimenziés unimodalitds nem teljesiil példdul az z, = 1 egyenes mentén.

BStoutemyer, D.R. (1975), Analytical Optimization Using Computer Algebraic Manipulation, ACM Transactions
on Mathematical Software 1, 147-164.

4Hansen, P, Jaumard, B., and Lu, S. H. (1991), An Analytical Approach to Global Optimization, Mathematical
Programming 52, 227-254.

15pPerekatov, A.E. and N.N. Redkovskii (1989), Method for Minimization of Unimodal Non-convex Functions
(in Russian), Dokladi AN USSR Ser. A Physical-Mathematics and Technical Sciences 10, 36-38; Redkovskii, N.N.
(1989), Nonlinear Transformations of Coordinates in Unconstrained Optimization Problems (in Russian), Issledovanii
Operatsii UAS 34, 60-65.
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A kovetkezd tétel a nemlinedris fiiggvények unimodalitdsa és a homeomorf (kdlcsondsen
egyértelm folytonos) véltozé transzformdcidk viszonyét tdrgyalja. Ennek soran el6szor az y =
h(x) transzformdcidkat vizsgaljuk.

1. TETEL. Az f(x) folytonos fliggvény pontosan akkor unimodaélis az n-dimenzids valds térben,
ha létezik a valtozoknak olyan y = h(xz) homeomorf transzformécidja, hogy f(z) = f(h*(y)) =
yTy + ¢, ahol ¢ egy valds konstans, és az orig6 benne van a h(z) leképezés S értékkészletében.

Tegyiik most fel, hogy az f(x) fliggvényben az z; valtozé mindentitt egy h(z) részképlet
formajéban fordul el6. Vizsgaljuk a tovdbbiakban azt a transzformdciét, amelyik az f(z)-ben a
h(x) minden el6forduldsat y;-re cseréli, és a tobbi z; valtozot dtnevezi y,-re (i # j).

2. TETEL. Ha h(x) sima és szigorian monoton az x; valtozéban, akkor az ennek megfelel
y = h(z) transzformadci6 egyszerfisiti az optimalizélasi feladatot abban az értelemben, hogy h(x)
minden el6forduldsa az f(x) célftiggvényben helyettesithetd egy 4j valtozéval. Ekkor f(z) min-
den helyi minimum (maximum) pontjdnak a transzformaélt ¢(y) fliggvény helyi minimum (maxi-
mum) pontja felel meg.

3. TETEL. Amennyiben h(z) sima és szigortian monoton az z; valtozéban, tovédbba h(z) érték-
készlete egyenld R-el, akkor a transzformaélt ¢(y) fiiggvény minden y* helyi minimumpontjdhoz
(maximumpontjdhoz) van olyan z*, hogy z* transzformaltja y*, és z* helyi minimumpontja (ma-
ximumpontja) az f(x) fliggvénynek.

1. ALLITAS. Ha egy z; valtozé a sima f(z) fliggvény képletében mindentitt egy h(x) képlet
alakjaban fordul el8, akkor a 0f(z)/0z; parcidlis derivalt felirhat6 (0h(z)/0z;)p(x) alakban, ahol
p(z) folytonosan differencidlhato.

2. ALLiTAS. Ha az z; és z; véltozok a sima f(z) fiiggvény képletében mindeniitt egy h(z)
képlet alakjaban fordulnak el6, akkor a 0f(x)/0x; és a Of(x)/0x; parcidlis derivaltak felirhatok
(Oh(x)/0x;)p(z), illetve (Oh(x)/0x;)q(x) alakban, ahol p(x) = ¢(x) folytonosan differencidlhato.

Ezek az elméleti eredmények alapjan tehat olyan eljaréast lehet 6sszedllitani, amely a célfiigg-
vény egyszertisitését tudja elérni. Ennek f6bb 1épései:

1. Parcidlis derivilds. Minden véltozéra hatarozzuk meg a célfiiggvény parcidlis derivaltjait.
2. Szorzatra bontds. Bontsuk szorzat alakra a parcidlis derivaltakat.

3. Ellendrzés. Ellendrizziik, hogy a szorzatok egyes tényezéi lehetnek-e olyan h(x) fliggvé-
nyek, amelyek valamely z; valtoz6 Osszes el6fordulasat jellemzik f(z) képletében. Ha
van ilyen h(z), akkor alkalmazzuk erre az y; = h(z) transzformdciét. A tobbi valtozoét
véltozatlanul nevezziik at: y; = z;,7 =1,2,...,1 —1,i+1,... ,n.

4. Transzformdcié. Az igy kapott ¢(y) fliggvény optimalizalasdval el6alld y* megoldast
transzformdljuk vissza az eredeti térbe a h(z) transzformdcié inverzével. Adjuk meg az
eredeti feladat megoldasaként az igy kapott 2* pontot.

Az eljarasunk f6bb elemei mind elérheték szimbolikus algebrarendszerekben (mint péld4ul
a Derive, Maple, Mathematica, mupad stb.): a szimbolikus derivélds, fiiggvények szorzatra
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bontédsa, a szorzatra bontott fliggvény elemeinek listaszer(i felsoroldsa, hatdrozatlan integralas
a parcidlis derivaltakbdl a transzformdl¢6 fliggvény el6allitdsahoz, a kiszdmitasi fa konstrudldsa,
abban a h(z) képlet keresése, ...

10.3. Példak

10.3.1. Rosenbrock fiiggvény

Vegyiik el6szor a korbban mar emlitett Rosenbrock- vagy bananfiiggvényt: f(x) = 100(x3 —z5)>+
(1 — z1)?. A feladatra szokds szerint megadott korldtok —2 < 2,7, < 2. Ezek nem jelentenek
valédi korlatozast, mert a korlatozas nélkiili, és a jelen feladat megolddsai egybeesnek.

Mivel a célfiiggvény négyzetdsszeg alaki, a megoldas konnyen leolvashaté. A mésodik tag
minimumat ott veszi fel, ahol z; = 1. Ha ezt az értéket behelyettesitjiik az els6 tagba, akkor
a zérdjelen beliil elérhetd, hogy nullat kapjunk, igy a korabbi 1épésiink jogossdga igazolédott.
Ezutdn x,-re is az egy érték adodik optimélisnak. Mivel mds értékekkel a 0 célfiiggvényértéket
nem lehet elérni, ezért a kapott helyi minimumpont egyben globalis minimumpont is.

Kovessiik most az egyszer{isit6 eljarasunk lépéseit.
1. A célfiiggvény gradiense [400(z?3 — x2)z; — 2(1 — 1), —200(z% — x2)]7.

2. A szorzatra bontds lényegében eredménytelen: a parcidlis derivaltak csak a megadott képlet
konstansszorosait engedik meg. Ennek az a kovetkezménye, hogy a célfliggvényben csak
olyan képletek keresésének van értelme amelyek a transzformélandé valtozéban linearisak.

Az f(z)-ben az x, véltozo6t tartalmaz6 nem trivialis részképletek: z3, 1—zy, 23—y, (1—11)?
és (23 — x9)%. Az z, pedig a kovetkezd képletekben fordul elé: 22 — zo, (23 — x2)? és

100(z? — z9)?.

3. Ellendrizziik, hogy az eredeti célfiiggvényben az 1 + c(z2), [ 400(a3 — z9)2x1 —2(1 — 21) day
koziil melyik képlet az, amely még az z; minden el6forduldsat jellemzi! Itt c¢(z3) arra
utal, hogy az x; szempontjabdl konstans fiiggvény szerepelhet még a képletben, ami tehét
figghet az z,-t6]l. A legbonyolultabb ilyen illeszked$ képlet maga az z;, ezért ennek az
atalakitasara nincs sziikség.

Tekintsiik most az z, valtozo6t. Ennek x5 + ¢(z4) fliggvényéhez van nem trividlis illeszkedd
képlet, amely z, minden el6forduldsaban szerepel: ez az 12 — 15. Az ebb6l ad6dé

transzformacié: 1 = w1, Y2 = a7 — z9. Vegyiik észre, hogy ez a transzformacié
sima, és monoton a transzformadlt valtozoban, igy a korabbi tételeink megfelel6 médon
alkalmazhatok.

4. Az atalakitott célfiiggvény ebbdl g(y) = (1—y;1)*+100y3 . Ez mér szeparélt, tehat felbonthat6
9(y) = g1(y1) + g2(y2) alakban, kevesebb miivelettel szamithato, és konnyebben optimalizal-
hat6. Az egyetlen minimumpontja y; = 1, y5 = 0. Az eredeti feladat megoldasa ebbdl az
inverz transzforméaciéval a z; = vy, To = y3 — o képletekbdl adodik: =7 =1 és x5 = 1.

Az atalakitds szamos elénye mellett jegyezziik meg azt is, hogy a transzformalt célfiiggvény
mar unimodalis minden egyenes mentén.
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10.3.2. cos(e™ + x3) + cos(x)

Vegyiik most az f(z) = cos(e™ + x2) + cos(zz) fliggvényt. A szimbolikus derivalas és a szorzatra
bontas azt jelzi, hogy az e*' + c¢(x2) alakt transzformaci6 lehetséges. Az f(z) kiszamitasi fajabol
ehhez az e™ + z, képlet illeszkedik. Innen az y; = €™ + 3, y» = 22 transzformaciét kapjuk. Ez
nyilvanval6an nem invertalhato.

Az atalakitott optimalizalasi feladat

min g(y) = cos(y1) + cos(yz2).

Ennek vannak olyan maximumpontjai (példaul az y; = —2m, y, = 0), amelyeknek nem felel meg
az eredeti feladat egyik széls6érték pontja sem. Vessiik et 6ssze a 2. és a 3. Tétellel! Ennek ellenére
g(y) szeparalt és egyszer(ibben optimalizdlhat6. Raadasul ez az 4j feladat vilagosan tiikrozi az
eredeti feladat széls6értékei helyének szerkezetét.

10.3.3. A bevezetibeli feladat

Vizsgaljuk meg most a bevezetSben részletesen targyalt feladatot. Az egyszertiség kedvéért hagy-
juk el a négyzetgyokot és az 1/m szorzétényezét az (1)-ben megadott fiiggvénybdl. Hasznaljuk
tovabba a valos és a képzetes rész négyzetdsszegét a korabbi abszolutérték négyzetdsszeg helyett.

Az egyetlen szorzattd bonthaté parcidlis derivalt ezutan a 0F/07, és a hasznédlhat6 szorz6
tényez6 B/7. Ez utébbi integrdlja a Blog7T képletet adja, ami valéban minden el6fordulasat
jellemzi a 7 véltozénak. Epp az ennek megfelel6 A = BlogT helyettesités volt az, amely a
bevezettben targyalt linearizalast eredményezte.

Ebben az esetben tehdt a nemlinedris valtozo-transzformacié f6 haszna az volt, hogy az altala-
ban a globdlis optimalizalas korébe tartozé nemlinearis paraméterbecslési feladatot atalakitotta
egyszeriibben megoldhato, egy helyi minimummal rendelkez6 egyenesillesztési feladatta.

10.3.4. A légzésmechanika Otis-féle modellje

Vegyiik ismét az (1) paraméterbecslési feladatosztalyt, és vizsgédljuk meg ezt egy masik modell-
fiiggvénnyel, a légzésmechanika kordban széles korben tanulmédnyozott Otis-féle modelljével.
Errdl egy elektronikai modell segitségével belattdk, hogy egy redundans paramétert tartalmaz!'®.
A modellfiiggvény:

_D53+CS2+BS—|—1

Zmn(s) Gs?>+ F's @)
ahol s = 1w, és
B Rc(Ch + Cy) + RiCh + RoCy, (5)
C = Ic(Cy+ Cy) + [Re(Ry + Ro) + R R2)C1Cy, (6)
D = Ic(Ry + Ry)C10y, (7)
F = C)+ (s, (8)
G = (R, + Ry)C,Cs. 9)

16 Avanzolini, G., and Barbini, P. (1982), Comment on ”Estimating Respiratory Mechanical Parameters in Parallel
Compartment Models”, IEEE Transactions on Biomedical Engineering 29, 772-774.
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Eszerint a feladat optimalizdlandé véaltozéi R, Ry, Re, I, Cy és Cy. A kordbbiakban ismerte-
tett eljardssal megadhaté ugyan egy a feladatot egyszer(isitd atalakitds, R} = R,C,, de a leir6
paraméterek szdma ett6l még nem véltozik. Ennek az az oka, hogy a targyalt médszer csak
arra alkalmas, hogy egy valtozonak az eredeti fiiggvénybeli képletét egyszertisitse, mikdzben a
tobbi véltoz6 véltozatlanul marad a célfiiggvényben. A jelen esetben viszont csak tobb paraméter
egyidejti dtalakitdsaval lehet kimutatni, hogy egyel tobb paramétere van a modellfiiggvénynek,
mint amennyi feltétlen sziikséges.

Masrészt viszont maguk az (5) - (9) egyenletek is definidlnak egy paraméter transzformdciét.
Eszerint a modellfiiggvény megadhat6 az eredeti 6 helyett 5 paraméter hasznélatdval is. Minden
4j paraméter linedris fliggvénye a régiknek (ha csak egyet hagyunk valtozni koziiliik). Eszerint
pedig teljesiilnek a 3. Tétel feltételei. Eszerint a transzformalt feladat helyi minimumpontjait
vissza lehet alakitani az eredeti feladat minimumpontjaiba. A dimenzidk eltérése miatt ez azt
fogja jelenteni, hogy az egyszerfsitett feladat egy megolddsanak az eredeti térben megoldasoknak
egy sokasdga felel majd meg. Egyben ismét egy jellemzését is megkaptuk az eredeti feladat
megolddsai szerkezetének.

A példa tanulsiga az, hogy érthetévé valt, hogy miért tartott olyan sokd, amire a tudoményos
szaktertilet felismerte az eredeti modell redundédns voltdt. Madsrészt a példa arra is utal, hogy
a bemutatott eljardson tul tovabbi lehet6ségek vannak a nemlinedris paraméter-transzformacié
el6tt.

10.4. Ellendrz6 kérdések és gyakorlé feladatok

1. Mutassunk olyan feladatot, amely példa arra, hogy egy egyszertisit6 transzforméacioval akar
kett6vel is lehet csokkenteni egy optimalizdlasi feladat dimenzigjat!

2. Hatérozza meg a targyalt szimbolikus mdédszerrel hogy milyen egyszertisitd helyettesitést
lehet alkalmazni az f(r;,z,) = e(*+%2)° figgvényen, és értelmezze az eredményt!

3. Hatdrozza meg hogy milyen egyszertisité helyettesitést lehet alkalmazni az  f(z1,2,) =
10@=11322)*  fiigovényen, és értelmezze az eredményt!

4. Jellemezzen egy egyszerti optimalizélési feladatosztalyt (ami tetsz6leges dimenzidju felada-
tokat is tartalmaz), amely nem egyszer{isithet6 a targyalt médszerrel!

5. Adjon meg egy olyan egyszerti nemlinedris optimalizaldsi feladatot, amelynek csak globalis
minimumpontjai vannak, azok mind az y = 2 gorbe pontjai. Alkalmazza a bemutatott
eljarast ennek a feladatnak a megoldésara, és magyarazza meg az eredményt!

6. Ha a transzformacids képletre tobb lehetdség is van, melyiket érdemes valasztani, az
egyszerfit, vagy a bonyolultat? Erveljen a védlasza mellett!

7. Vazolja, hogy az utols6 példaban kifejtett eljarast hogyan lehetne formaliz&Ini!

8. Irja meg a bevezetett eljaras egyes lépéseit valamely szimbolikus algebra rendszerben!



11. fejezet

Tesztelés

Ebben a fejezetben a dolgozatban tobb helyen is emlitett tesztelés részletkérdéseire, elveire tériink
ki.

El6szor a standard globalis optimalizalési tesztfeladatokat ismertetjiik. Ezeket a szokdsos
nemlinedris optimalizalasi tesztfeladatoktol az kiilonbozteti meg, hogy a lehetséges megoldédsok
halmazan rendszerint tobb helyi minimumpont van, és igy egy helyi keresd eljaras nem feltétleniil
tudja a globalis minimum helyét meghatarozni.

11.1. Standard globalis optimalizalasi tesztfeladatok

Az elsd kilenc feladat alkotja az tn. standard globalis optimalizalasi feladatok korét. Ezeknek
a hasznalata tipikus globalis optimalizalasi eljarasok tesztelésére. Ezek tehat a roviditéseket
hasznalva: S5, 57, S10, H3, H6, GP, RCOS, SHCB és RB. Itt az egyes feladatok leirdsat adjuk
meg. Mindegyik probléma csak a valtozokra vonatkozo egyszerti korlatokkal rendelkezik.

Shekel feladatok

A célfiiggvény 4-valtozos:

m

1
f(z) = _Z (z —a))T(z —a') + ¢

i=1

ahol a' valds vektor, ¢! valos szam (i = 1,...,m), a lehetséges megolddsok halmaza 0 < z; < 10
(7 =1,2,3,4). A feladathoz tartozé adatok:

1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
@4 1 8 6 3 2 5 8 6 70
|4 1 8 6 7 9 5 1 2 36
i/4 1 8 6 3 2 3 8 6 70
/4 1 8 6 7 9 3 1 2 36
¢ [01 02 02 04 04 06 03 07 05 05

Az m = 5,7,10 eseteket az S5, S7, S10 roviditésekkel szokéas jeldlni. Ezek rendre 5, 7, illetve 10
helyi minimumponttal rendelkeznek, amelyek helyét kozelitleg az ' vektorok adjak meg, az
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70 11. FEJEZET, TESZTELES

egyes helyi minimumok értéke pedig —1/¢’ koriil van. A feladatok jellemzsje, hogy (kiilondsen
nagy m esetén) a globdlis minimum vonzdskorzete kicsi a lehetséges megolddsok halmazahoz
képest, ezért az egyes modszerek gyakran nem talaljdk meg a globdlis minimumot.

Hartman feladatok
A célfiiggvény alakja:
—ZcieXp Zaz] ng )
i=1 j=1

ahol p;,. kozelitéleg az i. helyi minimumpont, és c¢; kozelitéleg a megfeleld helyi minimum. A
lehetséges megolddsok halmaza 0 < z; < 1, ahol i = 1,2,...,n. A feladathoz tartozé adatok
n = 3 esetén:

Qi Ci Dij
30 10, 30,10 03689 0,1170 0,2673
01 10, 35,|12]| 04699 04387 0,7470
30 10, 30,|3,0 | 0,1091 10,8732 0,5547
01 10, 35,32 |0,03815 0,5743 0,8828

= WO N = -

Az n = 6 esetre az adatok:

10, 3,0 17, 35 1,7 8, |10
005 10, 17, 01 80 14|12
30 35 1,7 10, 17, 8, |3,0
17, 80 0,05 10, 0,1 14|32

= W N -

Dij
0,1312 0,1696 0,5569 0,0124 0,8283 0,5886
0,2329 04135 0,8307 0,3736 0,1004 0,9991
0,2348 0,1451 0,3522 0,2883 0,3047 0,6650
04047 0,8828 0,8732 0,5743 0,1091 0,0381

= W N | -

A globélis minimumpontok koriil a célfiiggvény rendkiviil lapos, és ez nem kedvez az inter-
vallum-aritmetikdn alapulé médszereknek. A Hartman feladatok roévid jelolése H3, illetve He6.

Goldstein-Price feladat
A kétvaltozos célfiiggvény

f(x) = [1+ (21 + 29+ 1)*(19 — 142y + 327 — 14wy + 61175 + 325 X
[30 + (221 — 332)(18 — 327 + 1227 + 48wy — 36775 + 2723)],
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és a lehetséges megoldasok halmaza —2 < z; < 2 (i = 1,2). Ezen négy helyi minimumpont
taldlhaté. A célfiiggvény bonyolultsdga miatt a természetes intervallum-kiterjesztésen alapuld
befoglal6 fiiggvény &ltaldban tobb nagysdgrenddel szélesebb, mint a megfelel6 értékkészlet.
Jelolése GP.

Branin feladat

A kétvaltozos célfiiggvény alakja

5,1 5

2 1
) = (2= Pt 2 =6) 410 (1= ) eonm 10,
A2 T 8

a lehetséges megoldasok halmaza —5 < z; < 10, 0 < 2z, < 15. Ezen hdrom globdlis
minimumpont van. Jelolése RCOS.

Six-hump-camel-back feladat

A célfiiggvény ismét kétvaltozos:

1
f(z) =42 — 2, 12 + gx? + x11y — 423 + 423,
a —5 < z; < 5 lehetséges megoldasi halmazzal. A fiiggvény szimmetrikus az origéra, és harom
pér helyi minimumpontja van. Jelolése SHCB.

Rosenbrock feladat

A kordbban mar ismertetett
f(z) =100(x] — 29)* + (1 — x1)?

tiiggvényt globdlis optimalizalasi tesztfeladatként a —1 < z; < 5 korlatokkal szokds haszndlni.
Nem nehéz globalis optimalizalasi feladat, inkdbb egyes egyszertibb quasi-Newton helyi keres6
algoritmusoknak nehéz. A szinthalmazok alakja miatt szokds bandn-fiiggvénynek is nevezni.
Kicsit eltérd paraméterezéssel, és mas dimenzidkkal is lehet vele taldlkozni. Roviditése RB.

Megoldasok

A jegyzetben targyalt algoritmusokhoz koét6d6 adatokat (a globdlis minimum értéke és helye)
osszefoglaltuk a 3. Tablazatban!”. Az utols6, Rosenbrock feladat megolddsa pontosan a 0 érték,
amit a célfiiggvény az (1,1)” helyen vesz fel. A tobbi esetben a megadott jegyek az adott
modszerrel elérheté decimadlis jegyek. Mas programozasi nyelvet, illetve eltérd szamabrazolasi
pontossagot haszndlva az itt megadottdl eltérd értékeket lehet kapni. A Six-Hump-Camel-
Back feladat kivételével egy-egy globdlis optimumpont van. Az SHCB esetén harom azonos
célftiggvény értékii optimalis megoldas létezik.

I7A technikai részleteket b6vebben lasd a kovetkez6 cikkben: Csendes, T.: Nonlinear parameter estimation by
global optimization — efficiency and reliability. Acta Cybernetica 8(1988) 361-370
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3.. tablazat. A tesztfiiggvények globdlis minimumai és globalis minimumpontjai (FORTRAN,
egyszeres pontossdgu valds szamokkal).

Teszt- f(z*) x] x5 x3 x x} xg
fuggvény
S5 -10,153206  3,99995  4,00014  4,00011 4,00016
S7 -10,402947  4,00061  4,00072  3,99945  3,99958
S10 -10,536416  4,00075  4,00061  3,99967  3,99948
H3 -3,8627815  0,1146 0,5557 0,8525
Hé -3,3223667 0,201536 0,149909 0,476906 0,27524 0,31160 0,65735

GP 2,9996490 0,000068 -1,0001
RCOS 0,39788723  -3,1416 12,275
0,39788723  3,1416 2,2750
0,39788723 9,425 2,4750
SHCB -1,0316286  0,0899 -0,7126
-1,0316286  -0,0899 0,7126
RB 0,0 1,0 1,0

11.2. Egyéb globalis optimalizalasi tesztfeladatok

EX2

Ez a tesztfeladat egy éles gyakorlati problémébol szarmazik'®, 1ényegében egy a komplex szamok
korében értelmezett nemlinedris regresszids feladat. A célfiiggvény legkisebb négyzetek dsszege
(az abszolut érték a complex szdmok miatt kell):

6

fla)y =Y

=1

2
X2
3

xT
fi_ <JI1+ —Z(wim— w53>>
Wi W

ahol az f;-k értéke rendre 5,0 — 5,0z, 3,0 — 2,00, 2,0 —2, 1,5 — 0,52, 1,2 — 0,22 és 1,1 — 0, 11,
tovabba w; = 7i/20, ahol i = 1,2, ..., 6. A keresési tartomény [0, 1]? x [1,1, 1, 3] x [0, 1]2.

A feladat szokédsos, a célfiiggvény kiértékelésén alapulé médszerekkel nem nehéz, de kiemel-
ked6en nagy miiveletigény(i a megbizhaté megoldasa intervallumos eljarasokkal. Vigyazat, a
feladatot is targyalo egyik kozleményben'® az utols6 negativ jel helyett tévesen pozitiv szerepel.

)

EX3

Ez egy mesterségesen létrehozott tesztfeladat, amely a sztochasztikus globdlis optimalizaldsi
algoritmusok megbizhatosdganak mérésére alkalmas. A célfiiggvény:

4

flo) =" af(sin(1/z;) +2)

=1

187. Hantos, B. Suki, T. Csendes, B. Daroczy, and S. Nagy: Modeling of low-frequency pulmonary impedance in
dogs., ]. Applied Physiology 68(1990), pp. 849-860

YCsendes, T. and D. Ratz: Subdivision direction selection in interval methods for global optimization, SIAM J.
Num. Anal. 34(1997) 922-938
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ha ITI}_,z; # 0, és f(x) = 0 kiilonben. A keresési tartomany [—2, 2]*.

Igazoljuk a kovetkezd allitasokat:

f(z) folytonos, és folytonosan derivélhato.

f(z)-nek megszamlalhat6an végtelen sok helyi minimuma és maximuma van (a korlatozas
nélkiili esetben).

2% < f(x) < 325 érvényes minden x-re.

f(x) globdlis minimuma nulla, és ezt az értéket csak a nulla pontban veszi fel.

A globalis minimum vonzédskorzete nullamértékii.

A globdlis minimumpont nem szeparélt.
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Magyar-angol szdszedet

Itt a leggyakoribb szakkifejezéseket gyfijtottem Ossze azok angol nyelvli valtozatdval. Ez
remélhetbleg segit majd az inkdbb az angol kifejezéseket ismerdknek, és forditva, megkonnyiti
majd az angol szakszoveg olvasdsat azoknak, akik nem ismerik az angol szakirodalmat.

a véaltozokra vonatkozd korldtokkal
rendelkez feladat

befoglaldsi izotonitas
direkt keres6

egészértékii optimalizalasi feladat
els6rendi modszer

feltétel nélkiili optimalizalasi feladat

globalis minimum
globalis minimumpont
gradiens modszer

helyi minimum
helyi minimumpont

intervallum felosztdsi mdédszer

konkav fiiggvény
konvex fliggvény
korlatozott feladat
kvadratikus fliggvény

legmeredekebb lejté6 médszere
Lipschitz-folytonos fiiggvény

maximum

masodrend{i médszerek
minimum

miivelet kiterjesztése

bound constrained problem

inclusion isotonity
direct search methods

integer optimization problem
tirst order method

unconstrained optimization problem

global minimum (t6bbes szam: global minima)
global minimizer
gradient method

local minimum (tébbes szam: local minima)
local minimizer

interval subdivision method

concave function
convex function
bounded problem
quadratic function

steepest descent method
Lipschitzian function

maximum (tobbes szdm: maxima)
second order methods
minimum (tobbes szam: minima)
operation overloading
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nemdifferencidlhat6 fiiggvény
négyzetosszeg tipust fliggvény

nyeregpont
optimalizalasi feltétel

regresszio
regresszios egyenlet

sima fliggvény
stacionarius pont

szeparalt célfligggvény
szeparélt helyi minimumpont
szigoru globdlis minimumpont
szigord helyi minimumpont

véletlen keresés
vonzéaskorzet

Magyar-angol szészedet

non-differentiable function
sum-of-squares type objective function

saddlepoint
constraint

regresion
regression equation

smooth function
stationary point, critical point

separable objective function
separable local minimizer
strict global minimizer
strict local minimizer

random search
region of attraction



A Fiiggelék

Tematika

A targy bevezetést ad a globalis optimalizdlasi modszerek haszndlatdba, ezek elméleti alapjait
és numerikus megvaldsitasuk problémdit targyaljuk. Az érdekl6ddk betekintést nyerhetnek
néhany optimalizaldsi szoftver haszndlatdba is. A tantdrgy a programtervezd matematikus
képzés operacidkutatds és alkalmazott matematika szakirdnyaba tartozik.

A téargyat specidlkollégiumként programozod, programtervezd matematikus és kozgazdasz
programozd6 hallgatéknak ajanlom (a masodik évfolyamtol). Az el6feltétele ekkor az elsé analizis
és numerikus kurzusok felvétele.

A tematika kulcsszavakban:

e a globélis optimalizalasi feladat kiilonboz6 alakjai, mfiveletigényének viszonya a linedris

programozaséhoz,

e az egyes globalis optimalizdlasi feladatok egymadsba val6 atalakitdsa, redukéldsa egy-
dimenzids feladatra

e a globdlis optimalizdldsi médszerek osztdlyai, a felhaszndlt informdcié tipusa szerinti
csoportositas

e sztochasztikus és multi-start eljardsok globdlis optimalizdldsra, ezek konvergencidja és
megéllasi feltételei

e a Lipschitz-konstans ismeretére tdmaszkod6 moédszerek, konvergenciatételek, egy- és tobb-
dimenzids eljdrdsok

e intervallum-aritmetika: a 4 alapmfivelet, a négyzetreemelés, a gyokvonds, a standard
tiiggvények kiterjesztése intervallum-argumentumra

e a bit-billentés szerepe szamitégépeken

e a naiv-, vagy természetes intervallum-kiterjesztés becslésének min&sége, linedris konver-
gencia

e a kozponti alak (centered form), és méas befoglalé fiiggvények, négyzetes konvergencia
e az automatikus derivalas és szerepe a befoglal6 fliggvények javitdsaban
e a Moore-Skelboe intervallum-felezési algoritmus, és alkalmazésa globalis optimalizélasra és

érzékenység-vizsgdalatra
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konvergencia-sebesség,

gyorsité vizsgélatok intervallumos korlatozas és szétvéalasztds tipust algoritmusokban,

intervallumos Newton algoritmus, patologikus feladatok.

intervallumos mdédszer a szinthalmaz jellemzésére

e néhdny intervallum-aritmetikat timogaté programozasi nyelv: PASCAL-SC, PASCAL-XSC,
C-XSC, FORTRAN-XSC, ACRITH, ARITHMOS, ...

Az anyagot tartalmazo jegyzet el6zetesen elérhetd a kovetkez6 internetes cimen:
http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes/go.ps.gz

Ezen tul angol nyelvii bevezetd konyveket tudok ajanlani. Ezek ismeretére nincs feltétleniil
sziikség az elhangzottak megértéséhez.

+ R. Horst and P.M. Pardalos (eds.): Handbook of Global Optimization, Kluwer, 1995.
+ R. Horst, PM. Pardalos, N.V. Thoai: Introduction to Global Optimization, Kluwer, 1995.

+ R.B. Kearfott: Rigorous Global Search: Continuous Problems, Kluwer, 1996.
Az angol nyelvti globdlis optimalizalasi portal internetes cime:

http://www.solon.math.univie.ac.at/globopt



B Fiiggelék

Tételek

A Globalis optimalizélas cimfi targy kollokviumanak tételei:

1.

Y ® N S ok wN

Nemlinedris optimalizalasi alapfogalmak

A globalis optimalizalasi médszerek osztalyai

Direkt keres6 eljarasok

Evoltcids, genetikus és szimulalt megeresztési modszerek
DC-programozas

Eljarasok Lipschitz-folytonos célfiiggvényekre
Intervallumos korldtozés és szétvalasztas algoritmus
Intervallumos gyorsit6 1épések

Automatikus differencidléas

83



84

B FUGGELEK, TETELEK



C Fiiggelék

Dolgozat feladatok

A kovetkezd oldalakon néhédny el6készitett dolgozat feladatsor taldlhat6. Ezek orientdlhatjdk a
telkésziilést, illetve mintdul szolgalhatnak mds tudas-felméréshez is. A dolgozatok célja inkabb
annak tisztdzasa, hogy a hallgatok mit tudtak elsajtitani a hallottakbdl, mintsem azt megtalalni,
hogy mit nem tudnak. Masrészt a formdlis definici6 — tétel — bizonyitds szamonkérése helyett a
hangsuly inkabb a konkrét alkalmazason van.

A szdmolasi feladatok a gyakorlat, az elméleti feladatok az el6adas jegyét hivatottak meghata-
rozni. A dolgozat eredménye alapjan (az oraldtogatds, az Orai aktivitds, a leadott kotelez6
programok min&sége és mas kiilon teljesitmények figyelembevételével) a hallgatok megajanlott
jegyeket kaphatnak. Ezen szébeli beszamoléval, vizsgéval, vagy teszttel lehet javitani.
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Globalis Optimalizélas zar6dolgozat® 2002. IV. 29.

Szamolasi feladatok:

1.

Hatdrozza meg az f(x) = xsin(2nz) + 2 fliggvény befoglalé fliggvényét természetes
intervallum kiterjesztéssel az X = [0, 1] intervallumban! 2 pont

. Szamolja ki automatikus differencidldssal az f(z) = (x — 2)(z — 3) fliggvény derivaltjat az 1

pontban! 2 pont

. Hatarozza meg az 6ran tanult szimbolikus médszerrel hogy milyen egyszer{isitd helyettesi-

tést lehet alkalmazni az f(z1,z;) = e*17%2)° fliggvényen, és értelmezze az eredményt!2 pont

. Fogalmazza meg biintet6fiiggvény segitségével azt a korlatozas nélkiili feladatot, amelynek

megoldasa megfelel a
min 22 + 32,

(z—2°+(@y—3)?2-2<0

teltételes optimalizélasi feladaténak! 2 pont

. Oldja meg a Lagrange moddszer segitségével a kovetkezd feltételes optimalizalasi feladatot:

min (xq7 — 1)% + (22 — 1)?, 22 —2=0. 2 pont

Elméleti feladatok:

1.

Adjon meg egy olyan optimalizalasi feladatot, amelynek van olyan helyi minimumpontja,
amely nem globalis minimumpont, de helyi maximumpont! 2 pont

. Mutasson olyan optimalizalasi feladatot, amelyre a keresési tartomany egy harmada az

egyik globalis minimumpont vonzaskorzete! 2 pont

. Igaz-e, hogy van olyan determinisztikus optimalizalési eljards, amely csak a célfiiggvény

értékét kiszdmité szubrutinra tdmaszkodik mint informdciéforrasra, és véges szamu 1épés-
ben megadja minden nemlineédris optimalizalasi feladat megoldasat? Indokolja! 2 pont

. Melyik tanult globdlis optimalizdl6 eljarast haszndlnd egy olyan minimalizalasi feladat

megolddsara, amely csak egyszer(i korldtokat tartalmaz az optimalizdland6 valtozokra,
rendelkezésre 4ll a célfiiggvény és gradiense értékét adott pontban megadé szubrutin, a
célfiiggvény kétszer folytonosan differencidlhato, és az egyetlen globdlis minimumpont
vonzéaskorzete mértéke kb. 1%-a a keresési tartomanyénak? 2 pont

. Ismertesse az egyik tanult globélis optimalizalasi eljarast, adja meg azt a feladatosztalyt,

amelynek megoldésara ez kiilondsen alkalmas, emlitse meg az elényeit és hatranyait! 6 pont

20A kettes az elérhet6 pontok 50%-aval, a jeles 80%-al érhetd el. A rendelkezésre 4116 id6 120 perc.
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Globalis Optimalizélas zar6dolgozat 2002. V. 6.

Szamolasi feladatok:

1.

Hatdrozza meg az f(x) = zIn(x) + 2 fiiggvény befoglal6 fliggvényét természetes interval-

lum kiterjesztéssel az X = [1, 2] intervallumban! 2 pont
. Szamolja ki automatikus differencidldssal az f(z) = (x — 1)(z — 2) fliggvény derivaltjat az 3
pontban! 2 pont
. Hatdrozza meg az Oran tanult szimbolikus mddszerrel hogy milyen egyszer(isit helyet-

tesitést lehet alkalmazni az  f(xy,z9) = 10%%1732)°  fiiggvényen, és értelmezze az ered-
ményt!
2 pont

. Fogalmazza meg biintet6fiiggvény segitségével azt a korlatozas nélkiili feladatot, amelynek

megolddsa megfelel a
min 222 + 3y,

(z—-1)2+(@y—-12-1<0

feltételes optimalizalasi feladaténak (legyen tekintettel a nem lehetséges megoldasbol

indul6 helyi keresésre)! 2 pont
5. Oldja meg a Lagrange modszer segitségével a kovetkezd feltételes optimalizalasi feladatot:

min (z; —2)? + (22 — 3)?, x1+ 15— 1=0. 2 pont
Elméleti feladatok:

1.

Adjon meg egy olyan optimalizdlasi feladatot, amelynek van olyan nem szeparélt helyi
minimumpontja, amely nem globdlis minimumpont, de mégis helyi maximumpont! 2 pont

. Mutasson olyan kétdimenziés optimalizalasi feladatot, amelyre a keresési tartomany egy

negyede az egyik globdlis minimumpont vonzaskorzete! 2 pont

. Igaz-e, hogy van olyan sztochasztikus optimalizalasi eljards, amely csak a célfiiggvény

értékét kiszdmito szubrutinra tdmaszkodik mint informdciéforrasra, és véges szamu 1épés-
ben megadja minden nemlinedris optimalizélési feladat megolddsat? Indokolja! 2 pont

. Melyik tanult globdlis optimalizdl6 eljardst haszndlna egy olyan minimalizaldsi feladat

megoldasdra, amely csak egyszeri korlatokat tartalmaz az optimalizdland6 véltozokra,
rendelkezésre 4ll a célfiiggvény és gradiense befoglalé fiiggvényét kiszdmito szubrutin, a
célfiiggvény kétszer folytonosan differencialhat6? 2 pont

. Ismertesse az egyik tanult globdlis optimalizalasi eljarast, adja meg azt a feladatosztalyt,

amelynek megoldaséra ez kiilondsen alkalmas, valamint emlitse meg az el6nyeit és hatra-
nyait! 6 pont
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D Fiiggelék

Kotelez6 programok

A kurzus gyakorlatdnak elfogaddsahoz egy program 6nall6é megirasa is hozzétartozik. Ezeket az
alabbi listdbol lehet kivélasztani. A *-al jeloltek nehezebbeknek szdmitanak, ezért a gyakorlati
jegy meghatédrozasa sordn sikeres leaddsuk esetén tobbletpont jar.

A programok tetsz6leges programozasi nyelven késziilhetnek, de a C, a FORTRAN és a JAVA
preferalt, mar mint hogy tigyesebb implementalast jelent — de az elfogadast nem befolyésolja. A
C az elterjedtsége miatt javasolt, a FORTRAN a leggyakrabban hasznélt az optimalizalasban, és
jol is illik a feladatkor igényeihez, a JAVA-program pedig a hordozhatéséga (?) miatt j6 lehet az
algoritmusok bemutatasara.

A programozasi feladatok leadédsa tgy torténik, hogy a futtathat6 valtozat és a forraskod is
kell ehhez: ezek ismeretében a felmeriil6 kérdésekre véalaszolni kell tudni.

A valaszthat6 programozasi feladatok:

1.

Kalkuldtor. Trjon egy eljarast programozhaté kalkulatorra egyszer globélis optimalizalasi
feladatok megolddasara, tigy hogy szerény méreti feladatokra redlis id6ben lehessen kozelité
megoldast kapni. Tesztelje az algoritmust polinomokkal.

. Rdcsmenti keresés. A feladat egy olyan algoritmust kédolni, amely valamely célfiiggvény

értékeit hatdrozza meg egy n-dimenzids intervallumban tgy, hogy a racs finomsaga a
program input paramétere.

Véletlen keresés - Monte Carlo médszer. A feladat olyan programot irni, amely egy célfiiggvény
minimumdanak megkeresésére vallalkozik tgy, hogy az inputban meghatarozott tobbdi-
menzids intervallumba a felhasznal6 &ltal megadott szdmu véletlen pontot generdl egyen-
letes eloszlassal, ezeken kiértékeli a célfiiggvényt, majd visszaadja ezek koziil a legjobbat.

. Excel Solver. Oldjon meg egy kifejez6 globalis optimalizalasi feladatot az Excel Solver nevii

eszkozével (ezt néha kiilon implementdlni kell a bévitménykezel6vel). Dokumentélja az
inditépont szerepét, a megbizhatdsagot.

. Maple. A Maple (vagy a Mathematica, esetleg a Derive, vagy a Mupad) programra épitve

adjon meg egy olyan optimalizalasi algoritmust, amely azon alapul, hogy a korlatozas
nélkiili optimalizalasi feladat célfiiggvényének gradiense zérushelyeit hatdrozza meg.

SPSS. Egy statisztikai programcsomag (pl. a felsoktatdsban ingyenes SPSS) nemlinedris
regresszios eljarasat hasznalja egy globdlis optimalizalasi feladat megolddsdra: mutasson
példat, amikor tobb, lényegesen eltérd helyi minimum létezik.
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D FUGGELEK, KOTELEZO PROGRAMOK

Rétegelt mintiztatds. Implementdlja a rétegelt mintdztatds modszerét (dobjon N db. pontot
egyenletes eloszldssal egy n-dimenzids intervallumba, tartsa meg a célfiiggvény szerinti
legjobb 10%-ot, rajzoljon ezek koré intervallumot stb.), és oldjon meg vele egy globdlis
optimalizalasi feladatot.

. Nemlinedris szimplex. Implementdljuk a nemlinedris szimplex moédszert (az n-dimenzids

térben n+1 pontbdl 4116 szimplex minden csticsdban hatarozzuk meg a célfiiggvény értékét,
majd billentsiik tigy, hogy a legrosszabbat véltoztatjuk meg), és teszteljiik egy nem trividlis
feladaton.

. Evoliiciés moédszer. Val6sitsa meg az evoltciés modszer egy valtozatat (valasszon N darab

pontot egyenletes eloszldssal egy n-dimenziés intervallumban, tartsa meg ezek legjobb
50%-4t, minden ilyen pontbdl képezzen egy utddot tgy, hogy a sziil6bél mint varhaté
értékbdl kiindulva normélis eloszldssal kicsit eltérd pontot generdl, vegye a teljes populécié
legjobb 50%-4t stb.), és oldjon meg vele egy jellemz6 globélis optimalizalasi feladatot.

Egy-dimenziés Lipschitz-optimalizdlds. Implementdlja az egy-dimenziés, az L Lipschitz
konstans ismeretén alapulé moédszert (képezze a végpontokbol az L meredekséggel rajzolt
alulrdl korlatozo linedris tortfiiggvényt, és ezt javitsa fokozatosan annak minimum-pontja-
ban val¢ fliggvénykiértékelés, és a tortvonal megfelel§ javitasa segitségével), és mutassa be
a miikodését egy attekinthetd feladaton.

Szimuldlt hokezelés. Implementélja a simulated annealing modszer egy egyszer(i véltozatat
(dobjon egyenletes eloszldssal N véletlen pontot az n-dimenziés keresési intervallumban,
majd minden pontbdl 1épjen egy nem rosszabb célfiiggvényértékii pontba csokkend szoérasa
normalis eloszlés alapjén stb.), és tesztelje egy egyszerti feladaton.

Multistart. Valositsa meg a tobbszords inditas médszerét (valasszon ki egyenletes eloszlédssal
néhany igéretes indulépontot, és hajtson végre helyi keresést ezekbdl startolva...) egy
egyszer(i formaban, és illusztralja a miikodését egy alkalmas feladaton.

GLOBAL. Toltse le a GLOBAL programot a kovetkezd internetes cimrdl és oldjon meg vele
egy tetszés szerinti globdlis optimalizalasi feladatot.

ftp://ftp.jate.u-szeged.hu/pub/math/optimization/index.html

Intervallumos B&B. Az alapmiiveletek intervallumos kiterjesztését irja meg szubrutinként,
majd erre alapozva adjon meg egy egyszerti korlatozas és szétvélasztds tipust optimalizalé
eljarast. Tesztelje egy kiismerhet6 polinomon.

Korpakolds négyzetben*. A feladat az egységnégyzetben meghatdrozni adott n-re azt az
n darab pontot, amelyek kozotti minimélis tavolsdg a lehet6 legnagyobb. A feladathoz
tetsz6leges, akar a hal6zatrol szarmazo algoritmus is haszndlhato.

Fekete-pontok meghatirozdsa™. A feladat egy gomb feliiletén adott szdmu pont meghatdrozédsa
ugy, hogy az azok tdvolsdganak reciprok Osszege minimadlis legyen. A megoldasra
tetsz6leges mddszer bevethetd.

A legrovidebb*. Adjon meg egy olyan, minimadlis hossztisdgu globdlis optimalizalasi
algoritmust, amely a Shekel-10 feladatot 1 masodpercen beliil képes megoldani legaldbb
2 jegy pontossaggal.



E Fiiggelék

Az UNIRANDI nevtii direkt helyi keres6 rutin

@

ROUTINE NAME

QO

COMPUTER

LATEST REVISION

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C PURPOSE

C

C

C

C USAGE

C

C

C ARGUMENTS M
C N
C

C RELCON
C

C

C

C

C MAXEN
C

C

C

C X
C

C

C

IBM PC/DOUBLEPRECISION

OCTOBER 15, 1986
(ALTERATIONS IN THE COMMENTS AND IN THE
ROUTINE PARAMETERS TO MEET THE REQUIREMENTS
OF THE LATEST (JULY 31, 1986) VERSION OF
THE GLOBAL ROUTINE.)

MINIMUM OF FUNCTION OF N VARIABLES USING
A RANDOM WALK METHOD UNIRANDI WITH A GIVEN
INITIAL STEP LENGTH.

CALL LOCAL (M,N,RELCON,MAXFN,X,F,NFEV,R,
MIN, MAX)

NUMBER OF RESIDUALS OR OBSERVATIONS. (INPUT)
THE NUMBER OF UNKNOWN PARAMETERS (I.E.,
THE LENGTH OF X) (INPUT)

CONVERGENCE CRITERION. (INPUT) THIS IS
SATISFIED IF, ON TWO SUCCESSIVE ITERATIONS,
THE PARAMETER ESTIMATES (I.E., X(I),
I=1,...,N) OR THE FUNCTION VALUE DIFFERS,
COMPONENT BY COMPONENT, BY AT MOST RELCON.

MAXIMUM NUMBER OF FUNCTION EVALUATIONS (I.E.,
CALLS TO SUBROUTINE FUNCT) ALLOWED. (INPUT)
THE ACTUAL NUMBER OF CALLS TO FUNCT MAY
EXCEED MAXFN SLIGHTLY.

VECTOR OF LENGTH N CONTAINING PARAMETER
VALUES.

ON INPUT, X SHOULD CONTAIN THE INITIAL
ESTIMATE OF THE LOCATION OF THE MINIMUM.
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NEFEV

MIN

MAX

REFERENCE

PRECISION/HARDWARE

REQUIRED ROUTINES

SUBROUTINE LOCAL

ON OUTPUT, X CONTAINS THE FINAL ESTIMATE
OF THE LOCATION OF THE MINIMUM.
SCALAR CONTAINING THE VALUE OF THE OBJECTIVE
FUNCTION AT THE FINAL PARAMETER ESTIMATES.
ON INPUT, F SHOULD CONTAIN THE FUNCTION VALUE
AT THE INITIAL PARAMETER ESTIMATES.

ON OUTPUT, F CONTAINS THE FUNCTION VALUE
AT THE FINAL PARAMETER ESTIMATES.

THE NUMBER OF FUNCTION EVALUATIONS (OUTPUT)

A VECTOR OF LENGTH 3xN USED AS WORKING SPACE.

A VECTOR OF LENGTH N CONTAINING SCALING
FACTORS SUPPLIED BY THE GLOBAL ROUTINE
(INPUT)

A VECTOR OF LENGTH N CONTAINING SCALING
FACTORS SUPPLIED BY THE GLOBAL ROUTINE
(INPUT)

TIMO JARVI: A RANDOM SEARCH OPTIMIZER WITH
AN APPLICATION TO A MAX-MIN PROBLEM. A
SPECIAL TRAJECTORY ESTIMATION PROBLEM,
PUBLICATIONS OF THE INSTITUTE FOR APPLIED
MATHEMATICS, NO. 3, UNIVERSITY OF TURKU,
1973.

SINGLE AND DOUBLE/H32
SINGLE/H36,H48,H60

URDMN, FUN

(M, N, RELCON, MAXFN, X, F, NFEV, R, MIN, MAX)

IMPLICIT DOUBLEPRECISION (A — H,O — 2)
DOUBLEPRECISION R(100,15),X(15),X1(15),MIN(1),MAX (1)

DATA

*

H = ONEN3
DELTEF = ONE
ITEST = O
NFEV = 0

EPS = RELCON

5 CALL URDMN (R, 1500)

IRNDM = O
15 IRNDM = IRNDM+1

ZERO, ONEN3, HALF, ONE, TWO/
0.0,0.001,0.5,1.0,2.0/
FIRST EXECUTABLE STATEMENT
INITIAL STEP LENGTH

EVALUATE 100 RANDOM VECTORS



20

25

30

35
40

45
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IF (IRNDM.GT.100) GO TO 5
SELECT A RANDOM VECTOR HAVING NORM
LESS OR EQUAL TO 0.5

A = ZERO
DO 20 I=1,N
R(IRNDM, I) = R(IRNDM, I)-HALF

A = A+R(IRNDM, I) R (IRNDM, T)
IF (A.LE.ZERO) GO TO 15
A = SORT (A)
IF (A.GT.HALF) GO TO 15
NEW TRIAL POINT
DO 25 I=1,N
R(IRNDM,I) = R(IRNDM,I)/A
X1(I) = X(I)+H*R(IRNDM, I)
CALL FUN (X1,F1,N,M,MIN,MAX)
NFEV = NFEV+1
IF (F1.LT.F) GO TO 35
IF (NFEV.GT.MAXFN) GO TO 50
STEP IN THE OPPOSITE DIRECTION

H=-H
DO 30 I=1,N
X1(I) = X(I)+H*R(IRNDM, I)

CALL FUN (X1,F1,N,M,MIN,MAX)
NFEV = NFEV+1
IF (F1.LT.F) GO TO 35
IF (NFEV.GT.MAXFN) GO TO 50
ITEST = ITEST+1
IF (ITEST.LT.2) GO TO 15
IF (ITEST.LT.4) GO TO 15
DECREASE STEP LENGTH
H = H+HALF
ITEST = 0
RELATIVE CONVERGENCE TEST FOR THE
OBJECTIVE FUNCTION
IF (DELTF.LT.EPS) GO TO 50
CONVERGENCE TEST FOR THE STEP LENGTH
IF (ABS (H) -RELCON) 50,15,15

DO 40 I=1,N
X(I) = X1(I)
DELTF = (F-F1)/ABS(F1)
F = F1
INCREASE STEP LENGTH
H = H+xTWO
DO 45 I=1,N
X1 (I) = X(I)+H*R(IRNDM, I)

CALL FUN (X1,F1,N,M,MIN,MAX)
NFEV = NFEV+1
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IF (F1.LT.F) GO TO 35

CHECK TOLERANCE MAXFN
IF (NFEV.GT.MAXFN) GO TO 50

DECREASE STEP LENGTH
H = ABS (HxHALF)
GO TO 15
RETURN

END



F Filiggelék

Szorgalmi feladatok

1. El8szor irjunk programot N valds szam Osszeaddsdra, majd igazoljuk, hogy mar harom
szam esetén is az illet6 program éaltal (véges szamabrazolas mellett) megadott eredmény és
a valédi osszeg eltérése lehet pl. 2003-nél nagyobb. Mit lehet tenni?

2. Adott egy korpélya véges sok benzinkittal, amelyekben pontosan annyi benzin van,
ameny-nyivel korbe lehet autézni a pélyat. Feltessziik, hogy a benzintartadly mérete
elegendden nagy ahhoz, hogy akar a teljes benzinmennyiséget befogadja. Igazoljuk, hogy
akkor létezik olyan pont (nyilvdn egy benzinkut, ahol tankoldssal kezdiink), ahonnan
indulva korbe lehet menni anélkiil, hogy kifogyna a benzin.

3. Le lehet-e rajzolni (pl.) egy asztalteritére kontinuum sok (4ltaldban kiilonb6z6 méretii)
nyolcast anélkiil, hogy azok vonala metszené egymdst? Nehezebb a feladat harom
szakaszbdl all6 szimmetrikus csillagokkal, de ugyanaz az eredmény.

4. Adott egy épiil6félben 1év6 hdz, a padldson 3 izz6, a pincében ezekhez hdrom kapcsold. A
pincébdl nem lehet 1atni, hogy vildgitanak-e a lampdék. Tetszbleges kapcsolgatas utan (azt
tudhatjuk, hogy melyik a bekapcsolt dllapot) a padlason meg kell mondani, hogy melyik
kapcsol6 melyik kortéhez tartozik. A pincébe tehat nem lehet mar visszamenni. Vigyazat, a
feladat megoldhato, és minél elméletibb megoldést keresiink, annal reménytelenebb!

5. Tekintsiik az 1 = V1 = /(—=1)(=1) = V/=1y/—1 = —1 levezetést! Melyik egyenléség a
hibas? Egy glinyos megjegyzés szerint mindegyik helyes, csak az egyenl6ség nem tranzitiv.
Barmilyen hihetetlen, ez nem is 41l messze az igazsagtol. Erdekességként a Derive nevii
szimbolikus matematikai program helybdl a harmadik egyenletet véli hamisnak — ami
egybevag a hallgatok leggyakoribb tippjével (ez az egyenl6ség abszolit rendben van).

6. Vegyiink egy narancsot, tegyiik fel, hogy a héj vastagsdganak ardnya alland6 a narancs
sugardhoz képest. Igazoljuk azt a meglep® allitast, hogy a narancs dimenzidjanak novelésé-
vel (3,4,...) a héj nélkiili, ehet6 rész térfogatanak ardnya nulldhoz tart!

7. Tekintstink egy kort, amelybe bele van rajzolva 6 maximadlis sugart egybevagd, egymadst
nem &tfedd kisebb kor. Igazoljuk, hogy a nagyba ekkor még egy, az el6z6ekkel megegyezd
méretli kis kor is belefér! Még megoldatlan feladat négyzetbe 31 maximaélis sugara
egybevagd kor rajzolésa.

8. (Erd6s Pél:) Legyen adott 2 < N < oo pont a sikban tigy, hogy nem mind esik egy
egyenesre. Igazoljuk, hogy akkor van olyan két pont az N-b&l, amelyek 4ltal meghatarozott
egyenesen nincs mas pont az eredeti halmazbdl.
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Huazzuk be egy tetszbleges haromszog szogharmadol6 félegyeneseit. Igazoljuk, hogy ezek
metszéspontjai egyenld oldalt haromszoget alkotnak!

Azt kiséreljiik meg igazolni, hogy 90° = 91°. Vegyiink egy AD szakaszt, mérjiink fel
az A pontban 91°-ot, a B pontban pedig 90-et (tgy, hogy a félegyenesek az AB szakasz
azonos oldaldra essenek). Mérjiik fel egy ugyanazt a tavolsagot a félegyenesekre: AD = BC.
Legyen az AB felez8pontja X, a CD felez6pontja Y. Huzzuk meg ezekben a szakaszfelez6
merdlegeseket. Legyen ezek metszéspontja S. (Azt egyszerlien be lehet latni, hogy a
felezdmerdlegesek egyetlen pontban metszik egymast.) Ekkor AS = BS, és DS = CS, tehat
az ADS hdromszog egybevagd a BCS hdromszoggel. Ebbdl adodik, hogy az SAD szog
megegyezik az SBC szdggel, amibdl kivonva az SAB = SBA szoget kapjuk, hogy 90° = 91°

Szorzas orosz moédra (vagy orosz parasztszorzas, ‘multiplication a la Russe’): tegyiik fel,
hogy csak kettével tudunk szorozni és osztani. Pl. a 27 x 13 helyett igy 54 x 6 -ot frunk,
és megjegyezziik, hogy a 27-el volt valami bajunk, hiszen a 13 nem oszthaté kettével. A
kovetkezd 1épés: 54 x 6 helyett 108 x 3, majd 216 x 1, és a 108-al volt bajunk. Innen méar csak
az eredményt kell leolvasni: 216 + 108 + 27 = 351. Indokoljuk, hogy hogyan johetett ki az
eredmény, és miért ez a jelenlegi leggyorsabb szorzési eljards szamitogépeken!

Egy televizios vetélked6ben a jaték egy fazisdban a nyertes valaszthat harom ajté koziil,
amelyek mogott egy-egy majom, illetve egy Mercedes aut6 van. A jatékos nyilvan az autot
szeretné. Mikor a kezét az egyik kilincsre teszi, a jatékvezetd (minden esetben) felkiélt, hogy
ne azt valassza. Annak igazoldsdul, hogy tudja, hogy melyik ajt6 mogott mi van, kinyitja az
egyik masik ajtét, ami mogott egy majom van (ezt nyilvan mindig meg lehet tenni).

Indokolt-e véltoztatni az elsd vélasztason, és milyen valészintiséggel van auté az egyes ajtok

mogott, ha a jaték fair, az ajdndékok elosztdsa egyenletes eloszldssal torténik, és a jaték alatt
nem valtozik a helytiik?

Igazoljuk, hogy minden zart sikgdrbének van olyan négy pontja, amelyek egy négyzetet
hatdroznak meg! (nyitott probléma)

Igazoljuk, hogy van olyan, az = és y tengelyekkel parhuzamos oldalt, raciondlis oldal-
hosszt négyzet, amelyben van olyan pont, amelynek minden csticst6l vett tavolsdga egész
szam! (nyitott)

Tekintsiink egy ag, by oldala téglalapot. Osszuk fel ezt véges sok téglalapra, és legyenek a
kis téglalapok oldalai rendre a; és b;, i = 1,2,...,n. Igazoljuk, hogy érvényes a

| sin(ag)| | sin(bo)| < Z | sin(a;)| | sin(b;)]

i=1

egyenlGtlenség! Nyitott a megforditdsa: a megadott egyenl6tlenségeknek elegettevd a;, b;
péarokhoz milyen tovébbi feltételek teljesiilése esetén rendelhetd megfeleld téglalappakolas?



G Fiiggelék

Bevezetés az Excel Solver haszndlatiba

Az Excel tablazatkezel6 nem elsésorban optimalizaldsraval6, mégis a Solver nevii kiegészit6
eljdrasa alkalmas linedris és nemlinedris optimalizalasi feladatok megoldaséra.

Az Excel 2007-es valtozatdnak Bal f6ls6 sarkdban a szines gombot megnyomva, majd ott az
Excel beallit4sait kérve érhetjiik el Bévitmények kezelését. Itt a valasztékbdl jeloljitk meg a Solver-
t. Ezutdn meg kell nyomni az Ugrds gombot, majd az Gj parbeszédes ablakban ismét kipipalni a
Solvert, és az OK gombbal érvényesiteni a dontésiinket. Ezt kovetSen a Solver haszndlatra kész,
az Adatok fiil védlasztdsa utdn jobb oldalt fonn taldljuk az elemzés rovatban.

7.1. Alkalmazasi példa

Tekintsiik a minz?, = > 1 egyszer(i korlatozott nemlinearis optimalizélasi feladatot. Ennek
gy p

megoldasahoz frjunk 2-t az Al celldba, a Bl-et pedig toltsiik ki tigy, hogy a szerkeszt6sorba
=A1*Al -et visziink be. Utobbi esetben persze az Al cellat meg is mutathatjuk az egérrel, nem
kell begépelni a cimét. Ha mindent j6l csindltunk, akkor B2 tartalma 4 lesz.

Ezutan nyomjuk meg az Adatok fiil elemzés rovatdban a Solver gombot. Ennek hatédséara
egy Uj parbeszédes ablak jelenik meg, amelyben a feladatunkat megadhatjuk. A célcella az
optimalizdland¢ fiiggvényt kell hogy tartalmazza, tehat vagy irjuk be a rovatba, hogy B2, vagy
a rovat jobb szélén levé gomb megnyomasa utdn mutassuk meg a B2 celldt az egérrel. Ez utdn
ENTER-t nyomva, vagy az 0j ablak jobb szélén levé gombbal vissza tudunk jutni az alap Solver
ablakba.

A Solver tobb dolgot tud végrehajtani: minimalizalni, maximalizdlni, vagy célértéket ke-
resni. A masodik sorban 1év¢ vélasztasi lehet6ségekbdl kérjiikk a minimalizalast a megtfelel6
radiégombbal.

A Solver parbeszédes ablaka harmadik sordban valasszuk ki médosulé cellaként az Al-et.
Amennyiben tobb véltozoés lenne a feladatunk, akkor persze minden érintett cellat meg kellene
mutatni.

Végezetiil allitsuk be a feladatunk korlatozo feltételét. Ehhez a Solver ablak bal als6 részében
1évo ablakbe kell bevinniink a feltételt. Nyomjuk meg a hozzdadds gombot ettdl jobbra. A
megjelend Gj ablakban bal oldalon mutassuk meg az Al cellat, ami az x valtozonkat tartalmazza,
a reldcidjelet valtoztassuk meg nagyobb egyenlire, és a jobb oldali rovatba irjunk be 1-et. Az
OK gomb megnyomadsaval fel is vessziik ezt a feltételt a teljesitend6k kozé, és vissza is tériink
a Solver ablakba. Ha tobb feltételt kell megadnunk, akkor mindegyik utdn a Felvesz gombot
nyomjuk meg.

Ezzel minden lényeges adatot megadtunk, a feladat megolddsra kész. A Solver ablak jobb
fels6 sarkaban 1évé Megoldas gombot megnyomva A Solver jelenti, hogy megoldast talélt, de
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kérdezi, hogy a régi tdblazatot feliilirhatja-e ezzel. A feliiliras elfogaddsa utdn megkapjuk a helyes

eredményt: a feladatunk keresett széls6értéke 1, és ezt a célfiigvény az 1 lehetséges megoldasi
pontban veszi fol. O

A célérték keresés a jelen kurzus keretén kiviil esik, gyakorlati alkalmazasokban hasznos lehet.
Amennyiben az optimalizalasi feladat megolddsa soran az elvarhaténdl gyengébb mindségii
kozelitést kaptunk, a Solver ablak Beallitds gombjat megnyomva tudunk é&llitani a megoldé
algoritmus paraméterein. Tul magas elvardsaink ne legyenek, de sok gyakorlati helyzetben j6l
hasznélhat6 a Solver.

7.2. Hazi feladatok

1. Hatérozzuk meg az f(z) = 100(z] — z2)* + (1 — x1)? Rosenbrock feladat minimumat a
(-1, 1) pontbdl indulva! Prébéljunk ki tobb bedllitasi lehetéséget a megoldas modszerére
vonatkozdan!

2. Hatarozzuk meg a f(z) = 2%(sin(1/z) + 2) fiiggvény széls6értékét az 1 pontbol indulval
Kisérletezziink, hogy milyen médon tudunk a val6di megoldashoz kozel kertilni.

3. Keressiink vélaszt a Fermat sejtésre az (a” + b" — ¢™)? + sin®(arw) + sin®(br) + sin®(cn)
figgvény minimalizalasdval n > 2 esetére! Erveljiink a kapott eredmény alapjan a globalis
optimalizalasi feladatok nehézsége mellett!



H Fiiggelék

Bevezetés a MATLAB haszndalataba

A MATLAB egy numerikus programkonyvtar, amely els6sorban matrixmiiveletek hatékony
alkalmazdsara késziilt (innen a neve is). Mindazok, akiknek van tapasztalata magasszint(i prog-
ramozasi nyelvekkel, és dolgoztak mar ciklusokkal, feltételes utasitasokkal, szubrutinhivassal, és
logikai relaciokkal, azok ezt a tudast kozvetleniil hasznalhatjdk a MATLAB alkalmazasa soran.

A programcsomag szdmos numerikus eljarast tartalmaz, konnyen hasznalhat6 két- és harom-
dimenziés megjelenitést, és magas szintli programozhatésdgot. A MATLAB els6sorban azért
alkalmas a kozelit6 szamitadsok oktatdsdra, mert konnyen lehet a segitségével ilyen programokat
irni és moédositani.

A kovetkez6 rovid bevezetés a MATLAB haszndlatdba inkdbb csak tdmogatast nyujt, de a
programcsomag teljes korti megismeréséhez valamely felhasznaléi kézikonyvet érdemes elol-
vasni (pl. [?]).

A MATLAB programot a Linux és a Windows operacids rendszerekben a szokdsos médon, a
megfelel6 ikonra valé dupla kattintassal lehet elinditani. Az ezutdn kapott parbeszédes ablakban
a felhasznal6 altal begépelt utasitdsokat a >> prompt utdn lehet megadni. A programbdl vald
kilépéshez egyszertien irjuk be a quit vagy az exit utasitast a prompt utan.

A targyaland6 tovabbi nagyobb témak:

Programozas m-fajlokkal: szkriptek

Adattipusok (osztalyok) a MATLAB-ban

Hogyan lehet hatékony programokat ifrni MATLAB-ban?

Adatéllomanyok olvasdsa és irdsa

Ritka méatrixok kezelése

A MATLAB stg6 rendszere

Polinomok a MATLAB-ban

Aritmetikai miiveletek és fiiggvények

Itt és a tovabbiakban is a MATLAB utasitdsokat typewriter betlitipussal irjuk. Az alapvet6
miiveletek frdsmédja nem nagyon meglep6:
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+ Osszeadas

- kivonas

* SZOrzZas

osztas

- hatvanyozas

i, pi a megfelel6 konstansok

NaN Not-a-Number, nem abrazolhat6 szam
Inf végtelen

A programozasi nyelvekben megszokott standard fiiggvények itt is elérheték, és neviik is
kozel van a szokasoshoz, pl.:

abs (#) cos (#) exp (#) log (#) logl0 (#) cosh (#) sin (#)
tan (#) sgrt (#) floor (#) acos(#) tanh (#)

A # persze az adott fliggvény argumentumat jeloli, és tovabbi informéaciét més fiiggvényekrol
a MATLAB online suggéja ad.

PELDA. Tekintsiik a kovetkez6 egyszerti képletet, amely a m egy kozelitésének pontos decimalis

jegyei szdmat adja meg:
3.141626 — m

Ennek MATLAB kédja, amit tehdt a >> jelti prompt utdn kell begépelni:
>> —-1logl0 ((3.141626 - pi) / pi)
Az ENTER megnyomadsa utdn a kovetkez6 valaszt (answer) kapjuk:

ans =
4.9741

Ennek eléréséhez tehat nem kellett semmit se irni a sorvégére. Ha visszairt valasz nélkiil
kérjiik, akkor pontosvesszot kell irni a sor végére, mint hasonlé rendszerekben.

Alapértelmezésben tehat 5 jegyet kapunk. Ha pontosabb megjelenitésre van sziikség, akkor a
format long utasitds kb. 15 decimdlis jegyet eredményez:

>> format long
3xcos(sqrt (4.7))
ans =

-1.68686892236893

A felhaszndlok sajat fliggvényeiket in. M-file-okban adhatjadk meg. Ezek az adatalloméanyok a
MATLAB sajat formatumét kovetik, .m kiterjesztéstiek, és a MATLAB tdmogatja a szerkesztésii-
ket. A fentiek szerint definidlt Gj fiiggvényeket ugyantgy lehet a MATLAB-on beliil hasznalni,
mint a rendszer sajat fiiggvényeit. Ha els6re nem taldlja a frissen irt .m &alloményt, akkor
ellendrizziik a Set Path utasitidst a File meniisorban, és ha kell, adjuk az Gj konyvtarat az
eddigiekhez.
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PELDA. Definidljuk a fun(z) = 1 + = — 2%/4 fuggvényt a MATLAB Editor/Debugger ablakaban,
és mentsiik el a fun.m &llomédnyba. Ehhez a kovetkez6 formatumot kell kdvetni:

function y=fun (x)
y=1+x-x."2/4;

A ,,."” hasznalatat hamarosan megmagyardzzuk. A valtozok és a fiiggvények nevében hasz-
nélhatunk kis és nagybettiket, a 1ényeg az, hogy a hivatkozdsok sordn kovetkezetesen jarjunk el.
Ezutdn a MATLAB parancsablakdban (Command Window) a kovetkezé médon hasznalhatjuk a
definialt fliggvényt:

>> cos (fun(3))
ans=
-0.1782

A fliggvény kiértékelésére hasznalhatjuk a feval utasitést is:

>> feval ('’ fun’,4)
ans=

Vegyiik észre, hogy ebben az esetben a fiiggvény nevét karaktersorozatként kell megadni.

Miiveletek matrixokkal

A maétrixok kezelése érthetd6 médon az eré6ssége a MATLAB-nak. Lényegében minden valtozot
matrixként kezel:

>> A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]
A:

Ahogy lathat6, a matrixok definidlasdban a sorokat pontosvesszdvel vdalasztjuk el, az egyes
matrixelemeket pedig sz6kozzel. A métrixokat soronként begépelve is be lehet vinni:

>> A=[1 2 3
4 5 6
7 8 9]

~ D
o U1 N
O oy W
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A matrixokat beépitett fliggvények segitségével is generalhatjuk:

>>Z=zeros (3, 5) ; egy 3-szor 5-0s, csupa nulldbol 4116 matrixot ad,
>>X=ones (3,5); egy 3-szor 5-0s, csupa egyesbdl all6 matrixot kapunk,
>>Y=0:0.5:2 egy 1-szer 5-0s matrixot general:

Y=

0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000

A definidlt métrixokon elemenként fiiggvényeket lehet végrehajtani:

>>cos (Y) egy megfelel 1 x 5-0s matrixot ad:

ans=
1.0000 0.8776 0.5403 0.0707 -0.4161

A matrixok komponenseit ligyesen lehet kezelni a MATLAB-ban, tekintsiik példaul a kovet-

7

kez6 utasitdsokat:

>>A (2, 3) az A matrix egy elemét valasztja ki,
ans=

6
A(l:2,2:3) az A maétrix egy részmatrixat adja,
ans=

2 3

56
A([1 31,1 31) az A matrix egy részmatrixa kivélasztasdnak egy masik modja:
ans=

13

79

>>A(1,1)=sin(3.14); értékadds egy matrixelemnek.

A matrixokra a kovetkez6 miiveleteket alkalmazhatjuk:

+ Osszeadas,

- kivonas,

* SZOrZ4s,

- hatvanyozas, és

’ konjugélt transzponélés.

PELDA. A matrixmveletek illusztraldsaként tekintsiik a kovetkez6 egyszerd utasitassort:

>>B=[1 2;3 4];
>>C=B’
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C=

13

2 4
>>3% (B*C) "3
ans=

13080 29568
29568 66840

Itt tehdt C a B transzponaltja, és az utols6 métrix a 3(B x C)*.

A felsoroltakon til természetesen szamos egyéb utasitds érhetd el matrixok manipuléldsara.
Ezekkel kapcsolatban érdemes az online stigoét, a felhasznaléi kézikonyvet, vagy mads leirast (pl.
[?]) tanulmanyozni.

A MATLAB er6ssége azon fliggvények széles kore, amelyek maétrixok elemein hajthaték
végre. Kordbban erre lattunk példat, amikor egy 1 x 5-0s matrix elemeinek koszinuszat
hatdroztuk meg. A maétrixokra vonatkoz6 6sszeadds, kivonds és skaldris szorzds természetesen
matrix elemenként torténik, de a szorzas, osztas és a hatvdnyozds mar nem. Ahhoz, hogy ezeket
a mfiveleteket a matrixelemeken hajthassuk végre, a mfiveleti jelek elé egy pontot kell irni: .*, ./
és .”. A métrixokra és azok elemeire vonatkoz6 mfiveleteket nem szabad ¢sszekeverni:

>>A=[1 2;3 47;

>>A"2 ez az AA métrixszorzatot adja:
ans=
7 10
15 22
>>A. "2 ezzel az A métrix elemei négyzetét kapjuk:
ans=
14
9 16
>>cos (A./2) ezzel pedig az A matrix elemei felének koszinuszat hatdrozzuk meg;:
ans=

0.8776 0.5403
0.0707 -0.4161

Megjelenités

A MATLAB gorbék és feliiletek két-, vagy haromdimenzids dbrait tudja megjeleniteni. Az itt
roviden bemutatott lehetéségeken taliakat az online stigo, szakkonyv ([?]), vagy a felhasznaloi
leiras segitségével kereshetjiik meg.

A kétdimenzids gorbék megjelenitésére a plot utasitdst lehet hasznélni. A kovetkezd példa
az y = cos(z) és az y = cos?(z) fiiggvényeket abrazolja a [0, 7] intervallumon:

>>x=0:0.1:pi;
>>y=Ccos (X) ;
>>z=cos (x) . 2;
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>>plot (x,y,x,2z,’0")

Az elsd sor adja meg a megjelenitési tartoményt, 0.1 1épéskozzel. A kovetkez6 kett6 definidlja
a két fiiggvényt. Vegyiik észre, hogy az elsé hdrom sor mindegyike pontosvesszével végzddik.
Ez megakadélyozza, hogy az ezekben definidlt matrixok megjelenjenek a parbeszédes ablakban.
A negyedik sor tartalmazza a plot utasitast, és jeleniti meg a grafikont. Az elsd két argumentum
eredményezi az y = cos(z) fliggvény &bréazoldsat, az utolsé harom pedig a z = cos?(z) megje-
lenitését, éspedig tigy, hogy az egyes (xx, z;,) pontokat "o’ jeloli.

A plot utasitdsnak egy hasznos alternativéja az fplot. Altalanos alakja a kovetkezé:
fplot (' name’, [a,b]l,n).

Ennek hatdsdra a program veszi a name .m adatdllomanybdl a fliggvényt, és az [a,b] interval-
lumbdl vett n darab alappontban meghatarozott érték alapjan elkésziil az dbra. Az n alapértel-
mezése 25.

>>fplot (' tanh’, [-2,2]) a tanh(z) fliggvényt jeleniti meg a [—2, 2] intervallumon.

A plot ésa plot3 utasitdsok alkalmasak paraméteres fliggvények két-, illetve hdromdimen-
zi6s dbrdzolasdra. Ezek kiilonosen differencidlegyenletek megoldasdnak megjelenitésére alkal-
masak. Példdul a c(t) = (2cos(t),3sin(t)) ellipszist a 0 < t < 27 tartomdnyon a kovetkezd
utasitdssal lehet abrazolni:

>>t=0:0.2:2xpi;
>>plot (2+«cos (t),3xsin(t))

A c(t) = (2cos(t),t?,1/t) 3-dimenzids gorbe képéta 0.1 < ¢ < 47 paraméter-tartomanyon pe-
dig a kovetkez6 utasitdssal lehet dbrazolni:

>>t=0.1:0.1:4xpi;
>>plot3(2xcos(t),t.”2,1./t)

A haromdimenzids feliiletek dbrazoldsahoz egy téglatestet kell megadni a feliilet értelmezési
tartomdnyan, amelyet a meshgrid paranccsal lehet definidlni. Ezutdn a mesh vagy a surf pa-
rancsokkal kapjuk az dbrat, mint a kovetkezd példédban is:

>>x=-pi:0.1l:pi;

>>y=x;
>>[x,y]=meshgrid(x,Vy);
>>z=sin (cos (x+y));

>>mesh (z)

(Vegyiik észre, hogy az utolsé sorban egyik példaban sincs pontosvessz6 a sor végén.)
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Programok, ciklusok, vezérlés

A logikai és relacios jelek, mtiveletek a MATLAB-ban is hasonlék a magasszinti programozasi
nyelvekben megszokottakhoz:

Rel4cidjelek:
== egyenl6
= nem egyenld
< kisebb
> nagyobb
<= kisebb vagy egyenld
>= nagyobb vagy egyenld

Logikai mtiveletek és konstansok:

negacio
és

vagy
igaz
hamis

O B — &

A for, if és while utasitisok a MATLAB-ban is tigy miikddnek, mint a hasonlé prog-
ramozasi nyelvekben. Ezeknek az alapvet6 forméja:

for (ciklusvaltoz6 = kifejezés)
utasitdsok
end

1f (logikai kifejezés)
utasitdsok
else
utasitasok
end

while (kifejezés)
utasitasok
end

A kovetkezd példa azt mutatja, hogyan lehet egymdsbadgyazott ciklusokkal egy matrixot ge-
nerdlni. Ha a példaprogramot nest .m néven mentjiik el, akkor a MATLAB promptjdhoz nest-et
irva az A matrixot eredményezi. Vegyiik észre, hogy a métrix bal fels6 sarkabdl kiindulva a Pas-
cal haromszoget kapjuk.
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for i=1:5
A(i,1)=1;A(1,1)=1;

end

for i=2:5
for 3=2:5

A(di,J)=A(1i,J-1)+A(i-1,73);

end

end

A

A break parancs hatédsédra befejez8dik egy ciklus:

for k=1:100
x=sqrt (k) ;
if ((k>10)& (x—floor (x)==0))
break
end
end
k

A disp utasitds szoveg, vagy egy matrix kifratdsara hasznalhato:

n=10;

k=0;

while k<=n
x=k/3;
disp([x x"2 x"3])
k=k+1;

end

A MATLAB programiras hatékony mddja a felhaszndl6 altal definidlt fiiggvények Osszedlli-
tdsa. Ezek input és output paramétereket is hasznalhatnak, és mas programokbdl szubrutinként
hivhaték. Ennek bemutataséra tekintsiik a kdvetkez6 egyszer(i programot, amit a MATLAB File
/ New meniipontban elérheté Editor / Debugger segitségével szerkessziink meg, és mentsiik el
pasc.mnéven.

function P=pasc(n,m)

$Input - n a sorok szama
% - m a primszam
$Output - P a Pascal hdromszog
for j=1l:n
P(jrl):l;P(lrj):l;
end
for k=2:n
for j=2:n

P (k, j)=rem(P (k, j-1),m)+rem (P (k-1,3J),m);
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end
end

Ezutan a MATLAB parancssordba irjuk be azt, hogy P=pasc (5, 3), és lathatjuk a mod
3 Pascal hdromszog els6 5 sordt. A madsik érdekes teszt P=pasc (175, 3); (most fontos a
pontosvesszd), és aztan gépeljiik be azt, hogy spy (P), ami ritka méatrixot generdl nagy n esetén.

PELDA. Az aldbbi rovid Matlab program megjeleniti az y = (1 — x)° fiiggvényt, és ennek Horner-
elrendezés szerint dtrendezett, de ekvivalens alakjat, ahol

z2=((((x =6) xx +15) xx —20) *x x + 15) xx — 6) x x + 1).

>> x = (9950:10050) /10000; % definialja a pontsorozatot
>> vy = (1-x).76;

>> 7z = ((((((x=6) .*#x+15) .*x—-20) .*x+15) .*x—-6) .*x+1);

>> plot(x,[y;z]); % egy grafikont jelenit meg

o

>> print —-deps hornerdemo.ps % kiirja egy fajlba

A kapott abra a két nagyon eltérs gorbével (a sima az (1 — 2°):

x107°

-4
0.995 0996 0997 0998  0.999 1 1.001  1.002 1.003  1.004  1.005

Néhany olyan Matlab utasitds, amely az adott szamitogép, illetve a szoftver kornyezet megis-
merését szolgalja:
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az eps a gépi pontossdg aktudlis értékét adja,
a computer azonositja a hasznalt szadmitégép tipusat,
a realmax alegnagyobb pozitiv gépi szdm,
a realmin alegkisebb pozitiv gépi szdm.

Végiil, meglepetésként gépeljiik be spy utasitast, és a sorvégi pontosvesszé nélkiil nyomjuk
meg az Enter gombot.



I Fiiggelék

Az esszé kovetelményei

A félévi munka egyik fontos eleme a megirandé esszé. Ez a kaphat6 pontszam komoly részét
adja, és ez lenne az eredménye a hallgatok 6nalléan végzendé munkéjanak. Az esszé egy olyan
rovid (15-20 oldalas) jelentés, amely a kovetkezd f6bb részeket kell hogy tartalmazza:

1. A kitizott feladat, téma, moédszer pontos, részletes megfogalmazasa, a szakirodalom megis-
merése alapjan annak alapos leirasa, kitérve a nehézségeire, és eltéréseire a szomszédos teriiletek-
tél. Fontos részletezni az alkalmazasi tertileteket. Erdemes itt kis méretfi, attekinthet6 példékat
hasznalni.

2. A megoldasara megirt, felhasznalt programok részletes megadasa, leirasa. Ki kell térni
az alkalmazott szdmitégépes megoldasok okaira, elényeire is (mint pl. a vélasztott adattipus,
szamformatum, algoritmus, stb.).

3. A bemutatott algoritmusok hatékonysagat, sebességét, miiveletigényét, pontossagat és
egyéb emlitésre méltd tulajdonsagat alkalmas teszteléssel kell demonstralni. Fontos azt is jel-
lemezni, hogy milyen méretii feladatok megoldaséat lehet a targyalt modszerekkel elérni. Ennek
eredményét tablazatos vagy grafikonos formaban, kifejez6 médon kell megadni.

4. Az esszé foglalja ssze a szlikebb szakteriilet mélyebb vagy szélesebb korti megismeréséhez
ajanlhat6 irodalmat is, legyen az nyomtatott vagy elektronikus forméja.

Az esszét nyomtatott vagy elektronikus formdaban kell a gyakorlatvezetének benytjtani (a kon-
krét feltételeket a gyakorlatvezet6 adja meg). A hasznélt szovegszerkesztd lehetbleg IXTEX vagy
Word legyen.

Vilagos, hogy a heti egy 6ranyi gyakorlat nem elegendd a globdlis optimalizélds olyan szint{i
megismertetésére, amelyre timaszkodva az eddigiekben leirt szint{i esszé minden tovabbi nélkiil
megirhat6 lenne. A targy célja viszont az is, hogy az 6nall6 munkéat serkentse, hozzaszoktassa
a hallgatésdgot ahhoz, hogy egy kapott feladathoz a sziikséges részletesebb ismereteket maga
szerezze meg. Ehhez érdemes tdmaszkodni a hdl6zaton keresztiil elérhetd elbzetes jegyzet
irodalomjegyzékére, az interneten elérhet adatokra, és az évfolyamtarsak segitségére is. Korlato-
zott mértékben a gyakorlatvezet&vel val6 konzultdcié is segithet.

Az esszé 6nalld6 munkat kell hogy tiikr6zzon, ez azonban nem zdarja ki, hogy a hallgaté
masokkal kozosen dolgozzon. Lényeges viszont, hogy a kapott feladat megoldasdnak minden
részletével tisztdban legyen, igy a leadaskor vagy kés6bb kapott, az esszével kapcsolatos
kérdésekre kimeritd, teljes vélaszt tudjon adni.
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I FUGGELEK, AZ ESSZE KOVETELMENYEI

Az esszé értékét noveli, ha az a Matlab, Scilab, Netlib vagy Octave programjait targyalja. A
hallgat6 javasolhat is esszé formaban feldolgozandé témat, ezt azonban csak a gyakorlatvezet6
el6zetes egyetértése esetén lehet elfogadni. Ez a lehet6ség példaul szakdolgozat, diplomamunka,
diakkori munka sordn mar megismert témak bevonasa révén elény0s lehet.

Néhany esszétéma:

1.

AR BN

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

A NEOS optimalizélési szerver

A GAMS modellezési nyelv, formalizaldsi rendszer
A CPLEX optimalizalasi rendszer

A MINOS optimalizélési rendszer

Milyen segitséget kaphatunk optimalizalasi feladatok megolddsahoz a Maple szimbolikus
algebrarendszert6l?

Milyen segitséget kaphatunk optimalizélasi feladatok megolddsdhoz a Mathematica szim-
bolikus algebrarendszert61?

Milyen segitséget kaphatunk optimalizalasi feladatok megolddsahoz a Derive szimbolikus
algebrarendszert6l?

. Milyen segitséget kaphatunk optimalizalasi feladatok megoldasahoz a Mu-pad szimbolikus

algebrarendszert61?

. Nemlinedris fiiggvény minimuménak megkeresése (egy valtozos eset) a Matlab numerikus

programrendszerben

Nemlinedris fliggvény minimumanak megkeresése (tobb véltozos eset) a Matlab numerikus
programrendszerben

Az automatikus differencialds szerepe a nemlinedris optimalizalasban
Az intervallum-aritmetika szerepe a nemlinedris optimalizdldsban

A mesterséges neuronhdl6k szerepe az optimalizalasban

Az an. hangyakolénidk médszere

Genetikus algoritmusok az optimalizalasban

Szimulélt megeresztés (simulated annealing) az optimalizalasban

A nemlinearis szimplex médszer

Pakolési feladatok

Geometriai alakzatok lefedési problémaéi

Mit tud az Excel Solver a globalis optimalizalas terén?



J Fiiggelék

Egy minta esszé

Itt egy olyan esszét adunk meg, amely mintaként szolgdl a hallgatéknak. Az itt megadott esszé
kb. a kettes szintet jelenti. Ehhez képest a jobb jegyet érdemld esszé alaposabb attekintését nytijtja
a kifrt témanak, részletesebb tesztelést és kifejez6bb illusztraciét tartalmaz.

Nemlinedris optimalizalds a Matlabban

1. A nemlinedris optimalizalas alapfeladatat a kovetkez6 formdban szokds megadni:

min f(x)

hj(x):O, j:1,2,...,m2,

ahol f(z) : R®* — R egy altalaban kétszer folytonosan differencialhat6 fiiggvény, m, darab
egyenl6tlenség és m, darab egyenlségfeltétel hatarozza meg a lehetséges megoldasok halmazat.
Itta g; és a h; fliggvények hasonldan altaldban kétszer folytonosan differencidlhaté fliggvények.
Az n szamot a feladat dimenzidjanak hivjuk. A feladat a nevét arrdl kapta, hogy az emlitett
tiggvények nemlinedrisak lehetnek.

Ezzel szemben az operdcidkutatds cimii targyban megismert linedris programozasi feladat
leirdsdban szereplé minden fiiggvény linedris. Ez az eltérés lényegi, a linedris programozasra
hasznalatos algoritmusok esetiinkben haszontalanok. Amig a linedris programozasi feladathoz
létezik polinomidlis mfiveletigényti megold6 algoritmus, addig a nemlinearis optimalizalasi
teladat tobb nagyon egyszerii részproblémdja is NP-teljes. Részben emiatt is a legtdbbszor
megelégediink kozelité megoldéssal.

A feladat nehézségét jelzi, hogy altalanos esetben tobb lényegesen kiilonb6z6 helyi minimum-
pont van (aminek van olyan kdrnyezete, amelyben nincs nalanal kisebb célfiiggvényértékii pont),
és ezek teljes korti megismerése, 6sszevetése nehéz. Maga a nemlinedris optimalizalas emiatt az
esetek tilnyomo tobbségében megelégszik egy helyi minimumpont megtalalasaval.

Az alkalmazasi teriilet meglehet6sen széles. A kozkeletti felfogds szerint 1ényegében minden
érdekes gyakorlati probléma nemlinedris. Eszerint a linearis optimalizalasi feladatok a legtobb-
szOr egyszerfisités utdn jonnek képbe. Az e felfogassal ellentétes vélemény szerint pedig minden,
amit a szamitégépen megoldunk, az linearis feladat... A val6 helyzet valdszintileg a két allaspont
kozott van.
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A nemlinedris feladatosztaly egyik sokszor idézett példdnya a Rosenbrock feladat:

min(1 — x1)? + 100(27 — x)*
—2<x1,19 < 2.

Az érdekességét az adja, hogy egyrészt szemléletesen azonnal latszik, hogy mi a megoldas,
mégis a hagyomdnyos nemlinedris optimalizal6 algoritmusoknak meggyfilik a bajuk vele.

Ha papiron ceruzaval kell megoldani, akkor a kovetkezd érvelést lehet haszndlni. A
célfiiggvény két nemnegativ szam Osszege, ennek lehet6 legkisebb értéke igy nulla. Vilagos, hogy
az els6 tag akkor lesz nulla, ha z; = 1. Ha ezt beirjuk a méasodik tagba, akkor azt kapjuk, hogy ;-
nek is egynek kell lennie ahhoz, hogy a célfiiggvény optimuméat megkapjuk. Ezutdn mar csak az
van hatra, hogy ellendrizziik, hogy ez a pont benne van-e a lehetséges megolddsok halmazaban.
Mivel a korlatozo6 feltételek most csak egyszerti alsé- és fels6 korlatok az argumentumokra, ezt
konnyti ellendrizni.

Ez kénnyen ment, nehéz elképzelni, hogy mi miatt jelent ez gondot a szamitégépes algorit-
musoknak. A magyardzathoz nézziik meg a célfiiggvény szintvonalait (azon gorbéket, amelyek
mentén a célfiiggvény értéke allando):

(1-x)2+100 (x*-y)?
2 T

15 N

0.5F b

il w /

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
X

1. Abra. A Rosenbrock fiiggvény szintvonalai a [—2, 2]? tartomanyon. Az sajnos nem nagyon
latszik, hogy a kisebb fliggvényértékii pontok egy ivelt, bandn format mutatnak. A rajz az
ezcontour (/ (1-x) "2+10* (x"2-y) "2’ ,[-2 2 -2 2]); Matlab utasitassal késziilt.

Namarmost a legtobb optimalizdlé program a célfiiggvény kiilonb6z6 modelljén alapulva
annak linedris, de inkdbb kvadratikus alakjat hasznalja. Ezek a modellfiiggvények viszont
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a célfiiggvény relativ egyszerlisége ellenére kovetkezetesen eltérnek attdl, és emiatt a keres6
programok sok 1épésbdl 4ll6 iterdcidra kényszeriilnek. A megoldasok jellemz6 megjelenése
emiatt egy sok rovid szakaszbodl all6 tortvonal, amely megkisérli a bandn alaka volgy aljat
kovetni. dsszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a Rosenbrock fiiggvény nehezen, viszonylag nagy
miiveletigény drdn oldhaté meg.

2. A Matlab maga meglehet6sen kevés tdmogatdst nyujt optimalizdldshoz. Van viszont egy
kiegészitd csomagja, az Optimization Toolbox. A jelen esszé ennek lehetdségeire nem tér ki.
Emlitésre mélt6 viszont harom Matlab rutin: az fzero, amely valdjdban egyvaltozos fliggvények
zérushelyét keresi meg, az fminbnd, ami egyvéltozoés fliggvények minimalizaldsara vallalkozik
és az fminsearch, ami pedig ‘tobbdimenzids fiiggvények minimalizdlasat végzi. Lassuk ezek
alkalmazasat.

2.1 Tekintsiik el6szor az fzero eljarast. Ahhoz, hogy ezt be lehessen vetni, az eredeti feladatot
at kell fogalmazni egyenlet megoldassd. Sajnos a feladat maga az nagyon tobbdimenzids,
egy véltozéval épp a lényegét, a kanyarod6 volgyet veszitjiik el. Minden esetre tekintsiik
azt az egyenest, amely dtmegy a minimumponton, és amely mentén egyszertien kifejezhet6 a
fiiggvényiink: y = =.

Ha az y minden el6forduldsat x-re cseréljiik az eredeti fliggvényben, akkor egy egyvéltozos
tiggvényt kapunk, amely épp az emlitett egyenes mentén adja meg a Rosenbrock fiiggvény
értékeit:

fi(z) = (1 —2)* +100(z* — x)%

Ez szemre még hasonl6 fiiggvény, és a polinom fokszdma is megfelel az eredetiének. Ennek a
tiiggvénynek keressiik tehat a minimumat. Ahhoz hogy ennek megtaldlasdhoz az fzero eljarast
haszndlni tudjuk, a minimaliz4lasi feladatot at kell irni zérushely keresési feladattd. Ehhez
tlizziik ki azt a feladatot, hogy megkeresendé az els6é derivalt zérushelye. Egy egyvaltozos
fiuggvény derivaltjdnak zérushelye nem mindig minimum (lehet maximum is), de legaldbb a
nyeregpontokkal nem kell foglalkozni. Az f, fliggvény derivaltja:

fo(z) = —2(1 — ) + 200(z* — 2) (22 — 1).

Ennek a zérushelyének a meghatarozasahoz gépeljiik be a kovetkez6 Matlab utasitést:
>> fzero (! -2+ (1-x)+200%x (X"2-x)* (2xx=-1)",0)
A kapott valasz meglepd:

ans =
0.0102

Ha ezt az eredményt visszairjuk a vizsgélt fliggvénybe, akkor
-2x(1-0.0102)+200%(0.010272-0.0102) x (2%x0.0102-1)

ans =
-0.0016
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adodik. Hat ez nem nagyon szép. Ami biztatd, az az, hogy ha a keresett megoldas kozelében ad-
juk meg a masodik argumentumban az indul6pontot, akkor mar jobb eredményt kapunk:

>> fzero (! -2+ (1-x)+200% (X"2-X) * (2*xx-1)",2)
ans =
1

Vegyiik észre, hogy ez maga az egészszam, amit kerestiink, tehat nem is 1.0000 az eredmény,
ami a kozelit6 jellegre utalhatott volna. Ehhez illusztrdldsaként tekintsiik a kdvetkez6 szamitést:

>> 1000001/10000000
ans =
1.0000

Térjiink vissza hamisnak tin6 megoldasra. Ha most a visszahelyettesitéshez nem a kiirt
értéket haszndljuk, hanem a pontosat, akkor lényegében igazoljuk, hogy a taldlt megoldés egy
zérushely:

>> y = fzero (! -2+ (1-x)+200x (Xx"2-x) x (2+xx-1)",0)

y:
0.0102

2% (1-y) +200% (y"2-y) * (2xy-1)
ans =
2.2204e-016

Ez az érték ugyanis a dupla pontos szdmdbrédzolas hatdrdan van — még ha a nullat épp ennél
sokkal jobban meg is lehet kozeliteni.

Ebbdl az kovetkezik, hogy itt bizony van egy masik gyok, tehat a Matlab a feltett kérdésre
helyesen valaszolt — vagyis nekiink az egyvaltozos valtozat megoldasait ellendrizniink kell.

A tapasztalatunk szerint a keresett megoldast akkor kapjuk meg, ha az indulépontot a [0.8,
10] intervallumban vélasztjuk meg. Ez minden esetre ¢vatossdgra int a fzero hasznalataval
kapcsolatban. Ha sok, véletleniil vélasztott induldéponttal kérjiik a zérushelyek meghatarozésat,
akkor 6sszesen hdrom ilyent talalunk: 0.0102, 0.4898, és 1.0000. Ha az ezeknek megfelel6 [0.0102,
0.0102], [0.4898, 0.4898] és [1.0000, 1.000] pontokat behelyettesitjiik az eredeti fiiggvényiinkbe,
akkor a kovetkezd értékeket kapjuk rendre: 0.9899, 6.5051 és 0. Innen egyértelmiien megadhatjuk
a minimum helyét és értékét, és ez 6sszhangban is van a kézzel elért eredménnyel. Az egyetlen
hidnyossdg az, hogy nem lehetiink biztosak benne, hogy az egyvaltozés fiiggvény minden
zérushelyét megtalaltuk...

A véletlen indul6pontot haszndlé utasitds a [0, 10] intervallumra vonatkozdéan:

y = fzero (/! —2x(1-x)+200% (x"2-%X) * (2*x-1)’,10*«rand (1))
y:



115

Az optimaliz4lt fliggvény alakjat a kovetkez6 rovid program rajzolja ki:

>>
>>
>>
>>

x = x=0:0.01:2.0;

y = =2x(1-x)+200% (x.72-%x) . % (2*xx-1);

Z = X—X;
plot (x,y,%,2);

Ennek eredménye (a z fliggvénnyel az z-tengelyt ravaszkodtam az dbrara...):
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2. Abra. A Rosenbrock fiiggvény y = = egyenes menti értékei derivaltfiiggvénye. Kis
joindulattal leolvashat6 az fzero program &ltal megtalalt harom zérushely.

Az fzero utasitds rdaddsul csak pératlan multiplicitdsta zérushelyek meghatarozdasara jo, te-
hét példdul az z? zérushelyét nem talédlja. Ez elég rossz hir az optimalizélas szempontjdbdl, mert
altalaban egy nemlinearis fliggvény derivéltja zérushelyei multiplicitdsa mindenféle lehet.

2.2. Vegyiik most az fminbnd utasitdst. Ez egydimenzios fliggvények optimalizalasdra szolgal.
Nézziik elészor, az 2 fiiggvénnyel mit tud kezdeni:

fminbnd ("x°27,-1,1)
ans

-2.7756e-017
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Ez rendben is van lényegében. A paraméterezés: fiiggvény, als6korlat, fels6korlat. Vigyaz-
zunk, az els6 utasitds utdn ne tegyiink pontosvessz6t, mert akkor az eredmény nem jelenik meg!

o7 27

Vegyiik akkor az el6z6 szakasz egydimenzidssd atalakitott Rosenbrock fiiggvényét.

>> fminbnd (' (1-x) "2+100* (x"2-x)"2’,0,2)
ans =
1.0000

Ez is rendben van, bér az (1 — z)? fiiggvény minimumhelyeként az 1-et adta meg (tehat pon-
tosabban tudta megallapitani). Nézziik meg, hogy milyen fliggvényt is minimalizaltunk:

>> x=0.0:0.01:1.2;
>> y=(1-x).72+100% (x."2-x) ."2;
>> plot (x,vy);

! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

0

3. Abra. A Rosenbrock fiiggvény y = x egyenes mentére korlatozott, egydimenziés valtozata. J6l
lathaté a megtalalt minimum az 1 pontban.

A bal sarokban azért van egy gyanus rész, ha rdzoomolunk, akkor
>> fminbnd (' (1-x) "2+100%(x"2-x)"2’,0,0.4)

ans =
0.0102
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e

szépen megkapjuk az el6z6 szakaszban kapott masik minimumjeldltet. Akkor viszont tisztdzzuk
a 2.1. szakasz 0.4898 széls6értékét is:

>> fminbnd (' (1-x) "2+100% (x"2-x)"2’,0.4,0.6)
ans =
0.6000

Ez nem segit, mert csak a megadott keresési intervallum szélét kaptuk meg — ez azt jelezheti,
hogy az intervallum belsejében nincs megoldas. Valoban,

>> fminbnd(’ (1-x) "2+100% (x"2-x)"2’,0.3,0.7)
ans =
0.7000

is erre utal. Nézziik akkor meg a vizsgalt fliggvényiink negaltjat:

>> fminbnd (' - ((1-x) "2+100% (x"2-x)"2)",0.3,0.7)
ans =
0.4898

Bing6. Megvan a harmadik pont is: OK, ez nem minimumpont volt, de a maximumpont de-
rivaltja is nulla. Akkor tgy érezhetjiik, hogy ez a program az eddigiek szerint 1ényegében tudja
azt, amit el lehet varni t6le, és azt megbizhatéan hozza is.

Nézziink akkor egy nehezebb feladatot. Az 2°(sin(1/z) + 2) elég ellenséges, mert bar kétszer
folytonosan differencidlhat6 (ahogy konnyen belathatd), mégis a nulla tetszbleges kornyezetében
megszdmlalhatéan végtelen sok helyi minimumpontja van. Emiatt a megolddsa lényegében
reménytelen olyan moddszerek szamadra, amelyek csak a fliggvény-kiértékeléseken alapulnak.
Egyes programok panaszkodnak, hogy a nulldban nem tudjak kiértékelni a fliggvényt. Annyiban
ez igaz is, hogy maga az 1/z fiiggvény persze gondot jelent. Mésrészt azonban az x%-al
valé beszorzds miatt a fiiggvény maga a nulldban is folytonos. Ovatos implementéléssal a
szamitégépes megvalositas is megoldhaté. A fiiggvény alakja a 4. Abran lathato, és mér ez is
elég borzaszté - bar a z{irds szakasz persze a nulla kdzelében van.
A feladat megoldasa az fminbnd programmal:

>> fminbnd ('x" 6% (sin(l1/x)+2)"2’, -1, 1)
ans =
0.0018

Bér ez nem az igazi megolddas, de azért nem nagyon rossz. Végiilis a keresési tartoméany he-
lyes kb. 4 ezrelékébe sikeriilt beletaldlni. Az mar nagyobb baj, hogy ezen nem kénnyti javitani.
Az azért érdekes, hogy a kovetkez6 egyszerii eszkoz segit:

>> fminbnd ('x"6* (sin(l1/x)+2)"2’, —-l1l-rand(l), l+4+rand(l))
ans =
2.5606e-006
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4. Abra. Az 2%(sin(1/z) +2) fiiggvény a [-0.01, 0.01] intervallumban. J61 lathat6 a f6 tendencia, és
az hogy a fliggvénynek sok helyi minimumpontja van.

Ez azért csak meglepd, hogy a keresési intervallum hatdrdnak véletlenszer( tologatasa ennyit
javit a megolddson. Ez még akkor is szép, ha a két pont kozott csak 3 nagysagrendnyi a
kiilonbség. Az még nagyobb elény, hogy amig a rogzitett intervallumon nincs értelme tjra-
futtatni a programot (mert ugyanazt az eredményt fogjuk kapni), addig a véletlennel terhelt
oldalt intervallumokkal ez hasznos lehet.

A fiiggvény ismeretében a legjobb az lenne, ha nagyon sok véletlenszer(i pontban kiérté-
kelnénk a fliggvényt, és csak a legigéretesebb kozelében inditanank el az fminbnd programot.
Tanulsagos, hogy a Matlabon beliil megkeressiik az fminbnd kédjat, az fminbnd.m &llomanyt,
akkor egy mindossze 250 soros programot taldlunk, és ebbdl is 50 sor magyarazat, megjegyzés.

2.3. Végiil lassuk az fminsearch utasitast. Ez hosszra csak kicsit bonyolultabb, mint fminbnd,
kb. 300 soros, amibdl ismét kdzel 50 sor a magyarazat. A legegyszer{ibb alakja:

X = fminsearch (FUN, X0) ;
ahol FUN a minimalizaland¢ fiiggvény, X0 az induléérték, és X a kapott eredmény, egy helyi

minimumpont. Vegyiink el8szér megint egy egyszerd, attekinthet feladatot: mi lehetaz (x +y)?
minimuma?
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>> fminsearch(’ (x(1)+x(2))"2",[1.2 1.2])
ans =
0.0249 -0.0249

Ez els¢ pillantdsra meghokkent6nek tlinhet, de rendben van, hiszen a fliggvény minden olyan
pontja optimalis, ahol a két argumentum 6sszege nulla. A csak kicsit eltér6 fiiggvénnyel alapjaban
mas megoldast kapunk:

>> fminsearch (’x (1) "2+x(2)"°2",[1.2 1.21])
ans =
1.0e-004 =
-0.3946 -0.1129

Ha alaposabban megnézziik a minimalizalandé fiiggvényt, akkor ez az eredmény is elfogad-
hat6 lesz: most a két paraméteriink mindegyikének nulldhoz kozelinek kell lennie az optimum
kozelében. Erdekes a Matlab kifratdsi formatuma: nagyon kis szdmok helyett egyszertien kiirta,
hogy az utols6 sort mivel kell beszorozni... Azért ennél pontosabb megoldast is adhatott volna —
valdszintileg az alapbeallitdsok inkdbb gyors mint pontos megoldast preferdlnak.

Itt a megfelel6 pont, amikor az fminsearch algoritmusardl is szélnunk kell. A program
az un. Nelder-Mead algoritmuson alapul, mas néven a szimplex eljardson. Ez sajnos konnyen
Osszetéveszthet6 a linedris programozas szimplex algoritmusaval, bar 1ényegében nem sok koze
van hozza. Itt az indulépont koré a program egy szimplexet (n-dimenzios térben n + 1 pontbdl
all6 szabédlyos alakzatot) rajzol. Megvizsgalja a csticspontokban a célfiiggvény értékét, és a
legrosszabb célfiiggvényértékii pontot tiikrozi a tobbiek altal megadott sikra. Igy egy tjabb
szimplexet kapunk, és igy tovabb. Végiil is, durvan szélva a célfiiggvény altal meghatarozott
domborzaton egy szogletes targy gurul le. Mds széval a hattérben mi{ikodé algoritmus egy elég
robusztus, de nem nagyon gyors nemlinedris helyi keres6 médszer.

Ennek fényében nagyon szép a kovetkez6 eredmény:

>> fminsearch('x"6x(sin(l/x)+2)’,1.2)
ans =
-3.3307e-015

Az, hogy szemre hasonlé futdsid6 drdn az fminsearch sokkal jobb eredményt adott, mint
az fminbnd, azzal magyardzhat6, hogy az elébbi bumfordisaga most épp el6nyds: mivel a
futés elején nem tud nagyon finom keresést végezni (még nagyok a szimplexek), ezért az 2°
figgvény minimumhelyének eléggé a kozelébe tud férkézni, és nem akad fenn a korai, a globélis
minimumté] tavoli helyi minimumokban. A 12 nagysagrenddel jobb minimum becslés minden
esetre emlitésre mélto.

Ezek utan térjiink vissza a kordbban targyalt Rosenbrock fiiggvényhez:

>> fminsearch(’ (1-x(1)) "2+100* (x (1) "2-x(2))"~2",[0 01)
ans =
1.0000 1.0000

Bar ezen a feladaton érezhetéen tovdbb gondolkodott (mondjuk 1 masodpercet), de ez mar
megint szép eredmény, még ha nem is az 1-et, mint egészt mutatja az eredmény (marmint hogy
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az 1.000 a lehetséges 1 helyett a hatsé jegyekben megmutatkozo kicsi eltérésre utal).

3. Sebesség, miiveletigény, pontossag, gyakorlati alkalmazas.

Ebben a szakaszban jellemezni probéljuk az optimalizalasi eljarasunk sebességét. Ahhoz,
hogy ezt meg tudjuk tenni, egy nehéz feladatot kell vizsgdlnunk, és a megoldas min&ségén is
jo ha leolvashat6, hogy mennyire j6 a taldlt kozelité megoldds. Ezért vizsgaljuk az el6z6 szakasz
sin(1/x)-es fliggvényét.

A keresési algoritmus alapbedllitasai:

defaultopt=struct ('Display’, ' notify’, MaxIter’,

"200*numberOfVariables’, ... "MaxFunEvals’,
"200*numberOfVariables’, ' TolX’ ,1le-4,’' TolFun’,6le-4);

A Display csak annyit hatdroz meg, hogy ha a megfelel6 megoldast nem tudja elérni,
akkor ennek okét irja meg nekiink.

A MaxIter a megengedett maximdlis iterdciészamot &llitja be az optimalizalt valtozék
szdmanak 200-szorosdra. Ez az esetek tobbségében elegend6. Ha mégsem, akkor errdl
értesitést kapunk, és ha van értelme, akkor ezt az algoritmus paramétert nagyobb értékre
allithatjuk.

A MaxFunEvals a megoldashoz felhasznélt fliggvényhivasok szdmanak megengedett fels6
hatérat szabja meg. Ennek alapértelmezése is az optimalizalt valtozok szamanak 200-
sZorosa.

Azt, hogy mikor tekintjiik a feladatot megoldottnak, a megoldas jésagédra vonatkozé két
kritérium adja meg. Az els6, a To1X azt hatdrozza meg, hogy az optimalizdland¢ valtozokra
vonatkozdan mit tekintiink elfogadhatéan kis eltérésnek. A program megvaldsitdsatol
figgben ezt az algoritmus paramétert kiilonféle médon lehet hasznalni. Egy jellemzd
modszer, hogy ha az utolsé két (vagy néhany) iteralt eltérése ez a korlat alatt marad, akkor
ebbdl a szempontbdl mér elfogadhaténak tekintjiik a kozelitést.

2

Hasonl6 értelmezésti a TolFun algoritmus paraméter. Ez azt {izeni a programnak, hogy
akkor kérjiikk az iterdci6 ledllitdsat, ha a legutobbi néhdny iterdcié soran a célfiiggvény
értéke nem valtozott tobbel mint a TolFun érték. Az utébbi két algoritmus paraméterre
az alapbedllitds (10~*) mérsékelt igényeket tdmaszt — ami j6 dsszhangban van a Matlab
kifratasi formatumaval is.

3.1 Ezek utdn vizsgaljuk meg, hogy az fminsearch milyen hatékony, mennyire gyors az
optimalizalasban. Emlékezziink vissza, hogy az abszolit minimumat a célfiiggvényiink a 0
pontban veszi fel, és a célfiiggvény érték minimuma is nulla, de az ehhez a minimumbhoz tartozé
volgy szélessége is nulla — tehat ennek megtaldlasa reményteleniil nehéz. Madsrészt minél
kozelebbi megoldast kapunk a nulldhoz, annél jobb a kozelités, annal alaposabb a keresés.

A méréseinkhez a kovetkez6 rovid programot irtuk a Matlab szerkeszt&jével (és mentettiik el
sebesség néven):
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tic
fminsearch ('x"6* (sin(1/x)+2)’,1.0,optimset (' TolX’,1le-2), ' TolFun’, le-2)
toc

Az el8z6 teszt azt tanulmanyozza, hogy milyen hatassal van a megoldés helyének pontossaga
az ennek megkereséséhez sziikséges CPU-id6re. Az eredményeket az 1. Tabladzatban foglaltuk
Ossze.

tolerancia CPU -id6

1072 0.18
1074 0.20
1076 0.24
1078 0.33
10710 0.35
10712 0.39
1071 0.44
10716 0.51
10718 0.51
10720 0.53
10730 0.82

1. Tdblazat. A tolerancia értékek hatdsa az ezek eléréséhez sziikséges CPU-id6re az
2% x (sin(1/z) + 2) optimalizélasi feladat esetén a fminsearch Matlab programmal.

Megjegyezziik, hogy az els6 hét esetben a kapott megoldds azonos volt. Az nem is meglepd,
hogy ezutdn a programnak jobban kellett igyekeznie. Megjegyzendd, hogy bar a megolddsnak
determinisztikusnak kell lennie, mégis a futdsi id6k valtozatlan paraméterezés mellett is vadul
valtoztak. Emiatt a tadblazatunk 3 fiiggetlen futds atlagat tartalmazza. A futdsidd eltérése
taldn a futtaté operdcidés rendszer egyéb futd processzein mulott. Erre utal az is, hogy a
szamitasigényesebb feladatokon a CPU-id? stabilitdsa nagyobb volt.

Erdekes, hogy a 10~ mint megéllasi feltétel paraméter mar valéban sok volt a programnak:
a tablazatban megadott érték esetén a program panaszkodott, hogy a megengedett maximalis
figgvényhivasszam a feladat megolddsdhoz kevésnek bizonyult. Mégis, a megfelel6 paraméter
megnovelése sem segitett — taldn valamilyen belsd, rejtett feltétel megakadélyozta ennek
érvényesiilését. Ekkor mér a program dltal adott megoldds -2.9957e-030 volt, ami nagyon
jo — még ha van is ennél is jobb, az adott szamitasi kornyezetben dbrazolhaté megoldés.

Hogy ezt a megoldast jobban megbecsiiljiik, megmutatjuk, hogy milyen eredményre szamit-
hatnank egy egyszer(i, Monte Carlo modszertdl. Tekintsiik a kovetkez egyszerti feladatot:

min 22

a [—1, 1] intervallumon. Az ehhez tartozo véletlen keres6 program:
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tic

z = 10

for i=1:100000
x=2*rand(1l)-1;

y=x"2;
if (y<z)
Z=Y7
end
end
z
toc

A kapott eredmény 3.4373e-011 volt, 3.5700 masodperc alatt. Az fminsearch ugyanezen a
feladaton -8.8818e-016 eredményt adott 0.1600 masodperc alatt.

3.2. Vizsgaljuk meg az optimalizalds eredményének fiiggését a kiindul6 ponttol:
tic
fminsearch ('x"6* (sin(1/x)+2)’,1.0,optimset (' TolX’,1e-9), ' TolFun’, le-9)

toc

A kapott eredmények:

induléérték  eredmény CPU -id6
1.0e10 -1.4211e-005 2.5440
1.0e05 -1.1369e-009 1.0110
1.0e00 -8.8818e-016 0.0800
1.0e-05 1.0521e-005 0.0300
1.0e-10  1.0500e-010 0.0300

2. Tablazat. Az induléértékek hatdsa az ezek eléréséhez sziikséges CPU-id6re az
2% x (sin(1/z) + 2) optimalizélasi feladat esetén a fminsearch Matlab programmal.

Az els6 két sorban megadott esetben a Matlab nullaval val6 oszt4sra panaszkodott, és kevesel-
te a megengedett fliggvényhivasok szdmat. Az utols6 sorokban lathat6 eredmény pedig arra utal,
hogy ott tényleges keresés nem is tortént. Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy az fminsearch ro-
busztus eljaras, nem feltétlen igényli a megoldashoz kozeli indulépontot, bar az elényos lehet. A
szamitasi id6 is ezt tiikkrozi, még ha a technikai részletekre oda is kell figyelni.

3.3. Végiil tekintsiink egy gyakorlati feladatot. A dontéstdmogatési feladatkor egyik alap-
problémdja a paronkénti Osszehasonlitdsokon alapulé preferenciamatrixok konzisztencidjanak
megteremtése. Az alap kérdés az, hogy tobb szakértd véleményét hogyan lehet egy egységes
dontéssé formdlni szakmailag meggy6z8, elméletileg alatdmasztott formaban.

Vegyiik azt az esetet, hogy adott N darab alternativank, pl. vasdrolandé autétipusunk. A
szakértdink kiilonb6z6 szempontokat figyelembevéve olyan kijelentéseket tesznek, hogy parokat
képezve, az egyik alternativa hdnyszor tekinthet6 jobbnak a mésikndl. Az eredményeket irjuk
egy () matrixba:
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1.0000 2.0000 4.0000
@ = | 05000 1.0000 2.0000
0.2500 0.5000 1.0000

Vegyiik észre, hogy ebben a példaban a megadott preferencidk kovetkezetesek, konzisztensek,
mert pl. az els6 alternativanal a mdasodik kétszer kedvezdbb (Q(1,2) = 2), a masodikndl a
harmadik is kétszer jobb (Q(2,3) = 2), és ennek megfeleléen a harmadik alternativa az elsénél
négyszer jobb (Q(1,3) = 4). Ez persze altaldban nem sikeriil igy, a szakértdk altal kitoltott
preferenciamatrix altalaban nem konzisztens, tehat a megadott matrixra nem fog teljesiilni az,
hogy minden sora konstansszorosa egy masik sordnak. A konzisztencia azt is jelenti, hogy a @
matrix rangja 1, mert egy sorabdl a tobbi linedris kombindcidként szdrmaztathato.

Az elérni kivant esetben tehdt az egyes alternativak egymashoz val6é viszonyat kimeritéen
jellemezni tudjuk olyan formaban, hogy minden alternativahoz hozzarendeliink egy pozitiv w;
szdmot vagy sulyt, és a ()’ konzisztens matrix ebb&l mar generalhato:

1.0000 wg/wl w3/w1
Ql = wl/wg 1.0000 wg/wg
wy/ws  wa/ws  1.000

Visszatérve a kit(izott feladathoz, azt tgy formalizdlhatjuk, hogy egy altalaban nem konzisz-
tens (Q matrixhoz keresiink olyan pozitiv w stlyvektort, hogy

N N
1Q = QIF =D (Q.5) — wj/w)’
i=1 j=1
minimalis legyen.
A feladat megolddsahoz ismét az fminsearch programot hasznaltam. A feladatot most egy
kiilon fliiggvény formdjdban adtam meg:

function £ = gqw(w);

0=1124; 0.51 2; 0.25 0.5 11;

f = 0;

for i=1:3

f=f+4(Q(1,1)-w(l)/w(i)) " 2+(Q(1,2)-w(2)/w(i)) " 2+(Q(1,2)-w(3)/w(i)) 2;

A programon mindenképpen lehet még javitani, példaul a ) matrixot illene kivinni a hivé
programba, illetve a vektorizdldson is lehet még igazitani... Minden esetre a jelen forméaban is
szépen futott a program, és egy masodpercen beliil a kovetkez6 eredményt kaptuk:

>> fminsearch('gqw’,[1 1 1])
ans =
0.4215 0.8430 1.6859

Ez nem egészen az, amit vartunk (az pl. az [1 2 4] vektor lehetett volna), de lényegében
rendben van, mert a harmadik alternativa négyszer preferdltabb, mint az els6 stb. Vegyiik
észre azonban, hogy maga a program teljesen érzéketlen a w vektor abszolut értékére, csak
a vektorkomponensek aranyait érzékeli. Ha ezt a vektort visszairjiik az optimalizdlandé nem



124 JFUGGELEK, EGY MINTA ESSZE

negativ fliggvénybe, akkor a 7.1458e-008 fiiggvényértéket kapjuk, ami elég j6 érték, tekintve hogy
a paramétereket csak 4-5 értékes jegyre adtuk meg.

Ezt az is mutatja, hogy ha az el6z6 feladatotaw = [1 2 4]’ vektorral inditjuk, akkor az
eredmény mar megnyugtatobb:

>> fminsearch('qw’,[1 2 4])
ans =
12 4

Vegyiik észre, hogy nem egyszertien kozeli értékeket kaptunk, hanem magukat az egészsza-
mokat (nem volt nehéz ezekre jutni). Ez persze azt is jelenti, hogy akkor indokolatlanul sok
véaltoz6 optimalizaldsat kértiik a programtol. hiszen ha csak w ardnyai szdmitanak, akkor a w
egyik komponensét rogzithetjiik. Emlitsiik meg azt is, hogy bar nem erdltettiik, de a program csak
pozitiv eredményt adott — erre vonatkoz6 ténylegesen megadott korlat nélkiil is. Ez a probléma
szerkezetébdl adoédhat.

Ezek utédn tekintsiik a feladat perturbalt, kicsit elrontott véltozatat. Vegyiik azt az egyszerti
esetet, amikor a () matrix jobb fels6 sarkdban levé négyes rontjuk csak el. Ennek helyére frjunk
4+0.01 értéket, ami egy szdzad mértékben perturbalja a kordbbi szamot (megprébaltam ez utéb-
bit még rand (1) -el beszorozni, de a véletlen eltérések attekinthetetlenné tették az eredménye-
ket). A valtoz6 mértékii perturbéldsra vonatkoz6 eredményeket a 3. Tablazat tartalmazza:

preturbacié az eredmény
1.0e-2 1.0074,2.0170,4.0385]"
1.0e-3 1.0023,2.0048,4.0100]”
1.0e-4 1.0007,2.0015, 4.0030]"
1.0e-5 1.0007,2.0015, 4.0029]"

[ ]
[ ]
% |
1.0e-6  [1.0002,2.0004,4.0009]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1.0e-7 1.0001, 2.0003, 4.0006]”
1.0e-8 1.0001, 2.0002, 4.0004]7
1.0e-9 1.0000, 2.0001, 4.0002]7
1.0e-10  [1.0000, 2.0000, 4.0001]"
1.0e-11 [1,2,4)7

3. Tdblazat. A dontéstamogatdsi preferenciamétrix konzisztensé tétele optimalizalasi feladata
megolddsa az alkalmazott perturbaci6 fiiggvényében. Figyeljiik meg a pontos megoldéstol valé
eltérés csokkenését a perturbécié csokkenése fliggvényében.

Megallapithatjuk, hogy a kapott eredmények azt tiikrozik, hogy a perturbacié csokkenésével
a vart, pontos eredmény jol megkozelithetd volt, vagyis a vizsgélt feladaton az inkonzisztens
preferenciamétrix konzisztensé tétele numerikus szempontbd6l megbizhat6 eredményt ad.

Megjegyzendd, hogy a fenti vizsgdlatokat csak a Matlab 6.5 oktat6i véltozattal sikertilt meg-
csindlni, a korabbi, 5.0-4s hallgatéi valtozat nem ismerte fel az itt leirt optimalizalasi programok
neveit (ez a vizsgélat a mtiveletigény megallapitdsdhoz kellett volna, mert ott még miikodik a
flops rutin). Ennek ellenére a Matlab 6.5-0s hallgatéi demovéltozat valdszintileg eléri ezeket a
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szubrutinokat.

Osszefoglalva, a Matlab &ltal az alapcsomagban kinalt optimalizélési eljarasok hasznélhatéak,
tobb esetben tigyesek voltak, ennek ellenére érdemes tapasztalatot gyfijteni miel6tt komoly, ne-
hezebb feladat megoldasdhoz kezdiink veliik.

4. I[rodalom

A teriilettel valé alaposabb megismerkedéshez a kovetkezd konyveket, dokumentumokat ajan-
lom:

1. Csendes Tibor: Bevezetés a globdlis optimalizélasba. Jegyzet el6késziiletben. Elérhet6 a
www.inf.u-szeged.hu/~csendes/go.ps.gz internetes cimen.

2. Higham, Desmond J. and Nicholas J. Highham: MATLAB Guide. SIAM, Philadelphia, 2000.

3. Neumaier, Arnold internetes vendégoldala a globdlis optimalizélasrol. Elérhet6 a kovetkezd
cimen: www.mat .univie.ac.at/~neum

4. Stoyan Gisbert (szerk.): MATLAB (4. és 5. verzi6). TypoTgX Kiad6, Budapest, 1999.



126 Tartalomjegyzék



Tartalomjegyzék

El6sz6

Jelolések

1.

2.

Bevezetés

Alapfogalmak

2.1. Egydimenzids feladatok . . . . . ... ... ... ... o L oo

2.2. Tobbvaltozos fliggvények feltétel nélkiili optimalizalasa . . . . ... ... ... ..

2.3. Tobbvaltozos fiiggvények feltételes optimalizdldsa . . . . . . . ... ... ... ...
2.3.1. Egyenl6ség tipusu feltételekesete . . . . .. ... ... .. .. ... ...
2.3.2. Egyenl6tlenség tipusu feltételekesete . . . . . .. ... ... .. ... ...

2.4. Ellen6rz6 kérdések és gyakorlo feladatok . . . ... .. ........ ... ... ..

Direkt keres6 médszerek
31. Példak . . . ...
3.2. Ellen6rzd kérdések és gyakorlo feladatok . . . ... .. ... .. ... ... ..

Konjugdlt gradiens médszer
4.1. Ellen6rz6 kérdések és gyakorlo feladatok . . . .. ... ... ... ... ...

Lipschitz fiiggvények optimalizadlasa
51. Példak . . . . . ...
5.2. Ellen6rzd kérdések és gyakorl6 feladatok . . . .. ... ... ... ... 0.

DC programozas
6.1. Példak . . . . ..
6.2. Ellendrz6 kérdések és gyakorl6 feladatok . . . . ... ... .. ... 0000

A korlatozas és szétvalasztas médszere
7.1. Korpakolési feladatok . . . ... ... ... oo
7.2. Ellendrzé kérdések és gyakorl6 feladatok . . . . . ... ... ... ... .

Intervallumos médszerek

8.1. Intervallum-aritmetika és a befoglal¢6 fiiggvények . . . ... ... ... ... ... ..
8.2. AkordbbiSpecKoll-bol . . . ... ... ..
8.3. Intervallum-felosztdsialgoritmus . . . . . ... .. ... ... ... .. .......
8.4. Intervallumos Newtonmoddszer. . . . .. ... .. ... ... ... ......

85. Példak . . . . .



128

10.

11.

TARTALOMJEGYZEK

8.6. Ellendrz6 kérdések és gyakorl6 feladatok . . . . ... ... ... ... .. ... .

Automatikus differencialas

9.1. Derivéltak a szamitégépeken . . . ... ... ... ..o Lo L L
92. Azotlet. . . ...
9.3. Kiterjesztések. . . . . ... ...
9.4. Az automatikus differencidlas két véltozata. . . . . . . . ... ... o L.
9.5. Mitvelet-éstarigény. . . ... ... ... ... ...
9.6. Az automatikus differencidlds veszélyei. . . . . . . ... ... 0L
9.7. Az automatikus differencidlas implementdldsa. . . . . . ... ... .. .. L.
98. Példak . . . . . . ...
9.9. Ellendrz6 kérdések és gyakorl6 feladatok . . . ... ... ... ... o000

22 2

A feladat egyszertisitése nemlinedris transzformaciékkal

10.1. Bevezetés . . . . . . . ...

10.2. Unimodalitds és paraméter transzformaciok . . .. ... ... .. ... ... . ...

103. Példak . . . ...
10.3.1. Rosenbrock fliggvény . . . . .. ... ... ... ... Lo
10.3.2. cos(€™ + @) +CoS(T2) « v v v v e
10.3.3. A bevezetdbelifeladat . . . ... ... ... ... ... ... ...
10.3.4. A légzésmechanika Otis-féle modellje . . . . . .. ... .. ... ... .. ..

10.4. Ellen6rz6 kérdések és gyakorl6 feladatok . . . . .. ... ... . ...

Tesztelés
11.1. Standard globalis optimalizélasi tesztfeladatok . . . . . ... ... ... .. ... ..
11.2. Egyéb globdlis optimalizalasi tesztfeladatok . . . . . . ... ... ... .. ... ...

Irodalomjegyzék

Targymutato

Magyar-angol sz6szedet

Fiiggelékek

A

B

C
D

rr

Tematika

Tételek

Dolgozat feladatok

Kotelez6 programok

Az UNIRANDI nevii direkt helyi keres6 rutin

Szorgalmi feladatok

69
69
72

75

77

79

81

81

83

85

89

91

95



TARTALOMJEGYZEK 129

G Bevezetés az Excel Solver hasznéilataba 97
71. Alkalmazasipélda . ... ... ... .. ... 97
7.2. Hézifeladatok . . . . . . . . . 98

H Bevezetés a MATLAB hasznalatiba 99
Aritmetikai miiveletek és fiiggvények . . . ... .. ... o oo oo 99
Miveletek matrixokkal . . . . . . . ... 101
Megijelenités . . . . . . . . .. 103
Programok, ciklusok, vezérlés . . . . . . ... ... Lo 105

I Az esszé kovetelményei 109

J Egy minta esszé 111

Tartalomjegyzék 126

Utols6 moédositas: 2012. szeptember 25.



