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A jegyzet jelen valtozata a félév soran még gyakran fog valtozni, akér visszamendleg is. Ezért
érdemes mindig a legtjabb valtozatot hasznalni.



Eloszo

A jelen jegyzet' a Szegedi Tudomanyegyetemen 2004-t8] tartott Az optimalizélas alkalmazésai
cimfi targy anyagat tartalmazza. A targy heti két 6ra el6adést és egy 6ra gyakorlatot jelent.

A jegyzet az operdcidkutatas, linedris algebra, kalkulus és numerikus matematika targyakra
tdmaszkodik. Aktudlis valtozata egy része, a hozza kapcsol6do feladatok, gyakorlatok és adataik
elérhet6k a

http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes/optalk.ps.gz

cimen.

A targy olyan tudast kivan adni, amely elegendd egyszer{ibb optimalizdlasi, operdcidkutatési
munkak elvégzéséhez, és amelyet 6néll6 gyakorldssal tovébbfejlesztve egy-egy ilyen feladat teljes
megoldasat meg lehet taldlni. Mivel az érintett eljarasok, programcsomagok gyakran véltoznak,
az anyag f6leg az alland6 vagy kevésbé valtozo6 ismereteket tartalmazza.

A rendelkezésre all6 rovid id6 (kb. 14 x 3 6ra) nem elég a teljes korti targyalasara, ezért a
legfontosabb definicidkat, Osszefliggéseket és az elméletet az érintett eljardsok targyaldsa el6tt
csak a feltétleniil sziikséges terjedelemben ismertetjiik. A teljesen 6ndll6 optimalizdldshoz ez
persze nem elegendd. Ennek ellenére bizom benne, hogy a targyalt anyag segit a leggyakoribb
hibdkat elkeriilni, és a viszonylag konnyen kezelhetd programok segitségével (tdmaszkodva
a mind tobb esetben rendelkezésre 4ll6 readme féjlokra, stigd, tandcsadé vardzslokra) 6nalld
munkdval is lehetséges a tovédbbi sziikséges modellek és eljardsok megismerése. A teljes itt
kozreadott anyag tobb, mint amit egy féléves kurzusban 4t lehet adni, ez némi rugalmassagot
kovetel az el6adéto], illetve a gyakorlatvezetStol.

Tovébbi cél segitséget nydjtani az optimalizalasi, operdcidkutatasi vizsgédlatokhoz olyanok
szdmdra is, akik ezt a hagyomanyos képzés keretében nem tanultdk. Igy a jegyzet alapjan az
egyszer(ibb feladatok esetén az olvasé elegendd ttmutatdst kap ahhoz, hogy a feladatat tugy
fogalmazza meg, illetve irja 4t, hogy az a rendelkezésre all6 szoftverrel hatékonyan megoldhat6
legyen.

Az Optimalizélds alkalmazdsai targy a korabbi tanulményokbdl a Linedris algebra, Numeri-
kus matematika (a kovetkez6 években majd a Kozelitd és szimbolikus szamitasok), és féleg az
Operacidkutatés targyakra tdmaszkodik. Hasznos lehet ezen feliil a Kombinatorikus optimaliza-
las és a Nemlinedris optimalizalas targyak ismerete is.

A 2003-2004 tavaszi féléve rendhagyo lesz: az érintett hallgatok mar tanultdk az Operacio-
kutatas II. tdrgyat, amelynek tematikdja részben megegyezik Az Optimalizadlds Alkalmazasai
cimfi targyéval. Emiatt a kordbban mér tanult részeket nem fogjuk érinteni, és igy tobb idé marad
a tobbi modell és feladatosztély targyaldsara.

A kreditrendszerre valé attéréssel megvaltozott a tantdrgyak teljesitésének feltétele is. A
télreértések, tévedések elkertilése céljabol hasznos el6re attekinteni az Alkalmazott Informatika

Minden megjegyzést szivesen latok és el6re is koszonok, kiilondsen, ha hibakra hivjdk fel a figyelmemet. Az
email cimem: csendes@inf.u-szeged.hu



Tanszék vendégoldaldn hogy mi mindent kell ahhoz teljesiteni, hogy a vizsgara bocsathatésagi
szintet el lehessen érni.

Itt mondok koszonetet kordbbi hallgatéimnak és munkatarsaimnak a jegyzet létrejottéhez,
illetve a javitdsdhoz nyujtott segitségiikért. Varom a tovéabbi véleményeket és javaslatokat is.

Szeged, 2006. februdr

a szerzd



Jelolések

Itt a legfontosabb, szinte mindig a megadott formaban haszndlatos jeloléseket adjuk meg, de
ezektd] helyenként — ahol a targyalds ezt megkoveteli — eltérhetiink.

AD automatikus differencidlds

a intervallum sorozatok konvergencia rendje

c(X) a kozponti alak alappontja az X intervallumban

f(x) a célfiiggvény

f(X) a célfiiggvény értékkészlete az X intervallumon

F(X) a célfiiggvény befoglal6 fiiggvénye az X intervallumon

F'(X) az egyvaltozos fiiggvény derivaltja befoglalé fliggvénye

f(x*) a globalis minimum értéke

f intervallumos optimalizdldsi moddszerben a globdlis minimum
aktuélis fels6 becslése

gi(x) egy feltételi fliggvény

H(x) a célfiiggvény Hesse-maétrixa

H(X) a célfiggvény Hesse-matrixa befoglalo fliggvénye

I a kompakt intervallumok halmaza

I az n-dimenziés kompakt intervallumok halmaza

m(X) az X intervallum kozéppontja

Vf(x) a célfiiggvény gradiense

R a val6s szamok halmaza

R™ az n-dimenziés valds vektorok halmaza

Y, - valtozok

XY, ..., A B, .. intervallumok vagy matrixok
X, X az X intervallum also6 és felst korlatja, X = [X, X]
x a globalis minimumpont

w(X) az X intervallum szélessége



Jelolések



1. fejezet

Bevezetés

Optimalizélési feladatok a mindennapi élet szdmos tertiletén eléfordulnak, f6leg a mérnoki, gaz-
dasagi alkalmazasok teriiletén, de természetesen a tudoményos kutatdsban is. Ide tartoznak azok
a problémak, amelyekben a kérdésfeltevés a kovetkez6 sémat koveti: mikor lesz minimdlis egy
mennyiség, melyik esetben optimdlis egy beéllitds, milyen paraméterek mellett lesz maximdlis
egy egylitthato értéke stb. Gyakorlati esetben a hasonlé kérdések tgy hangzanak példaul, hogy:
mikor lesz a legnagyobb a profit, ha kiilonben adott termelési feltételeknek elegettesziink, mely
esetben lesz minimalis a koltsége egy beruhazdsnak, mikdzben el6irt mennyiséget gyartunk, és a
lehetséges megoldasainkat feltételek korlatozzak.

Az optimalizdlds a matematika, azon beliil az operacidkutatds, vagy mas szempontbdl a
numerikus matematika része. Erintkezik a szamitidstudomannyal, és van szdmitastechnikai
vetiilete is. Az operédcidkutatds mint 6ndll6 tudomanyteriilet a mult szdzad kozepétdl létezik,
és szdmos kozos részteriilete van az alkalmazott matematikdval. Az OR Today cim{i szakmai
folydirat egy kordbbi felmérése szerint az Amerikai Egyesiilt Allamokban az operaci6kutatdsi
szakemberek allaskilatdsa volt a negyedik legjobb a vizsgélt nagyon sok szakma koziil.

A finomabb kategorizélds szerint a globdlis optimalizdlds a nemlinedris optimalizdlds, vagy
mads néven a matematikai programozas témakoréhez tartozik. Az utébbi név a linedris prog-
ramozas analégiajara azt a tertiletet jeloli, amikor az optimalizaland¢é fliggvény, vagy a feltételi
halmazt kijelol6 fiiggvények valamelyike nem linedris.

Az egyik, Hans-Paul Schwefel professzort6l hallott torténet szerint a SIEMENS cég szamara az
atomerdmtivek flitGelemeinek elhelyezését optimalizaltak egy (késdbb targyalt) in. evolicios al-
goritmussal. A mérnokok 4ltal gyakorlati megfontoldsokon és szimmetria elven alapulé kordbbi
megolddson kb. egy szdzalékot sikeriilt javitani a hatékonysag szempontjabol. Ennek ellenére
nem tudhat6, hogy mi lenne az optimalis elhelyezés, és az sem, hogy a jelen megoldas a cél-
tiiggvény értékében mennyire tér el attél. Mégis, az 1j elhelyezési javaslat akkora megtakaritast
jelentett, hogy a kutat6 intézete német Mdrkédban is 9 jegy(i timogatasban részesiilt.

Egy masik hasonlo, nagy volumenti optimalizalasi feladatban egy nagy eurépai multi szdmara
kellett a telephelyek optimalis elhelyezését meghatarozni. Jellemz8 médon a feladat modelljének
felallitdsa nem volt trividlis, és a piacon kaphat6 kereskedelmi optimalizal6 szoftver nem volt
alkalmas a feladat kozvetlen megoldasara. A talélt kozelit6 megoldas kb. 7%-os megtakaritast
jelentett, mikdzben az érintett vallalkozas éves pénzforgalma Euroban is tobb szdzmilliés volt.

A 2000-ben Budapesten rendezett EURO nevii operacidkutatasi konferencian (a konferencia
internetes vendégoldalaa http://www.sztaki.hu/conferences/eurol7/ cimen érhetd el)
George L. Nemhauser professzor Large-Scale Discrete Optimization in Airline Scheduling cimi
plendris el6adédsaval arrdl szadmolt be, hogy az amerikai légitarsasagok optimalizalasi feladatai
(pl. a személyzet beosztésa, litemezési, hozzarendelési és széllitasi feladatok) az évi tobb milliard
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Dollaros koltségek szazalékos nagysagrend;jét is megtakarithatjak.

Sajat esetiinkben a KESZ Kft. szdmara kerestiink egy olyan gyors algoritmust, amely képes
a napi épitési feladatokhoz meghatdrozni azt, hogy a leszabandé munkadarabokat milyen
sorrendben és milyen orientdldssal vagjak ki a raktdron levé kiilonbozé profilt acél rudakbol
ugy, hogy a veszteség minimadlis legyen. A teljes leszamoléds kb. annyi eset megvizsgalasat
igényelte volna, ahdny elemi részecske van az univerzumban (és emiatt nyilvan kivitelezhetetlen
lett volna). A javasolt heurisztika a részfeladatok nagy részén garantéltan optimélis megoldast
szolgaltatott, a tobbin pedig jobb eredményeket tudott adni, mint a korabban hasznalt eljaras.
Az ilyen jellegii nyersanyagok felhasznaldsanak éves volumene az érintett véllaltnal milliardos
nagysagrendi.

Ezen példdk mindegyikében kimondatlanul is nyilvén a legjobb megoldas megtaldldsaban vol-
tunk érdekeltek, és nem csak egy olyant keresiink, amely egy sziik kornyezetében a legjobb
értéket adja. Emiatt ezek is a globdlis optimalizdlds témakorébe tartoznak. Ennek ellenére a
globalis optimalizélasi feladatok leggyakoribb kezelési médja az ignordlas, tehat a felhasznalo
sokszor megelégszik egy helyi keres6 eljards 4ltal adott kozelitd6 megolddssal — ami nyilvdnvalé
moédon mind a célfiiggvényértékben, mind a taldlt optimalizdland6 véltozok értékében tetszé-
legesen messze lehet a valodi megoldastol.

1.1. Intervallum matematika

1.1.1. Intervallum-aritmetika és a befoglal6 fiiggvények

Legyen I a kompakt valés intervallumok tere. Az intervallum-aritmetika mftiveletei ezen a
halmazon vannak értelmezve. A miiveleteket tigy kell definidlni, hogy az A o B eredménye
egy olyan C intervallum legyen, amely pontosan azon c¢ valés szdmok halmaza, amelyekhez
léteznek olyan a € A és b € B valdsok, hogy ¢ = a o b. Itt o a négy alapmfivelet valamelyikét
jeloli. Az ilyen aritmetika segitségével kovetni lehet a kerekitési hibakat, és az adatainkat terhel6
bizonytalansag tiikrozédhet az eredményekben.

Az el6z6 definici6 mellett az intervallum-aritmetikat lehet kizdrdlag a valds aritmetikéra
tdmaszkodva is definidlni. Az [a, b] és [c, d] intervallumokra legyen

[a, b] + [c, d] = [a+ ¢, b+ d],
la, b] —[c, d]=]a—d, b— ],

la, b][c, d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)],
la, b]/[c, d] = [a, b][1/d, 1/¢].

Az osztast csak akkor értelmezziik, ha 0 ¢ [c, d]. Erdemes megjegyezni, hogy ez utébbi feltétel
jol megfogalmazott gyakorlati feladatokban tapasztalataink szerint szinte kivétel nélkiil teljestil.
A valés miiveleteknek ezt a kiterjesztését intervallumokra természetes vagy naiv intervallum-
kiterjesztésnek nevezik. Az utébbi években vizsgaljak az olyan intervallum-aritmetikédkat is, ame-
lyek nem csak kompakt intervallumokon definidltak. Ezeken a nullat tartalmazé intervallummal
val6 osztés is értelmezhetd.

Bér az alapmfiveletek pontosak a fenti értelemben, mégis, a veliik kiszdmitott bonyolultabb
fiiggvények durva becslései is lehetnek a megfelel6 értékkészletnek. A gyakran emlegetett példa
a kovetkez6: az x — x? értékkészlete a [0, 2] intervallumon [—2, 0,25]. Ezzel szemben az
intervallum-kiterjesztéssel ad6do6 intervallum [—4, 2].
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Az intervallum-aritmetika miiveleteinek tulajdonsdgaival foglalkozik az intervallum-algebra.
Szamos, a valds miiveletekre érvényes tulajdonsag véltozatlanul teljesiil az intervallum-mtivele-
tekre is (pl. a kommutativitds, asszociativitds az Osszeaddsra és a szorzdsra), de altalaban nincs
inverz, és érvényes a szubdisztribticiés tulajdonsag: A(B + C) C AB + AC.

Az alapmtiveletekhez hasonléan konnyen lehet definidlni az elemi fliggvények intervallum-
kiterjesztését is, tehat a szamitégépen kiszdmithato fliggvényeket szinte kivétel nélkiil meg lehet
valdsitani természetes intervallum-kiterjesztésben is.

Az intervallum-aritmetika alkalmazdsa szempontjabdl alapveté fogalom a befoglalé filigg-
vény. Az F(X) : 1" — I az f(x) n-valtozos val6s fliggvény befoglalé fliggvénye, ha f(z) € F(X)
érvényes minden z € X pontra és X € I" intervallumra. Az intervallum-matematika fontos
eredménye, hogy az f(x) valos fliggvénybdl természetes (vagy naiv) intervallum-kiterjesztéssel
adodo F(X) fuggvény befoglalo fliggvény.

A befoglal6 fliggvényektdl természetes azt elvarni, hogy bévebb argumentum-intervallumra
ne adjanak sztikebb eredmény-intervallumot. Ezt a feltételt fogalmazza meg az izotonitas: egy
F(X) befoglal6 fliggvény akkor izoton, ha X C Y -bdl kovetkezik F(X) C F(Y). Az izotonitas
szinte minden intervallum-aritmetika implementéciora érvényes.

A befoglal6 fliggvények mingségének fontos mutatdja a rend: azt mondjuk, hogy az F(X)

befoglalé fliggvény rendje o > 0, ha létezik olyan ¢ valds konstans, hogy w(F (X)) — w(f(X)) <
cw(X)® teljesiil minden X € I"-re, ahol w(X) az X intervallum szélessége, és X az X
intervallum fels6 korlatja. A természetes intervallum-kiterjesztéssel ad6do befoglalé fiiggvények
elsérendtiek, de kidolgozott a magasabbrendi befoglal6 fiiggvények elmélete is. Az egynél széle-
sebb intervallumokra a természetes intervallum-kiterjesztést, a kisebbekre pedig a magasabb-
rend(i befoglal¢6 fiiggvényeket szoktdk ajanlani.

A szamitégépes megvaldsitds sordn minden intervallum-miivelet végrehajtdsa utan a kapott
intervallumot moédositani szokds. Az intervallum alsé hatarat lefelé, felsé hatarat felfelé kell
kerekiteni a legkozelebbi dbrdzolhaté szamra. Ezzel az tigynevezett kifelé kerekitési eljarassal
el lehet érni, hogy a befoglalési tulajdonsag a kerekitési hibdk ellenére is fennmaradjon. Ezen
a médon szamitégéppel automatizdlhaté a garantdlt megbizhatésagu befoglald fliggvények
elééllitasa.

Az intervallum-aritmetikdhoz haszndlatos specidlis kerekitéseket az IEEE szabvany biztositja,
ezért napjaink szinte minden processzora tdimogatja. A hetvenes évek kdzepétdl elérhetdk olyan
programozasi nyelvek, amelyek az INTERVAL adattipus hasznélatat timogatjak. Ilyen nyelveken
még az intervallum-aritmetikat megval6sité szubrutinokat sem kell megirni: a megfelel6 befog-
lalé fiiggvény implementaldsahoz elegend? a fiiggvény kiszamitdsahoz hasznalt valtozok tipusat
megvaltoztatni.

A befoglalé fiiggvényekre tdmaszkodé numerikus algoritmusok érzékenyek a befoglal6
figgvény minbségére, pontossdgara. A vdazolt természetes intervallum-kiterjesztés mellett
szdmos mads eljards is ismert a befoglal6 fiiggvények el6allitdsara, példdul a magasabbrendii
derivéltakat is haszndl6é tn. kozépponti alakok, az automatikus derivédldsra és monotonitéas-
vizsgalatra épiild stratégidk a befoglald fiiggvény javitasara, illetve az optimadlis pontossagu
befoglal6 fliggvényt generald eljards. Ezek a médositasok természetesen novelik az egy befog-
lal6 fiiggvény kiértékeléséhez sziikséges szamitasok mennyiségét.

Az intervallum matematikat részletesen targyalo jegyzet vagy magyar nyelvii irodalom sajnos
még nincs. Angol és német (esetleg orosz) nyelvii bevezet$ konyveket tudok ajanlani:

1. G. Alefeld, J. Herzberger: Einfithrung in die Intervallrechnung, Bibliographises Institut AG,
Mannheim, 1974.
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G. Alefeld, J. Herzberger: Introduction to Interval Computations, Academic Press, New
York, 1983.

. H. Ratschek, J. Rokne: Computer Methods for the Range of Functions, Ellis Horwood Ltd.,

Chichester, 1984.

S.A. Kalmikov, Yu.l. Sokin, Z.H. Yuldashev: Az intervallum-analizis mddszerei (oroszul),
Nauka, 1986.

. H. Ratschek, J. Rokne: New Computer Methods for Global Optimization, Ellis Horwood

Ltd., Chichester, 1988.

A jelenlegi numerikus eljardsok szinte kivétel nélkiil helyi informdcién alapulnak: pl. a
vizsgélt fliggvényt adott pontban kiértékel szubrutin megaddasat kivanjdk meg. Bar a sz6bajové
figgvények pontos képletét, vagy legaldbb annak kiszamitasi modjat ismerni kell, mégis a
legtobb numerikus moédszer csak adott pontbeli fliggvényértékre épiil. Szamos feladat és
modszer esetén igazolhatd, hogy csak helyi informéciéra tdmaszkodva az illetd feladat véges sok
lépésben nem oldhaté meg, s6t, ilyen médszer se létezhet (v6. Cs. T., Acta Cybernetica, 1988). Az
a paradox helyzet 4ll fenn, hogy valdjaban az illetd fliggvényrdl lIényegesen tobbet tudunk, mint
amennyit a legtobb numerikus médszer a megoldashoz felhasznal. Ezek tehét a fekete doboz
elvén miikoédnek.

Esszé irasra a kapcsolodé vélaszthat6 témak a kovetkezok:

Affin aritmetika (Ronald van Iwaarden doktori dolgozata alapjan)
Back-boxing, illetve e-inflacié (Ronald van Iwaarden doktori dolgozata alapjan)

Kiterjesztett intervallum aritmetikdk, Kaucher-féle intervallum aritmetika (elsésorban a
Kearfott konyv alapjan)

Intervallumos Newton-iterdci6, Prekondicionéléds (Kearfott konyve alapjan)
lejtd aritmetika (slope, Dietmar Ratz habilitaciés disszertacidja alapjan)
valtoz6 pontossagu aritmetikdk

Taylor-modellek (Martin Berz munkai alapjan)

Feladatok:

frjunk egy rovid programot, amely harom valds szamot dsszead, majd igazoljuk, hogy van
harom szam, amelyre a program altal adott eredmény a ténylegestdl legalabb 2002-vel eltér!

Moédositsuk a programot tigy, hogy az utébbi harom szamra pontos legyen!
Adjunk meg néhany olyan 0sszead¢ eljarast, amely a fenti probléméra megoldast jelenthet!
Vizsgaljuk meg az egyes algoritmusok miiveletigényét!

Milyen modszer felel meg a pénziigyi szamitdsokhoz, ahol lényegében csak egész szdmok-
kal szamolnak, de azért 100.3 + 100.3 + 100.3 = 301?
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e Mit lehet ajanlani olyan alkalmazdshoz, ahol minden sz6bajovd szdm raciondlis, és azt
szeretnénk, ha (zy)/y = x mindig teljestilne?

Postscript file-ként rendelkezésre 4116 doktori dolgozatok, illetve kéziratok:

1. S.L.P. Ferguson: Sphere Packings (a Kepler feladat megoldasdnak részletei)

2. RJ. Van Iwaarden: An improved unconstrained global optimization algorithm, Denver,
1996.

3. F. Messine: Methodes d’Optimisation Globale basees sur I’Analyse d’Intervale pour la
Resolution de Problemes avec Contraintes. Toulouse, 1997.

4. A. Wiethoff: Verifizierte globale Optimierung auf Parallelrechnern. Karlsruhe, 1997.

Alapétlet: a valés szdmokra végzett miiveleteket ki lehet terjeszteni intervallumokra is, és ha
valamely mennyiségrél nem egy konkrét valés szdmmal vald egyenldségét, hanem egy
intervallumba val6 tartozasat ismerjiik, akkor az intervallumokra végrehajtott miiveletek
célirdnyosnak ttinnek.

Halmazelméleti definicié: Ao B :={aob:a € A, be B}; A, B €1, ahol I a valés kompakt
intervallumok halmaza (azaz olyan (i, j) paroké, amelyekre i,j € R, és i < j).

Aritmetikai definicié:
la,b] + [c,d] = [a+ ¢,b+ d]
a,b] — [c,d] =[a—d,b— ]
| % [c,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]
1/[c,d] = [a,b] *[1/d,1/c],ha 0 ¢ [c,d].

Megjegyzés: az osztés definidldsdndl a 0 ¢ [c, d] feltétel gyakran el6fordulé megszoritasnak tiinik,
de a tapasztalatok szerint nem az.

Allitas: az aritmetikai definicié megfelel a halmazelméletinek, és viszont. Tehat az intervallum-
aritmetika ebben az értelemben pontos.

Az intervallum-aritmetika algebrai tulajdonsagai:

e az + ésa —,illetve az * és a / nem inverzei egymasnak, ha intervallumokra alkalmazzuk
Oket. Példaul [0,1] — [0,1] = [—1,1], és [1,2]/[1,2] = [1/2,2]. Valamint [0,0] + [0,1] — [0,1] =
[—1,1] és az eredmény nem [0, 0].

e érvényes az un. szubdisztribticiés térvény, azaz A(B+C') C AB+ AC. Péld4ul [0, 1)([1, 1] —
[1,1]) = [0,0] C [0,1][1,1] — [0,1][1,1] = [—1,1]. Masrészt viszont az « € R konstansra
a(B+C)=aB+aC.

e érvényes az az altalanos szabaly is, hogy a 0-szélességti intervallumokra (amelyekre w(A) =
0, ahol w(A) = b —a, ha A = [a,b]) az intervallum-m{iveletek megegyeznek a val6s
szamokon szokdsos miiveletekkel.

e az Osszeadds és a szorzds kommutativ és asszociativ. Az egyetlen egységelem az [1,1], az
egyetlen zéruselem a [0, 0].
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e érvényes az intervallum-mfiveletek befoglalasi izotonitdsa: A C B, C' C D-bdl kovetkezik,
hogy Ao C C Bo D. (Persze csak akkor, ha az illeté miiveletek definialtak.)

e definidljuk az n-dimenziés A € I" intervallum szélességét a koordindtdnkénti interval-
lumok szélességének maximumaként: w(A) := max(w(4;) ¢ = 1,...,n), ha A = (4,
A,, ..., A,) € I". Ekkor teljestilnek a kovetkezok:

1. ha A C B, akkor w(A) < w(B)
2. w(C+ D) =w(C)+w(D) (az egy dimenzids esetben)
3. w(aB) = |a|w(B)
e Definidljuk az A intervallum m(A) kdzéppontjat a kovetkez6k szerint: m(A) = (a+b)/2, ha

Ael, ésm(A) = (m(Ay),m(Ay),...,m(A,)), ha A € I". Ekkor m(A + B) = m(A) £ m(B),
ha A, B 1.

1.1.2. Intervallum-felosztasi algoritmus

Az intervallum-felosztasi (Moore-Skelboe) algoritmus adott nemlinedris fiiggvény valamely
intervallumon vett globdlis minimumadanak als6- és fels6becslését adja meg. A kezdeti X
intervallumban egy olyan X'-t keres meg, hogy F'(X’) tartalmazza a globélis minimum értékét,
és az F(X') intervallum szélessége kisebb legyen, mint egy el6re adott ¢ pozitiv konstans. Az
algoritmus a kovetkezs:

1. Legyen Y := X és y := min F(X). Inicializdljuk az L = ((Y,y)) listat.

2. Vélasszunk egy olyan k koordinatat, amellyel pdrhuzamosan az ¥ = Y; x --- x Y,,-nek
maximalis hossztsagu éle van.

3. Vagjuk ketté Y-t a k irdny mentén: igy olyan V; és V, boxokat kapunk, amelyekre
Y =ViuU,.

4. Szamitsuk ki F(V})-et és F'(15)-t, és legyen v; = min F(V}) i =1, 2-re.
5. Toroljuk (Y, y)-taz L listabol.

(a) Monotonitasi-vizsgélat: toroljiik a (V;,v;) part, ha 0 ¢ F7(V;) valamely j (1 < j < n)-re
ési =1, 2-re.

(b) Kivagasi-vizsgalat: toroljiikk a (V;,v;) part, ha v; > § (ahol ¢ adott eljards-paraméter,
altalaban a globélis minimum legjobb ismert fels6 korlatja) és ¢ = 1, 2.

6. Tegytiik a (V3,v1) és (Va,v2) parokbdl a megmaradtakat a listdba. Ha a lista tires, akkor
STOP.

7. Jeloljiik a lista azon parjat, amelynek masodik eleme a legkisebb, (Y, y)-al.
8. Ha F(Y') szélessége kisebb, mint ¢, akkor nyomtassuk ki F'(Y') és Y értékét, és STOP.

9. Folytassuk az algoritmust a 2. 1épésnél.
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Az 5a pontbeli monotonitasi teszt akkor torol valamely intervallumot, ha azon az f(x) fliggvény
szigortan monoton. Ilyen esetben az adott intervallum nem tartalmazhat a belsejében mini-
mumpontot. Ha az algoritmus azzal 4ll le, hogy iires lett a lista, akkor meg kell vizsgélni, hogy
nem lehetett-e minimumpont az eredeti X intervallum hataran (példaul agy, hogy az algoritmust
Gjrainditjuk egy X O X intervallummal. Mésik megoldés lehet, ha az 5a lépésben a torlés
helyett az aktuélis intervallumot helyettesitjitkk a megfelels lapjaval. Ekkor nincs sziikség az X
intervallummal val6 ellen6rzésre.

Az 5b pontbeli kivagasi teszt olyan részintervallumokat dob el, amelyekre az f(z) fliggvény
lehetséges legkisebb értéke is nagyobb, mint §. A ¢ értékét megvalaszthatjuk a feladatra
vonatkozo el6zetes informacidink alapjan, de adaptiv médon is: kezdetben legyen ¢ = max F'(X),
majd minden vdgasnal § = min(d, max F'(V;), max F'(V3)). Algoritmusunk 5b 1épése az utébbi
eljarassal biztos nem dob ki olyan részintervallumot, amelyben globélis minimumpont van.
Teszteredmények az 5a, 5b 1épések nélkiil, illetve az 5a 1épéssel:

S5 S7 S10 H3T He6! GP' RB SHCB RCOS
STU 04 07 14 2443 2498 1995 0.1 1427 0.1
NFE 90 186 204 11453 11319 10499 56 9024 98
NDE - - - - - - - -
LLI 48 137 166 5000 5000 5000 28 5000 47
EFF 03 06 05 975 490 528 03 77.5 0.8

S5 S7 510 H3 Hé GP RB SHCB RCOS
STU 12 17 25 95 752 7468 0.1 0.9 0.4
NFE 86 92 94 722 2288 34850 56 384 98
NDE 205 219 227 1158 8141 46355 63 540 149
LLI 3 5 10 361 1238 5000 9 194 29
EFF 10 10 09 16.0 451 4081 0.6 7.9 2.1

Itt S5 - RCOS standard globalis optimalizalési tesztfiiggvények, a hatékonysdgot jelzé mutatok
pedig: STU - standard id6egység, NFE — A fliggvényhivasok szdma, NDE — a derivalthivasok
szama, LLI — a maximalis listahossz, és EFF az intervallumos moddszer relativ hatékonyséaga, a
hagyomanyos, sztochasztikus algoritmusokhoz képest.

1.1.3. Intervallumos Newton mododszer

Az f(z) fuggvény befoglaldsat kiszamitjuk. Feltételezziik, hogy f’(z) folytonos fliggvény az [a, 0]
intervallumon, és

0 ¢ {f'(z),z € [a,b]} é f(a)f(b) <O.
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Ha az f(x) zérushelyének egy X, befoglaldsa ismert, egy jobb X, ; befoglalast a kovetkez6
iteracios képlettel kaphatunk:

_ _ J(m(X5))
Xn+1 T (m(Xn) F,(Xn) N Xn7
ahol m(X) az X intervallum egy bels6 pontja (példaul a kézéppontja). Tekintsiik az f(z) =
Vv + (z + 1) cos(z) fuggvényt a [2, 3] intervallumon. A kapott iterdcids sorozat az intervallumok
w(X},) szélességével egytitt:

K X w(Xy)
1 20, 3,0] 1,0

2 20, 2,3] 03

3 [2,05, 2,07] 0,02

4 [2,05903, 2,05906] 0,00003

5 [2,059045253413, 2,059045253417] 0,000000000004

Optimalizélasi feladatokra nyilvdn a célfiiggvény derivaltjara kell a képleteinket alkalmazni,
hiszen annak a zérushelyeit keressiik. Ekkor az iteraciés formula a kovetkezd lesz:

Xpy1 = (m(Xn) - %) N X,.

Itt f'(x) a célfiiggvény derivaltja, F"(X) pedig a méasodik derivalt befoglal6 fiiggvénye. Vegyiik
észre, hogy az iterdcios képletiink nem fligg kozvetleniil magétol a célfliggvénytdl. Ez rendben
is van abbdl a szempontbdl, hogy nyilvdn azonos iteraciés sorozatot varunk f(z)-re, és annak
eltoltjara, f(x) + c-re.

Idézet a C-XSC Toolbox kényvbdl? az intervallumos Newton mddszernek az adott példara
val6 hasznélataval:

#include "interval.h" /+ include interval arithmetic package */
#include "imath.h" /* include interval standard functions =*/

interval F (real& x) {
return sqgrt(x) + (x+1) x cos(x);

}

interval Deriv (intervalé& x) {

return (1 / (2 x sqgrt(x)) + cos(x) — (x+1) » sin(x));

}

int Criter (intervals& x) { /+ computing F(a) * F(b) < 0 */
interval Fa, Fb; /* using point intervals */
Fa = Inf (x); /+ operator <= is the relational */
Fb = Sup(x); /+ operator ’'element of’ */

return (Sup(Fa*Fb) < 0.0 && ! (0 <= Deriv(x)));

Hammer, R. M. Hocks, U. Kulisch, D. Ratz: C++ Toolbox for Verified Computing. Springer, Berlin, 1995
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main () {
interval y, y_old;
real mid (intervalé&); /* prototype of the midpoint function */

cout << "Please enter starting interval:"; cin >> y;

while (Inf(y) !'= Sup(y)) {
if (Criter(y)) {
do {
y_old = y;
cout << "y = " << y << "\n";
y = (mid(y)-F(mid(y))/Deriv(y)) & y; /* The iteration formula */
} /* & 1s the intersection x/
while (y != y_old);
}
else {

cout << "Criterion not satisfied! \n";
}
cout << "Please enter starting interval: ";
cin >> y;

1.1.4. Példak
2

1. Az intervallumos Newton médszer miikodésének illusztraldsara tekintsiik az f(z) = z* — x

fiiggvényt. Ez egy egyszer{i parabola, amelynek tengelye parhuzamos az y tengellyel, és

amelynek két zérushelye a 0 és az 1. A fliggvény minimumpontja a 0,5, ahol itt a fliggvényérték

-0,25. A célftiggvénytiink derivéltja az f'(x) = 2z — 1, masodik derivaltja pedig f”(x) = 2).
Tekintsiik el6szor az X, = [0, 1] indulé intervallumot, az iterdci6 els6 lépése erre:

/
X, = (m(XO) _ %) N Xy = (0,5 _ %) A [0,1] = [0,5,0,5] N [0,1] = [0,5,0,5].
Ez azt jelenti, hogy pontos aritmetikdval az intervallumos Newton médszer egy 1épésben meg
tudja hatdrozni egy kvadratikus fliggvény minimumaét abszolat pontosan. A kifelé kerekités
ezen nyilvan ront, de ezzel egyiitt is nagyon hatékony eszkoz ez az optimalizalasban. Nyilvan
altalaban nem kvadratikus fiiggvényt kell optimalizdlnunk, de mivel a sima fiiggvényeknek egy
pont kis kdrnyezetében a kvadratikus kozelités tetszdlegesen jo, ezért az intervallumos Newton
modszertdl hasonléan j6 hatékonysagot varhatunk sima nemlineéris optimalizédlasban.

Emlitésre mélt6 az is, hogy példankban nem volt tilbecslés az érintett fiiggvényekben, mert
mind a linedris, mind a konstans fliggvényhez (a kifelé kerekitést leszdmitva az implementacio-
ban) pontos befoglal6 fiiggvényt kapunk mar a természetes intervallum kiterjesztéssel is.

Tekintsiik most az X = [0, 2] kezdGintervallumot, erre a kdvetkez6t kapjuk:

X, = (m([O, %) — %) A Xy = (1 _ %) n10,2] = [0,5,0,5]1[0,2] = [0,5,0,5].

Ebbdl az latszik, hogy az el6z6 nagyszer(i eredményben nem volt annak szerepe, hogy a kiindul6
intervallum kézéppontja volt a keresett minimumpont. Tekintsiink most egy olyan intervallumot,
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amely nem tartalmaz minimumpontot, X, = [1, 2]:

X, = (m([l,Q]) - %) n[L,2 = (1,5 - %) N[1,2 = [0,5,0,5]N[1,2] = 0.

Az intervallumos Newton médszer tehat igazolta, hogy a keresési tartomdnyban nincs minimum-
pont.

2. Vegyiik most az el6z6 példa célfiiggvényének a négyzetét: f(x) = 2*—223+22. Ennek nyilvan a
0 ésaz 1 pontok a minimumpontjai. Az els6 és a masodik deriviélt fiiggvény: f'(z) = 4a*—62%+2z,
illetve f”(x) = 122%>—12x+2. Els6 keresési intervallumként tekintsiik az X, = [0, 2] intervallumot,
ami tehat mindkét minimumpontot (és koztiik az egyetlen maximumpontot is) tartalmazza. Erre
az intervallumos Newton médszerrel a kovetkez6 eredményt kapjuk:

X, = (m(XO) - %) N X = (1 - %) N1[0,2] = [~00,00] N [0,2] = [0,2].

Ez a példa azt mutatja, hogy ha a kiinduldsi intervallumban tobb szélséérték is van, akkor
az intervallum nem valtozik. TFigyeljiilk meg, hogy a metszetképzés kellett ahhoz, hogy a
keresési intervallum ne n&jon. A mdsodik derivalt most egy kvadratikus fliggvény, amihez a
befoglal6 fliggvény altaldban csak ttlbecsléssel adhatéo meg. Esetiinkben az értékkészlet, [—1, 26]
lényegesen kisebb, mint a kapott befoglalds: [—22,50]. Ennek ellenére az értékkészlettel is a fenti
eredményt kaptuk volna, mivel az értékkészlet is tartalmazza a nullat.

A masodik derivalt befoglalasdra a kovetkezd értékeket kapjuk:

F"([0,9,1,1]) = [-1,48,6,02],

illetve
F"([0,99,1,01]) = [1,6412,2, 3612].

Sajnos ez a példa se igazolja azt a kozkeletli vélekedést, hogy az intervallumos Newton maéd-
szert akkor érdemes haszndlni, ha az argumentum intervallum szélessége egynél kisebb. Az
elmondottak miatt csak a masodik esetben szamithatunk arra, hogy a keresési intervallumunk
méretét csokkenteni tudjuk. Ekkor az eredményiink az [1, 1] intervallum. Ennek a magyarazata
pedig az, hogy a keresési intervallum koézéppontjaban az els6é derivalt értéke nulla, masrészt a
masodik derivélt értékei mindeniitt pozitivak, igy a széls6értéket a fiiggvény csak a kdozéppont-
ban veheti fel.

Tekintstink akkor most egy olyan intervallumot, amelynek felez6pontja nem megoldés: [0,98,
1,01]. Erre az intervallumos Newton mddszerrel azt kapjuk, hogy

F(m(Xo)) —0, 0098505
CA S el 7 74 X, = —
Fiix,) ) 0,995 [1,4048, 2,4812]

X, = (m(xo) — ) N10,98,1,01] =

= (0,995 + [0,003970, 0,007012]) M [0,98,1,01] = [0,99897, 1,002012] N [0,98, 1,01] =
= [0,99897,1,002012].

Ezzel a megoldasunkra egy meglehetésen sziik intervallumot kaptunk: a keresési intervallum
kb. tizedére (a szélessége 0,03-r6l 0,003042-re) csdkkent, és ezzel egyiitt a bizonytalansagunk is a
minimum helyét illetGen.
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PELDA. A SIAM (Ipari és Alkalmazott Matematikai) Tarsasdg 2002-ben 10 numerikus feladatot
ttizott ki’. Feladatonként 10 helyes decimalis jeggyel 100 dollart lehetett nyerni. A negyedik
megadott feladat a kovetkez6 fiiggvény minimalizaldsa volt:

exp(sin(50z)) + sin(60e”) + sin(70sin(x)) + sin(sin(80y))—

—sin(10(x + y)) + }L(x2 +9%).

A feladat megolddsara egy intervallum aritmetikdra alapulé korlatozads és szétvalasztds
modszert hasznaltunk. A kapott eredmény a [—10.0,10.0] keresési tartomdnyon a globdlis

7

minimum értékére a kovetkezd also- és fels korlatokat adta:

[—3.306868647475316, —3.306868647475196].

Az eredményben a kiemelt els6 13 jegy matematikai bizonyitéer6vel igazoltan helyes. Ehhez
0.26 masodperc CPU-id6, minimdlis memdriaigény (75 részintervallum téroldsara volt sziikség),
1975 célfiiggvény-, 1158 gradiens- és 92 Hesse-matrix kiértékelés kellett mindossze.

1.2. Automatikus differencialas

Ahogy a kordbbiakban lattuk, a differencidl-hanyadosoknak fontos szerepiik van a nemlinedris
optimalizalasban, de a numerikus matematika szdmos teriileten is szinte elengedhetetlen a hasz-
nélatuk. Ide tartoz6 problémdk vannak a nemlineéris egyenletmegoldasban, az iranyitaselmélet-
ben és az érzékenység-vizsgalatban is. Taldn a legismertebb eset a fiiggvények zérushelyének
megkeresése, itt a derivalt hasznalatdval m{ikodd Newton-Rawson eljards konvergencia-sebessé-
ge lényegesen jobb, mint a derivaltakat nem haszndl6 szel6- vagy hirmdédszeré.

Ma maér egyes programozési nyelvek (pl. a PASCAL-XSC?) is tdmogatjdk az automatikus
differencidldst megfelel6 adattipussal és mfiveletekkel, és szdmos szoftver is haszndlja ezt a
derivélasi modszert®.

1.2.1. Derivaltak a szamitégépeken

7 2z

A leggyakrabban hasznalt két médszer a derivaltértékek el6allitasdra azok numerikus kozelitése
és a "kézzel” val6 derivalt-meghatdrozds a derivélasi szabdlyok alkalmazasdval. A legtobb
numerikus matematikai monografia és a professziondlis numerikus programcsomagok tobbsége
is ezt a két utat javasolja. Mindkét moédszernek vannak azonban olyan gyengéi, amelyek szdmos
feladatban lehetetlenné vagy értelmetlenné teszik alkalmazdasukat. A ritka kivételek egyike Skeel
és Keiper konyve®, amely a szimbolikus differencialdssal szemben is az automatikus derivélast
javasolja.

Erdekes osszefliggések vannak a derivélds és az integralas analitikus, illetve numerikus meg-
hatarozasa kozott is. Az analitikus derivalds konnyen, csaknem mechanikusan végrehajthato,

3Nick Trefethen: A Hundred-Dollar, Hundred-digit Challenge. STAM News 35(2002)

4Klatte, R., U. Kulisch, M. Neaga, D. Ratz, Ch. Ullrich: PASCAL-XSC, Springer-Verlag, Berlin, 1991.

°Pl. a D. Ratz: Automatische Ergebnisverifikation bei globalen Optimierungsproblemen. (Doktori értekezés,
Karlsruhei Egyetem, 1992.) cimi disszertdcidban leirt optimalizaldsi eljards, amely csak a célfiiggvény megadasat
igényli.

6Skeel, R.D.,].B. Keiper: Elementary Numerical Computing with MATHEMATICA. McGraw-Hill Inc., New York,
1993.
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mig az analitikus integrdlds nehéz vagy akar lehetetlen is lehet. Ezzel szemben a numerikus
kozelités a derivéltra gyakran pontatlan, mig az integrélra dltalaban pontosabb.

A numerikus differenciélés viszonylag konnyen programozhaté, sokszor a konyvtéri program
maga 4llitjia ket el6, ha a felhaszndlé nem adott meg szubrutint az analitikus derivéltak
kiszamitdsara. A numerikus derivalt hasznalatdnak elénye, hogy

P4 7 2z

+ nincs elézetes munkaraforditds a derivaltak “kézzel” torténd elballitasara,
+ emiatt javitani sem kell az azok programozasa soran elkovetett hibakat, és

+ akkor is miikodik, ha az illetd fliggvény képletét nem ismerjiik, csak a kiszamoldséra
szolgal6 szubrutin adott.

Hatranya viszont, hogy

— a levagasi hiba miatt sok értékes jegy veszik el. Ez a jelenség csak bonyolult, és nem is
minden szdmitégépes kornyezetben rendelkezésre all6 eszkozokkel csokkenthet6 (véltozo
méretli szamabrazolas, racionalis aritmetika stb.),

— a gyorsan valtozo derivaltak becslésére alkalmatlan.

A hiivelykszabaly szerint — hacsak lehetséges — érdemes el6allitani a derivaltakat szamito
szubrutinokat. Ezen eljaras el6nye, hogy

+ a levagasi hiba nem jelentkezik, a kiszdmitott derivaltértékek altaldban csak nagyon kis
kerekitési hibaval terheltek, és

+ a gyorsan valtoz6 derivéltértékek is jol meghatarozhatok.
A hatranya ezzel szemben, hogy

— a derivaltak képletének meghatarozadsa munkaigényes, és a "kézzel” val6 el6éllitas esetén
gyakran komoly hibaforrds, valamint

— csak a képlettel adott fliggvények derivaltja hatdrozhat6é meg ilyen médon, tehat a kizérolag
algoritmussal adottakat 4ltalaban nem lehet igy derivalni.

Itt kell megjegyezni, hogy a szamitégépes algebrarendszerek (mint példaul a Mathematica, a
Maple vagy a Derive) szimbolikus manipuldciéval el6 tudjak allitani a képlettel adott fliggvények
derivéltjait. Igy ez az el6készité munka legaldbb szdmitégépesithetd, tehdt nem feltétlentil kell
"kézzel” végrehajtani. Az ilyen szimbolikus derivalds, a vele jaré egyszerfisités és a programozasi
nyelvre val6 alakitds id6igénye nagyon valtoz6, mindenesetre a szdmitégépes algebrarendszerek
sokat fejlddtek ezen a téren az utébbi idSben”.

Az automatikus differencidlas egyszerfien abbdl az igénybdl fakadt, hogy az el6z6 médszerek
elényeit kell egyesiteni a hatranyok elhagyaséaval. Olyan eljarast kerestek tehat, amely

"Lasd Iri, M.: History of automatic differentiation and rounding error estimation, in: Griewank, A., G. Corliss
(Eds.): Automatic Differentiation of Algorithms: Theory, Implementation, and Application. SIAM, Philadelphia,
1991. 3-16.
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1.. tablazat. Néhany alapmdtivelet és elemi fliggvény differencidlasa

y=f(z) |latx axz afz Ve o log(z) exp(x) cos(x)
f(x) +1 a —y/r 05/y 1/z Yy — sin(x)

+ lényegében nem igényel el6zetes raforditdst a derivéltak “"kézzel-” vagy akar szamitégépes
algebrarendszerrel, szimbolikus manipuldciéval valé meghatdrozasara,

+ emiatt nem is kell a megfelel6 szubrutinokat programozni és javitani,

+ akkor is miikodik, ha csak az illet6 fliggvény kiszdmoldsara szolgal6 szubrutin adott, de a
figgvény képlete nem ismert,

+ alevéagési hiba miatt nem vesznek el értékes jegyek,
+ a gyorsan valtozo derivéltak meghatarozasara is alkalmas, és

+ a derivaltak kiszdmitdsanak mfiveletigénye altalaban kisebb, mint a numerikus derivélasé,
illetve az analitikus derivaltakat kiszdmité szubrutinoké.

Maga az oOtlet nem nagyon bonyolult, és jellemzé moédon tobben egymastdl fiiggetleniil
ratalaltak®. Ha valaki kedvet érez hozz4, maga is megprobélhatja az automatikus differencilast

Gjra felfedezni: az el6z6 feltételeket teljesits eljarast kell megadni (eddig nem arultunk el semmi
lényegeset a triikkbdl).

1.2.2. Az otlet.

A triikk mind6ssze annyi, hogy haszndljuk az adott fliggvényre ismert kiszdmitasi eljarast az
egyes miiveletekhez tartoz6 derivalasi szabdlyokkal egytitt. Példdul ha f(z) = fi(x)* f2(z), akkor
legyen f'(x) értéke fi(z) * fa(x) + fi(z) = f5(x), ahol f{(z) és fi(x) értéke mar ismert. Minden
egyes részletszamitassal egytitt tehat a rd vonatkozo, az aktudlis valtozé- és konstansértékekhez
tartozo6 derivaltértéket is meghatdrozzuk. A kiinduldshoz a véltozé derivéltja természetesen 1,
a konstansé nulla. Az 1. Tdblazat egyes alapm{iveletek és elemi fliggvények differencidlasanak
formalis lefrdsat tartalmazza, itt = véltoz6, a pedig konstans.

Az automatikus differencidlds implementaldsa soran célszerti olyan adatszerkezetet valasz-
tani, hogy minden, az illet6 fiiggvény kiszamitdsdban szerepet jatsz6 valtozo és konstans szdmara
egy rendezett part haszndlunk, amelynek elsd tagja a szokdsos értéket tartalmazza majd, a
masodik tag pedig a hozza tartoz6 derivaltértéket. Ilyen adatstruktiraval az Gj miiveleteket
egyszer(i felirni szubrutinok segitségével, vagy egyes tjabb programozasi nyelvekben (pl.
C++ vagy FORTRAN-90) az eredeti mfiveletek és standard fiiggvények definiciéjdnak az j
adatszerkezetre valo kiterjesztésével (operation overloading). Az utébbi esetben a mar m{ikodo,
az eredeti fiiggvényt kiszdmit6é programban csak az adattipust kell kicserélni (pl. “real” helyett
“derivative” vagy “gradient”), és maris rendelkezésre allnak a kivant derivaltértékek.

8Os’crovskij, GM., Ju. M. Wolin, W.W. Borisov: Uber die Berechnung von Ableitungen, Wissenschaftliche
Zeitschrift der Technischen Hochschule fiir Chemie, Leuna-Merseburg 13(1971) 382-384 és Wengert, R.E.: A simple
automatic derivative evaluation program, Communications of the ACM 7(1964) 463-464.
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Tekintsiink egy egyszert(i példat az automatikus differencidlds haszndalatdra: hatarozzuk meg
az f(x) = (x — 1)? fiiggvény derivaltjat az * = 2 pontban! A differencidlhdnyados-fiiggvény
f'(x) = 2(z — 1), a keresett derivaltérték pedig 2.

A véltozoénkhoz tartoz6 par (2, 1), a fliggvényben szerepl6 konstanshoz tartozé pedig (1,0). A
zarojelen beliili kifejezés f(x) képletébena (2,1) — (1,0) = (1,1) part eredményezi. A négyzetre-
emelést szorzassal értelmezve az (1,1) * (1,1) = (1,2) part kapjuk, amelybdl kiolvashatd, hogy

F2)=1,6s f'(2) = 2.

1.2.3. Kiterjesztések.

A képlettel megadott fliggvények differencidldsaval szemben szokds kiemelni az “algoritmusok
differencidldsat”. Ezen az automatikus differencidlds egyszerti kiterjesztését értik feltételes
utasitdsokat is tartalmazé eljardsokkal megadott fliggvények derivaldsdra. Az utébbiakkal
kapcsolatban persze felvetédik, hogy differencidlhatok-e ezek egyaltalan. Szerencsére ez a
probléma inkdbb matematikai jellegti, és a technikai megoldéast nem nagyon befolyasolja.

A magasabbrend{i derivéltak el6éllitdsahoz két ut kozott valaszthatunk: vagy kozvetlentil az
egyes miiveletekhez tartoz6 magasabbrendi derivalasi képleteket hasznaljuk (példaul, ha f(z) =
g(z)+h(x),akkor f"(z) = ¢"(x)+h"(x)), vagy az alacsonyabbrendi derivaltak kiszdmitdsdra mar
meglévé algoritmusra alkalmazzuk ismételten az algoritmusok differencidlasat.

A tobbvaltozos fliggvények differencidldsara a bevezetett automatikus differencidldsi médszer
minden tovabbi nélkiil alkalmazhaté, az egyes parcidlis derivéltak meghatarozdsakor csak a
véaltozé-konstans viszonyt kell mindig megfelelSen tisztdzni. Ez is konnyen programozhato, és
igy a gradiens, a Hesse- és a Jacobi-matrix kiszdmit4sa is nagyon kényelmessé tehetd.

1.2.4. Az automatikus differencialas két valtozata.

Az automatikus differencidlés legegyszer{ibb megvaldsitdsa az, amikor a kiilonben mér rendelke-
zésre allo, az adott fliggvényt kiszdmitd programot kibdvitjiik az egyes miiveletekhez tartozé
elemi derivalasi lépésekkel - megtartva az eredeti algoritmus szerkezetét. Ezt a moédszert a
tovdbbiakban sima algoritmusnak fogjuk nevezni. Az angol nyelvii szakirodalomban nincs még
kialakult egységes elnevezése, a “forward”, ”contravariant” vagy ”bottom-up” jelz6kkel szo-
kas megkiilonboztetni (a madsik, forditott eljards angolul “reverse”, “backward”, “covariant”
vagy “top-down”). A két eljards lényegében az Osszetett fliggvények derivaldsahoz hasznélatos
lancszabaly végrehajtasi iranydban kiilonbozik.
A sima eljaras példaul az y = f(g(h(z), k(z))) figgvény automatikus differencidldsa sordn a

du = h'(z)dz,

dv = K(x)dz,

dw = [gu(u,v)W (x) + gy (u,v)k (x)]dz,

dy = f(w)lgu(w, )N (z) + gu(u, v)K (z)]dz

sorrendet koveti.
A forditott eljards az ellentétes iranyban alkalmazza a lancszabalyt:
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dy = f'(w)lgu(u, v)du + gy(u, v)dv],
dy = f'(w)][gu(u,v)du + g,(u,v)k'(z)dz],
dy = f(w)[gu(u,v)dh' (z) + gy (u,v)k (z)]dz.

-

A forditott algoritmus elénye abban van, hogy ez a végrehajtasi sorrend lehet6vé teszi
tobbvéltozos fiiggvények differencidldsa soran bizonyos sziikségtelen miiveletek elhagyésat.
Ennek az az 4ra (amit a kovetkez6 szakasz adatai is aldtdmasztanak), hogy a forditott algoritmus
tarigénye magasabb, és a sima algoritmus egymenetes végrehajtasaval szemben két menetet
igényel.

A két valtozat kozotti kiilonbség megvildgitdsa céljabdl tekintsiik az f(z) = z1(1 — 22)?
fiiggvényt az = = [2,1]7 pontban. A sima eljards az egyes végrehajtott miiveletekkel egyiitt a

megfelel6 derivéaltértékeket is meghatarozza:

f1:$1:2 d1:(1,0>,
fo=x=1 d2:(0,1),

fa=1 ds = (0,0),
fi=fs—fo=0 di=ds—dy=1(0,-1),
fs=fi=0 ds = 2fsds = (0,0),

Jo = f1fs =2 de = f1ds + difs = (0,0).

A sima eljaras ekozben esetleg tobbszor is végrehajtja ugyanazt a miiveletet, viszont nem
igényli a kiszamitasi fa létrehozédsat és tarolasat. A forditott algoritmus ezzel szemben el8szor
meghatdrozza az f; értékeket és a kiszdmitasi fat, majd ennek segitségével eldallitiaa d; = 0f/0f;
értékeket:

d@ =1

ds = dﬁ% =dsf1 =2,
dy = dsg—ﬁ =ds2f, =0,
ds = dy3Ht = dy1 =0,

dy = dy5% = dy(—1) = 0,

dy = ds g = dg f5 = 0.

A gradiens értékét a [d;, do]” vektor adja.

1.2.5. Miivelet- és tarigény.

A 2. Téblazat az automatikus differencidlds két valtozatdnak miivelet- és tarigényét adja meg
néhdny gyakori derivalasi feladatra. A legmeglep6bb adat talan az, hogy egy tobbvaltozos
tiggvénynek és gradiensének meghatédrozasa a forditott algoritmussal legfeljebb négyszerannyi
miiveletet igényel mint az illet6 fiiggvény kiszdmitdsa. A fels6¢ korlat tehat nem is fiigg
kozvetleniil az illet6 fliggvény valtozéinak szamatol.

Az automatikus differencidlds miiveletigénye nagyjabol megfeleltetheté egy ciklusmentes
grafban a legrovidebb it megkeresése miiveletigényének, hozzdadva a kiszdmitasi graf létre-
hozdsanak mfiveletigényét. A tarigény nagy részét a kiszamitdsi graf taroldsa okozza. A tar- és
miiveletigény javitasa terén még varhat6k tovabbi eredmények, de az is latszik, hogy a tarigény
inkdbb csak a miiveletigény rovésara csokkenthetd (és viszont).
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2.. tdblazat. A fontosabb automatikus differencidlési feladatok mitivelet- és tarigénye. Magya-
razat: f: egy n-valtozoés fliggvény, f: m darab n-véltozés fiiggvény, Vf: az [ gradiense,
H: az f Hesse-matrixa, J: az f Jacobi-maétrixa, L(.): az argumentumok meghatdrozdsanak
miiveletigénye a {+, —, *, /, \ﬁlog, exp, sin, cos} alapmfveletek felett, és S(.): az argumentumok
meghatdrozasanak tarigénye.

Feladat Algoritmus
sima |  forditott
LUND || <L) | < 4L
L(f,Vf, H) | O(n’L(f)) | < (10n +4)L(f)
L) | OmLE) | < (3m+1)L(E)
SV | OS() | OS(f) + L(f))
SV H) | OS(f) | OS(f) + L(f))
S(E, J) O(5(f)) | O(S(f) + L(f))

1.2.6. Az automatikus differencialds veszélyei.

Az el6z6ek alapjan gy tlinhet, hogy az automatikus differencidlds szamitégépes megvaldsitdsa
problémamentes. Sajnos nem egészen ez a helyzet, ime néhdny példa:

1. A zérus gyokok esete. Tekintsiik az f(x) = +/a] + 23 fuggvényt. Ez differencidlhato, és a
gradiense a (0.,0.)” pontban (0.,0.)". Az automatlkus differencidlas a négyzetgyok mtivelethez
azonban nem tud értéket rendelni, ha a gyok argumentuma nulla. A felhasznédlé szaméra
ilyen esetekben az a leghasznosabb, ha az illet6 implementécié felhivja a figyelmet erre a
hibalehet6ségre, pl. az IEEE aritmetikat tdimogat6 szamitégépekben a NaN (Not a Number) érték
hozzarendelésével.

2. A programeldgazas esete. Tekintsiik az alabbi utasitést:
if z =1 then f(z) =1 else f(z) = 2?

Vilagos, hogy az igy definidlt fiiggvény folytonosan differencidlhat6, mégis az automatikus
differencidlds a hamis f/'(1) = 0 értéket adja. A példa kicsit erdltetettnek ttinik, de viszony-
lag gyakran el6fordul, hogy adott fliggvény kiszdmitdsdra hasonl6 médon az argumentumok
értékétdl fliggden mas és mas eljardst adunk meg. Valédi megoldést erre a problémadra nem le-
het javasolni, legfeljebb azt, hogy a jelenség tudatdban (kiilondsen az egyenldség-feltétellel adott
programeldgazas esetén) a felhasznal6 ellenérizze, hogy ilyen hiba felléphet-e.

3. A hatarértékkel adott fiiggvény esete. Eddig a fiiggvények megadadsara mindig véges eljarast
hasznéltunk. Mi torténik akkor, ha ez a leirds végtelen? Konny(i olyan alkalmazasi példat
mutatni, ahol a differencidlni kivant fliggvényt csak egy iterativ sorozattal tudjuk jellemezni.
A Kklasszikus analizis szerint viszont a differencidlds és a hatdrértékképzés nem cserélhetdk fel.
Tekintsiik a kovetkez6 egyszerti fliggvénysorozatot:

2 2 2 2

fi@) =ae™ , folx) =xe ™ e, ..., fp=a(e™ )k ...

Automatikus differencidlassal (is) limy_,, f1(0) = 1, habér a valédi f(z) hatarfiiggvényre
f'(0) = 0. Ebben az esetben is csak azt lehet tandcsolni, hogy a jelenség ismeretében az
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automatikus differencidlassal nyert értékeket ellendrizni kell. Ehhez viszonylag kényelmesen
hasznélhat6 elméleti eredmények is rendelkezésre 4llnak’.

1.2.7. Az automatikus differencidlas implementalasa.

A mér emlitett PASCAL-XSC beépitett adattipusainak és kiterjesztett alapm{iiveleteinek a haszna-
lata a legegyszer(ibb. A felhaszndlénak mindossze a megfelel6 adattipusokat kell megvéltoztat-
nia. A FORTRAN-90 és C++ nyelvekben ezek az Gj adattipusok és a kiterjesztett miiveletek meg-
valdsitdsa utdn ugyanolyan kényelmesen lehet az automatikus differencialas sima algoritmusat
alkalmazni, mint a PASCAL-XSC tdmogatasaval.

A kovetkezd egyszerti példdban az f(z) = 25(x — 1)/(x + 2) fliggvény és derivaltja értékét
hatarozzuk meg automatikus differencialdssal az = = 2 pontban. A PASCAL-XSC implementacié
érdekesebb részleteit adjuk csak meg.

program pelda (input,output); type df_type = record f,df: real; end;

operator + (u,v: df_type) res: df_type; begin res.f:=u.f+v.f;
res.df:=u.df+v.df; end;

operator * (u,v: df_type) res: df_type; begin res.f:=u.fxv.f;
res.df:=u.df*v.f+u.f*xv.df; end;

function df_var (h: real) : df_type; begin df_var.f:=h; df_var.df:=1.0; end;

var x,f: df_type;
h: real;
begin
h:=2.0;
x:=df_var (h);
f:=25x(x-1)/(x+2);
writeln (' £, df:’,f.£f,£.df);
end.

Szdmos kevésbé elegans, de anndl hatdsosabb szamitégépes eszkdz (preprocesszor, precom-
piler, keresztfordit6 és més programcsomag) érheté el az automatikus differencidlds megval6sita-
sdra. Mintaként néhdny hiresebbnek az adatai:

o A JAKEF egy FORTRAN precompiler, amit az Argonne National Laboratory fejlesztett ki.
Inputként egy skalar vagy vektorfiiggvényt kiszamité szubrutint hasznal, és eredményként
egy a gradienst, illetve a Jacobi-métrixot el6allité szubrutint ad. A forditott algoritmusra
épiil. A dokumentdciot és a forrdsszoveget is meg lehet kapni. A NETLIB nev{i adatbézis-
ban taldlhat6, b6vebb informdciét tigy kaphatunk, hogy a netlib@research.att.com E-mail
cimre egy “send index” {izenetet kiildiink.

9Fischer, H.: Special problems in automatic differentiation, in: Griewank, A., G. Corliss (Eds.): Automatic
Differentiation of Algorithms: Theory, Implementation, and Application. SIAM, Philadelphia, 1991, 43-50.
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e A FORTRAN programok sima algoritmussal val6é automatikus differencialasdra szolgalo

GRAD programcsomag a kovetkezd cimen érhet6 el: Larry Husch, Dept. Mathematics,
University of Tenessee, Knoxville TN, USA, illetve husch@WUARCHIVE.WUSTL.EDU az
elektronikus postaval.

Az ADOL-C egy C++ nyelven irt rendszer, amely C vagy C++ nyelvii algoritmusok
differencidldsara alkalmas sima és forditott eljardssal is. A forraskod és a dokumentacié
Andreas Griewank cimén érhetd el (Argonne National Labs, Argonne, IL 60439, USA, illetve
elektronikus postaval griewank@antares.mcs.anl.gov).

A MAPLE nevii szamitégépes algebrarendszer az 5.1-es véltozatatol kezdve a szimbolikus
derivalds mellett képes az automatikus differencidldsra is (a sima algoritmussal). Az
“optimize” rutinja csokkentheti a mfiveletigényt, és az eredményt FORTRAN vagy C
nyelven is ki tudja adni.

Meg kell még emliteni, hogy az automatikus differencidldshoz természetes médon kapcsol-
hat6 a kerekitési hibdk becslése és a szamitott derivéltak alsé- és fels6korlatjainak meghatadrozasa
is. Az utdbbi feladatok (részben az intervallum-aritmetikdra tdimaszkodva) szintén kényelmesen
megoldhatok szamitégépen. Az automatikus differencidldsnak b6 irodalma érhetd el, emlitésre
mélt6 a kovetkez két cikk, illetve konyv:

e Kedem, G.: Automatic differentiation of computer programs, ACM Transactions on Mathe-

1.3.
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matical Software 6(1980) 150-165.

Rall, L.B.: Automatic Differentiation: Techniques and Applications. Lecture Notes In
Computer Science, Vol. 120, Springer-Verlag, Berlin, 1981.

Ellen8rz6 kérdések és gyakorlé feladatok

. Ki lehet-e terjeszteni a négy alapmfiveletek val6s szdmokrdl intervallumokra?

Igaz-e, hogy két intervallum Osszege pontosan azokat a pontokat tartalmazza, amelyek
eldallnak a két argumentum-intervallumbeli pontok dsszegeként?

Milyen informéciéra tdmaszkodik a monotonitési teszt?

Mi okozza a befoglal¢ fiiggvények durva becslését?

Mi a kifelé-kerekités?

Hany féle kerekitést enged meg az IEEE processzor-szabvany?

Igaz-e, hogy egy szigortian monoton fiiggvény derivéltjanak befoglal6 fliggvénye nem
tartalmazza a nullat?

Igaz-e, hogy az intervallumos befoglal6 fliggvény szdmitdsa mindig tovabb tart, mint az
eredeti valds fliggvényé?

. Melyik eljarassal kapjuk a legjobb befoglalé fliggvényt az X*X-X fliggvényre a [-1,1]

intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a gyorsabb eljarés a
jobb)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.
25.

26.
27.

28.

Melyik eljarassal kapjuk a legrosszabb befoglalé fliggvényt az X*X-X fliggvényre a [-1,1]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a lassabb eljaras a
rosszabb)

Melyik eljardssal kapjuk a legjobb befoglalé fiiggvényt az X*X-X fiiggvényre a [1,10]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a gyorsabb eljarés a
jobb)

Melyik eljardssal kapjuk a legrosszabb befoglal6 fiiggvényt az X*X-X fliggvényre a [1, 10]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a lassabb eljaras a
rosszabb)

Melyik eljarassal kapjuk a legjobb befoglal6 fliggvényt az X*X-X fiiggvényre a [0.4, 0.6]
intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a gyorsabb eljarés a
jobb)

Melyik eljarassal kapjuk a legrosszabb befoglal6 fiiggvényt az X*X-X fliggvényre a [0.4,
0.6] intervallumra? (X*X nem négyzetreemelés, azonos pontossag esetén a lassabb eljaras
a rosszabb)

Mutassunk példat arra az esetre, amikor w(X) + w(Y) # w(X +Y)!

Mi a szubdisztribticiés szabaly?

Invertdlhaté-e az intervallumos 6sszeadas?

Azonos-e az X intervallum négyzete X * X -el?

Reprezentdlhaték-e mindig a val6és miiveletek intervallum-mftiveletekkel?

Igaz-e, hogy ha X része Y-nak, akkor minden befoglal6 fiiggvényre F(X) is része F(Y)-nak?
Milyen programozasi nyelvek alkalmasak intervallum aritmetikdval val6 szdmoldasra?

Igazoljuk, hogy a vézolt eljards kerekités nélkiili aritmetika esetén pontosan a derivalt
értékét adja.

Adjunk becslést arra, hogy az automatikus differencidlds és az analitikusan megadott
derivalt miiveletigénye hogyan viszonyul egymashoz!

Hogyan miikodik a bels6fiiggvény derivéldsa esetiinkben?

Hogyan lehet eljarasunkat tobbvaltozos fliggvények parcidlis derivédldsara kiterjeszteni?
(Mit kell konstansnak, és mit valtozénak tekinteni?)

Hatarozzuk meg a masodrendii derivéltak el6allitdsdhoz sziikséges aritmetikéat!

Vizsgaljuk meg annak lehet&ségét, hogy az automatikus differencidldshoz hasonléan felépit-
het6 (?) optimalizéldsi aritmetikdt milyen feladatokra lehet alkalmazni!

Az intervallumokra definidlt m{iveletek pontosak, de pontosak-e az ezekkel felépitett
fiiggvények ? Mutassunk példat!
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29

30.
31.

32.
33.

34.

35.

36.
37.

38.
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Milyen fiiggvények intervallumon vett értékkészlete szamithaté pusztan az intervallum
végpontjaiban felvett fliggvényértékekkel?

Mit mondhatunk a konvex, és a konkav fliggvények befoglalé-fiiggvényeir6l?

Prébéljuk meg a val6s szdmokra ismert négy alapmiiveletet altaldnositani kompakt valos
intervallumokra!

Igaz-e, hogy ha X része Y-nak, akkor minden befoglal6 fiiggvényre F(X) is része F(Y)-nak?

Igaz-e, hogy egy szigortian monoton fiiggvény derivaltjonak befoglal6 fliggvénye nem
tartalmazza a nullat?

Milyen intervallumot kapunk eredményiil, ha az f(z) = (22 — 1) x (2* — z) fiiggvény
természetes intervallum-kiterjesztését a [—1, 1] intervallumon kiértékeljik?

Milyen informéciéra tdmaszkodik az intervallumos korldtozds és szétvalasztds tipusa
globalis optimalizalasi algoritmusban a monotonitési teszt?

Definidlja a természetes intervallum kiterjesztést, és mutasson rd példat!

Ismertesse az intervallum aritmetika néhany, a valds aritmetikaétol eltérd algebrai tulaj-
donsagét!

frja meg az automatikus differencidlds szubrutinjait, és tesztelje néhany fiiggvényen!



2. fejezet

A hatizsik feladat

Adottak széllitando6 targyak sullyal (vagy térfogattal) és értékkel (vagy fontossaggal). A feladat

az, hogy meghatdrozzuk a hatizsdkba beteend6 holmiknak azt a részhalmazat, amelyek az el6z6

értelemben a leghasznosabbak, és egyiitt beférnek a korldtozott kapacitasa hatizsakba.
Hasznaljuk a kovetkezd jelolést:

m atargyak szama,
a; azi. targysalya,i=1,2,...,m,

c; azi. targy értéke, i =1,2,...,m,
b arakomdny megengedett maximalis Osszstlya.

Legyen z; értéke 1, ha az i-edik targy bekeriilt a hatizsdkba, és 0, hanem (¢ = 1,2,...,m).

A megoldand¢ feladat ezekkel felirva:

m
max E C; Ly,
i=1
feltéve, hogy
m
g a;r; < b, és
i=1

z; € {0,1}, i =1,2,...,m.

A hatizsdk feladat tehat egy egészértékii, bindris linedris programozasi feladat. Egy egyszerti
kiterjesztése adodik akkor, ha az elhelyezendd targyak kozott vannak azonosak. Ekkor az
optimalizaland6 valtozok értékei nemnegativ egészek lehetnek.

A feladat jellege miatt a kiindulasi feladatra legtobbszor fel lehet tenni azt, hogy a stlyok és a
sulyhatar nemnegativak. Ennek ellenére mind az a;, mind a ¢; értékek eldjele tetszSleges.

2.1. A hatizsdk feladat megoldasa teljes leszamolassal
A hatizsak feladatot megoldhatjuk a durva er6 médszerével (brute force, enumeration). Ennek

lényege, hogy felsoroljuk az 6sszes valtoz6-kombindciét, meghatdrozzuk a lehetséges megolda-
sokra a célfiiggvény értékét, és kivalasztjuk ez alapjan az optimélisat.
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28 2. FEJEZET, A HATIZSAK FELADAT
Az 8sszes valtozo-kombindciét példaul lexikografikus sorrendben hatdrozhatjuk meg. Négy
bindris valtozo6 esetén az igy kapott sorozat:
(0,0,0,0), (0,0,0,1),...,(1,1,1,1).

Az eljaras hatranya, hogy nagyszamu valtozo esetén kezelhetetleniil sok esetre kell ellendrizni a
feltételt, és ez a szam a valtozok szamaval exponencialisan n&.

PELDA. Tekintsiik a kovetkezd feladatot. Legyen a targyak stlya rendre 2, 3 és 4, a hasznosséga
pedig 5, 3, 1, mig a megengedett 6sszstly 5. A megoldast tartalmazé tabldzat (a lehetséges
megolddsokat félkovér betfi, az optimdlist csillag jelzi):

javasolt megoldas | a silya az értéke
(0,0,0) 0 0
0,0,1) 4 1
0,1,0) 3 3
(0,1,1) 7 4
(1,0,0) 2 5
(1,0,1) 6 6
(1,1,0)* 5 8"
(1,1,1) 9 9

Vegyiik észre, hogy a megolddst a mohé moédszerrel is megkapndnk: addig vennénk a
legértékesebb targyakat csokkend hasznossagi sorrendben, amig azt a stilyhatar megengedi.

A feladatnak megfeleltethet6 a kovetkez6, tobbé-kevésbé redlis probléma: adott egy komp,
ennek teherbirdsa 5 tonna. Harom jarmii var az atvitelre: egy 2 tonnds személyauto, egy 3 tonnds
kisteherauto, és egy 4 tonnds szekér. A viteldijak rendre 500, 300, illetve 100 forint. Uzleti okokbdl
kivancsiak vagyunk az eldirdsoknak megfelel, legnagyobb bevételt jelentd fuvarra.

2.2. A hatizsak feladat megoldasa kozvetett, implicit leszamolassal

A megoldasi médszer 1ényege, hogy a teljes leszamoldst ésszerfien gyorsitjuk a feltétel és az
értékek figyelembe vételével. Tobbek kozott azokat a kiértékeléseket tudjuk megtakaritani,
amelyek egyértelmiien nem lehetséges megolddsokhoz tartoznak. Példaul, ha kideriilt, hogy a

(0,1,0,...,1,0,0)
megsérti a sulykorlatot, akkor nincs értelme a tobb egyest tartalmazé
(0,1,0,...,1,0,1)

ellendrzésének — ha a megfeleld stlyok pozitivok.

1. Els6 1épésként alakitsuk 4t a feladatunkat egy konnyebben attekinthetd, kanonikus alakdra:
legyen minden célfiiggvény egyiitthaté nem pozitiv, és a stilyok novekvd sorrendbe rendezettek:
ap < ag < - <y

Az elso feltételt az x; = 1 — x; helyettesitéssel lehet elérni olyan véaltozokra, amelyekre az
nem teljesiilt. Ezeket a valtozokat természetesen meg kell jegyezni, és az eljards végén a ka-
pott optimalis értékeket megfelelden vissza kell alakitani. A masodik tulajdonsag teljesiiléséhez
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a valtozokat kell csak alkalmasan &trendezni (és a megoldds utdn vissza).

2. Az z induldvektornak véalasszuk a nulla vektort. A keresés sordn ettdl haladunk a keresési fa
levelei felé, amelyek utolsé komponense egyes.

3.Ha >, a;xz; < b teljesiil, akkor adjuk z-et a lehetséges megolddsok L halmazdhoz. Hagyjuk
ki az ellen6rizend6 cstcsok koziil azokat, amelyekre a jelen z utolsé nulldi egyikének c;
egytitthatdja negativ.

Ha ez az egyenl6tlenség nem igaz, akkor ugorjuk &t mindazokat a vektorokat a keresésben,
amelyek el6éllnak agy, hogy = utolsé nulla elemei egyike helyett egyes szerepel, és a megfelel
suly pozitiv.

4. Generaljunk egy tjabb vektort! Ha van még ilyen, akkor folytassuk a 3. Lépéssel. Az tj vektor
generédldsa sordn ha lehet, akkor olyant vélasztunk, amely az el6z6 x vektor utolsé nulla jegyeit
modositva kaphaté. Ha ez mar nem lehetséges, akkor visszatériink egy korabban félbehagyott
aghoz a keresési faban.

5. A legnagyobb célfiiggvény értékii taldlt lehetséges megoldas az optimalis megoldds az x*
pontban. Az 1. Lépésben végrehajtott atalakitdsoknak megfeleléen az eredményt visszatransz-
formaéljuk.

PELDA. A korabban vizsgalt példat most nem érdemes haszndlni, mert konnyen lathatd, hogy
abban nincs lehet&ség a keresés gyorsitdsara, mivel a nem lehetséges megolddsok mind a keresési
fa levelein vannak.

Tekintsiik ezért a kovetkezd, kicsit médositott feladatot. Legyen a targyak stilya rendre 4, 3 és
3, a hasznosséga pedig -5, 3, -1, mig a megengedett Osszstly 2.

Kovessiik a kozvetett leszdmolasi algoritmus lépéseit.

1. Irjuk fel az eredeti feladatot:

3
max Z CiY; = max —dy; + 3y2 — s,
=1

a feltétel pedig
3

Zaiyi <b, azaz 4y; + 3y + 3ys < 2.
=1
A kanonikus alakot tgy kapjuk, hogy az y, valtozot 1 — x;-el helyettesitjiik (és ¢, Gj értéke -3
lesz). Ezzel parhuzamosan a stilyok névekvd sorrendje eléréséhez cseréljiik fel a véaltozokat:

1 =1—1yo, T2 = Y3, r3 =Y.

Az 1j feladat ezutan:
max —3x; — Tg — 9x3 + 3,

—31'1 + 3132 + 43[73 S —1.
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2. Az indul6vektor =7 = (0,0,0).

3. A (0,0,0) vektorra a fenti feltétel nyilvdnvaléan nem teljestil, ezért a tovabbi keresésbdl kizarjuk
a (0,1,0), (0,1,1) és (0,0,1) eseteket is, mivel az utolsé két stly pozitiv, tehat ezekre az esetekre sem
teljestilhet a feltételiink.

max —3r; — Xy — dxr3 + 3,

—3x1 + 319 + 43 < —1.

4. A kovetkez6 keresési vektor z7 = (1,0,0).

3. Az (1, 0, 0) vektor salya —3 < —1, tehat L = {(1,0,0)}. Az ehhez a vektorhoz tartozé
célfiiggvényérték 0. Mivel az (1,0,0) vektor hatsé nulldi mindegyikéhez negativ célfiiggvény-
egytitthato tartozik, ezért mds vektort mar nem is kell megvizsgalni: a tovébbi lehetséges meg-
oldésok célfiiggvényértéke kisebb lenne a megtalaltnal.

5. Az atalakitott feladat optimaélis megolddsa tehat (1,0,0). Az 1. Lépés atalakitdsa alapjan az
eredeti feladat optimalis megoldasa

?/1:553:0;
y2:1—$1:07
y3:l‘2:0.

Az ehhez tartozo6 célfliggvényérték pedig természetesen 0.
Az eredmény szépen értelmezhet6 az eredeti

max —5y1 + 3y2 — Y3,

4y + 3y2 + 3yz < 2

feladatra. Eszerint a célfiiggvény optimuma a teljes, feltétellel nem korlatozott tartomédnyon a
(0,1,0) pontban lenne. Ez azonban nem lehetséges megoldas, mert a mésodik komponens miatt
az eldirt feltétel nem teljesiil. Az egyenldtlenséget az y, = 0 valasztassal teljesithetjiik, ez pedig
épp a kapott megoldast adja. Mivel a célfiiggvény egyiitthatok és a stilyok egyike sem nulla, ezért

mas megoldas nincs is.

2.3. Kapcsol6dé feladatok
A hajoérakodasi feladat

Korlatozott térfogata szallitbeszkoz esetén a héatizsak feladat feltételéhez a térfogatra vonatkozot
is meg kell adni. Kovessiik a kordbbi jellést:
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m  atargyak szama,

a;; azi. targysilya,i=1,2,...,m,

as; azi.targy térfogata, i =1,2,...,m,

d; az1.targybol rendelkezésre 4116 mennyiség,
¢, azi. targy értéke, i =1,2,...,m,

by arakomdny megengedett maximaélis 6sszstlya,
by arakomdny megengedett maximalis 6ssztérfogata.

Legyen z; értéke ismét 1, ha az i-edik targy bekeriilt a rakomanyba, és 0, ha nem (i =
1,2,...,m). Ha tobb i-edik targy is van a rakomdanyban, akkor z; értéke legyen a megfelel6
egész szam.

A megoldand¢ feladat ezekkel felirva:

m
max E C;T;,
1=1

teltéve, hogy

Zajﬂi < ij Jj=12,

i=1

xr;egész, 1 =1,2,...,m.

Allapitsuk meg, hogy a hajérakodasi feladat is megoldhat6 a korabban ismertetett implicit
leszdmoléssal, de modositést kell rajta végrehajtani. Bér elvileg a két feltétel egymastol fiigget-
leniil is érvényesithet6 az ellenérizendd vektorok szamdanak csokkentésére, de a sulyok és a
térfogatok értékei egyszerre nem feltétleniil rendezheték novekvé sorrendbe. Ennek ellenére a
kapott eljaras altaldban hatékonyabb lesz, mint a teljes leszamolas.

Vegytiik észre, hogy hasonlé6 médon tovéabbi feltételek is érvényesithetdk, pl. a rakomény 6ssz-
hosszéra stb.

A fix koltség feladat

A termeld, szolgaltaté vallalkozdsok a koltségeik csokkentésére torekszenek. Tekintsiik azt a
feladatot, amely a fix és termeléssel aranyos koltségek viszonyét vizsgélja.
Hasznéljuk a kovetkez6 jelolést:

m a termékek szdma

T az i. termék gyartandé mennyisége

d; az i. termék gydartasi korlatja

iy a j. termék egységnyi mennyiségének gyartdsahoz az i. er6forrasbol
felhasznalt mennyiség

b; az i. er6forrasbol rendelkezésre 4116 mennyiség

& az 1. termék fix koltsége (vagy nulla)

ki(xz;) azi.termék mennyiségtdl fliggd termelési koltsége
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A matematikai modell ezek alapjan:

mini fi(z;) = min i ¢+ i ki(z:)
i=1 i=1 i=1

teltéve, hogy

ngzgdl, és

Az <b.

A feladat nemlinedris k;(z) esetén szepardabilis, linearisan korladtozott nemlineéris optimaliza-
lasi feladat. Amennyiben a gyartandé termékek mennyisége egész, akkor raaddsul egészértékii
(vagy vegyes egészértékii) nemlinedris optimalizdlasi problémaval allunk szemben.

0.6

Gyakori eset, hogy a nem fix beruhdzasi fliggvényrész x;°, vagy hasonl6 alaku, és igy
feladatunk a konkav optimalizalas tertiletére tartozik.

2.4.

1.

10.

Ellen6rz6 kérdések és gyakorlé feladatok

Mutasson olyan értelmes gyakorlati feladatot, amely olyan hétizsék feladatra vezet, amely-
ben a célfiiggvény egyiitthaték mind negativok!

. Hogyan fogalmazna &t a teljes leszdmolds médszerét a hatizsék feladat azon esetére, amikor

tobb azonos targyat kell elhelyezni?

. Mutasson példat, amelyre az implicit leszamol4si eljaras az els6 lehetséges megoldassal meg

is taldlja az optimédlis megoldéast!

. Mutasson példat, amelyre az implicit leszdmolasi eljards is minden szébajové vektort meg

kell hogy vizsgaljon ahhoz, hogy megtaldlja az optimélis megoldast!

. Keressen gyakorlati példat arra az esetre, amikor a hatizsék feladat célfiiggvény egydiitthat6i

kozott vannak pozitiv és negativ eljeltiek is!

. Mi adja a lényegi eltérést a hatizsdk- és a hajorakodasi feladat kozott?

Ha egy 2 Ghz-es PC 10 o6rajel alatt tudja egy vektorrdl eldonteni, hogy az lehetséges
megolddsa-e a hatizsak feladatnak, akkor egy nap alatt milyen méret{i feladat megolddsara
lehet biztosan szdmitani (tehdt a legrosszabb esetben)?

. Keressen redlis alkalmazdsi feladatot, amely olyan hatizsak feladatra vezet, amelyben

negativ és pozitiv stlyok is kellenek!

. Indokolja, hogy a fix koltség feladat miért nem vezethet6 vissza kozvetleniil a hatizsdk

feladatra!

Adjon meg egy olyan hatizsdk feladat osztdlyt, amely minden elemére nem negativ az
optimalis célfiiggvény érték!
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.
24.
25.

Mit lehet mondani annak a hatizsdk feladatnak a megolddsairdl, amelyben minden suly és
minden célfiiggvény egytitthat6 is megegyezik?

Jellemezze a hajorakodasi feladatoknak azt a részhalmazat, amely megfeleltethetd a hati-
zsék feladatnak!

Tekintstik a maxz, + 2y, 221 + zo < 2 hatizsdk feladatot. Milyen mértékben lehet
megvaltoztatni a sulykorlatot ahhoz, hogy a megoldés ne valtozzon? Mi a helyzet a feladat
tobbi paraméterével?

Tegyiik fel, hogy egy hatizsdk feladatban a legnagyobb célfiiggvényértékhez tartozo targyak
Osszstlya a megadott korlat alatti. Mit mondhatunk ekkor az optimaélis megoldasrol?

Ha a hatizsak feladatban megadott legfontosabb targyak Osszstlya épp a stulyhatart adja,
akkor mi az optimélis megoldés?

Mutasson olyan hatizsak feladatot, amelynek optimalis megolddsdban a legkisebb értékii
targy is benne van!

Igaz az, hogy barmely bindris vektorhoz konstrudlhat6 olyan hétizsdk feladat, amelynek ez
egyetlen optimalis megolddsa? Es olyan, amelynek csak ez nem optimélis megoldasa?

Mi a hatrdnya a Monte Carlo médszernek (egyenletes eloszldssal generalunk vektorokat,
és a taldlt legjobb célfiiggvényértékii vektort megjegyezziik) a hatizsak feladat megoldésa
soran?

Oldja meg fejben a max z1+2z,, 22;+x2 < 2 hatizsdk feladatot! Melyik médszert haszndlta?

Erveljen a teljes leszdmolds moédszere mellett: mikor elénydsebb az, mint az implicit
leszamolas?

Mennyi a miiveletigénye az implicit leszdmolas elsd, el6készitd 1épésének?

Mi a megolddsa annak a hatizsdk feladatosztdlynak, amelyben minden suly, érték és
salyhatar megegyezik?

Miért nincs értelme a hatizsak feladatnak m = 1 esetén?
Mutassa meg, hogy a fix koltség feladat specialis eseteként el64ll a hatizsdk feladat!

A levezetett szamoldsi példara novelje a stilykorlétot, és tdrgyalja annak hatdsat a lehetséges
megoldasok halmazara!
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3. fejezet

Az utazé ligynok feladat

Az operécidkutatds egy nevezetes, kozponti feladata az utazé tigynok problémdja. Legyenek
adottak meglatogatand6 vdrosok, ismerjiik a koztiik 1évé tadvolsagokat. A feladat egy olyan
minimdlis hossztisdgi utvonal megtaldldsa, amely minden varost érint, mindegyiken csak
egyszer halad at, és a korat végén visszatér a kiindulési varosba.

A matematikai modell megfogalmazasdban legyen a kordbbiaknak megfelel6en a meghata-
rozand6 véltozok halmaza z;; € {0,1}, ¢,7,=1,...,n, ahol n a vdrosok szdma, z;; pedig azt adja
meg, hogy az i. és a j. varos kozott dthalad-e az aktudlis koruat. A feladatot a kovetkezbek szerint
fogalmazhatjuk meg:

n n
min E E Cij Lij,

i=1 j=1

feltéve, hogy

dwa=1(=1,...,n),
t=1

wy=1(=1,...,n),
t=1

S Y ayz1l Qc{l..n), Q#0,

i€Q  je{l,..n\Q

Tij S {O,l},i,jzl,...,n.

A célfiiggvény a megtett Gtszakaszok koltségét Osszegzi. Az els6 feltétel azt koveteli meg,
hogy az tigynok minden varosbdl kimegy, a mdsodik pedig azt, hogy mindegyikbe bejut, mindkét
esetben pontosan egyszer. E két feltétel teljesiilése esetén még el6fordulhat, hogy a kapott titvonal
kiilonallé korutakbol 4ll, ami a feladat eredeti megfogalmazdsdnak nem felel meg.

Ezt a problémét rendezi a kovetkezd feltétel. Ha lenne olyan zéart korat, amely nem
tartalmazza az Osszes varost, akkor az ehhez tartozé varosok alkotta () halmazra ez a feltétel
nem teljestilne, hiszen ekkor a baloldali 6sszeg nullanak ad6dna.

Allapitsuk meg, hogy a megfogalmazott operacikutatdsi feladat egy linearis egyenldség és
egyenl6tlenség korlatokkal ellatott nulla-egy linedris programozasi feladat.
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Az utaz6 tigynok feladat szamos alkalmazasban fordul el$ kisebb-nagyobb mdédositédssal:

Az egyik legkézenfekvébb a tomegkozlekedés jaratiitemezési problémdja. Adjuk meg azt az
utvonalat, amelyet egy busznak meg kell tennie ahhoz, hogy bizonyos jaratok tutvonalan a
megfelel§ szolgaltatdst nytjtsa, ehhez a lehetd legrovidebb tutvonalat keressiik, és a jaratok
teljesitése utan térjen vissza az indulési dllomasara.

Hasonl6 eset a fémmegmunkéldsban a szerszdmgépek olyan vezérlése, hogy a befogott
munkadarab lehet6 legkisebb mozgatdsa révén minden részmiivelet helyét érintse a faro,
szegecseld stb. fej, majd térjen vissza a kiindulasi helyzetébe.

Tekintsiik azt a problémat, amikor a feladat egy gyér altal termelt termékek sorrendjének
meghatdrozasa — tekintettel arra, hogy az egyik termék gyartdsardl egy masiknak a termelésére
val¢ atallasnak id6ében, vagy direkt koltségben eltérd dra van. Természetesen minden terméket le
kell gyartani, és a teljes termelési ciklus utan ugyanabba a helyzetbe tér vissza a gyéartasi sorrend.

Bonyolultabb a helyzet, ha repiilégépek és azok személyzete utitervét kell optimaélisan
meghatédrozni agy, hogy megadott vdrosokat érintsenek, a hatékonysag a lehetd legjobb legyen,
de a szervizelési, pihenési stb. el6irdsokat betartsdk.

Kozvetve idetartozik az irégépek, szamitdgépes billentylizetek tervezése is. Ekkor adott
nyelvi kornyezetben megmeérik, hogy két beti egymas utdni el6forduldsa milyen gyakori. Ennek
megfelel6en a cél olyan billentyfizetet megadni, amelyre a tipikus szovegek gépelése sordn a
lehetd legkevesebbet kell mozgatni a keziinket.

Utaz6 ligynok feladatot old meg a ment&s diszpécser is, amikor meghatérozza, hogy a mentd
az aznapi betegeket milyen sorrendben vegye fel a lakdsukban, szallitsa a dializis kezelésre, majd
vissza otthonukba. Ebben a feladatban a kérhdznak kiemelt helye van, nyilvdn nem lehet azt
utolsoként érinteni...

Az utaz6 tigynok feladata interpretalhaté tgy is, hogy minimalis hossztisagu, minden csticsot
érint6 irdnyitott korutat kell meghatarozni egy adott grafban.

Az utazé iigynok feladat kordbban ismertetett modellje 2" darab feletti feltételt tartalmazott,
ez valodi feladatok esetén elviselhetetleniil nagy szdm. A. Tucker 1960-ban kevesebb feltétellel
fogalmazta tGjra a feladatot:

n n
min E E Cij Tij,

i=1 j=1

teltéve, hogy

daa=1(3=1,...,n),
t=1
dwy=1(=1,...,n),
t=1
u —uj+ (n— 1 <n—2 2<i#j<n,
i = 0, l‘z‘jE{O,l}, ,j=1...,n,

u; >0, u; egész, 1 =2,...,n.
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A részkor mentességet a 3., Uj feltétel hivatott biztositani. Az 4j feladatnak n* nagysagrendii
feltétele van. A konstrukcié lényege, hogy az u; szdmokkal alkalmasan sorszamozott koruat
elemekre a 3. feltétel csak akkor teljestilhet, ha az teljes korut (vo. a kovetkezé bizonyitds vége).

ALLITAS. Az utazé tigynok feladat két modellje ekvivalens.

BIZONYITAS. A két feladat célfiiggvénye megegyezik, tehat a lehetséges megoldasok halmazanak
megegyezését kell igazolni.
Tekintsiik el6szor azt az esetet, hogy az eredeti feladatnak az X matrix egy lehetséges
megoldasa:
Ty = Tigiy =+ = Ti1 = 1, €8

x;; = 0 kiillonben.

Ehhez megkonstrudljuk azt az (X,u) part, amely lehetséges megoldasa lesz a masodik
feladatnak. Mivel X lehetséges megoldédsa az elsd feladatnak, ezért ehhez tartozik egy korut,
amely az (1,42), (i2,43),..., (in, 1) éleket tartalmazza. Definidljuk most u értékét a kovetkezok
szerint:

u, =t, t=2,...,n.

Csak a harmadik feltételrendszert kell igazolni, a tobbi teljesiilése nyilvdnvalé. Tekintsiink egy
tetsz6leges ide val6 indexpdrt: 2 < i # j < n. Az u definici6jabol ad6dik, hogy w; —u; < n — 2.
Masrészt z;; = 1 pontosan akkor teljesiil, ha i és j a koratban kozvetleniil egymas utani indexek:
ha i = i,, akkor j = i,;. Innen erre az esetre

w—uj+n—1z,;=r—(r+1)+n—-1)=n-2,

tehdt a harmadik csoport feltétel is teljesiil, igy X lehetséges megoldasa az els6 feladatnak.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a masodik feladatnak az (X, u) pér egy lehetséges megolda-
sa, de van egy diszjunkt részkorat, tehat z;,;, = 24,5, = - = 25,5, = 1,651 < k < n. Az
altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy 1 ¢ {i1,is,...,4;}. Mivel (X, u) egy lehetséges
megoldasa a masodik feladatnak, ezért

Uiy — Uiy + (n — 1)xi1,i2 < n-— 2,
Uiy — Uiy + (TL - 1)1‘2‘271‘3 < n-—2,
Usy, — Ugy + (TL — 1)1'1']“1'1 < n- 2

teljestil. Az egyenl6tlenségeket 6sszeadva azt kapjuk, hogy k(n — 1) < k(n —2),ami 1 <k <n
esetén ellentmondés. O

Mivel az utaz6 tigynok feladat feltételrendszere csak az n szamtdl fiigg, ezért a feladatot egyértel-
miien meghatdrozza az n szdm, és a C' koltségmatrix.

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy a C mitrix ekvivalens a D maétrixszal (jelolése: C' ~ D), ha van-
nak olyan oy, g, ..., és B1, Bo, ..., B, szdmok, hogy igaz c;; = d;; + o, + ; minden indexpaérra.
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SEGEDTETEL. Ha C' ~ D, akkor a C' matrix dltal meghatarozott TSP(C') utaz6 tigynok feladat op-
timdlis megolddsa megegyezik a TSP(D) feladatéval.

BI1ZONYITAS. Mivel mindkét feladatnak létezik optimdlis megolddsa, ezért a segédtétel allitdsa
korrekt. A két feladat lehetséges megoldasai halmaza megegyezik, legyen ez L, a két célfiiggvény
pedig z¢ és zp.

Azt fogjuk megmutatni, hogy létezik olyan + konstans, hogy zc(x) = zp(z) + 7 teljestil
minden x lehetséges megoldasra. Mivel C' ~ D, ezért vannak olyan oy, s, . .., v, €s 1, o, ..., By
konstansok, hogy ¢;; = d;; + a; + §; minden 1 <4, j < n indexpérra.

Ekkor o o
zo(@) =33 ey =Y ) (dij+ai+ Bz =
i=1 j=1 i=1 j=1

n

Z Zdijxij + ZO&,‘ inj + Zﬁj Z]},J
=1 j=1 j=1 =1

i=1 j=1

Mivel z lehetséges megoldas, ezért mindkét utébbi masodik szumma egy:

n n
E (L’Z'j = E J]Z'j =1.
7j=1 =1

Ezértaztan v = > | a; + >, ; megfeleld valasztds: z20(X) = Zp(X) + . Ez épp a segédtétel
allitasat igazolja. 0

KOVETKEZMENY. Az optimdlis megoldas meghatarozasat illetGen elegend6 olyan utazé tigynok
feladatokat vizsgdlni, amelyekre C' > 0 teljestil.

Vegyiik észre, hogy a harmadik feltételcsoporttdl eltekintve az utazé tigynok feladat a
hozzarendelési feladatot adja. Emiatt az utaz6 tigynok feladat L lehetséges megoldasai halmaza
része a megfelel hozzarendelési feladat S lehetséges megoldasai halmazanak: L C S. Mivel

min{z(X) : X € S} <min{2(X) : X € L},

ezért

i, ha X optimalis megoldasa a H(C') hozzarendelési feladatnak és X teljes korat, akkor X
egyben optimalis megoldasa a TSP(C') utazé tigynok feladatnak is, és

ii, Ha X optimalis megoldasa a H(C') hozzarendelési feladatnak, akkor z(.X) egy als6 korlatja
a TSP(C') utazo tigynok feladat optimumértékének.

Az1-2-3-4-5 teljes korathoz tartozé egy hozzarendelési feladat koltségmatrixa (M az adott
szamitogépes kornyezetben abrazolhat6 legnagyobb szam):

—aaal

1 5
M 1
5 M
5 5
5 5

L~ u1tawu

5
5
1
M
5
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A kovetkezd koltségmatrixhoz tartoz6 hozzarendelési feladat optimalis megoldédsa (1-2-3, 4
- 5) nem ad lehetséges megoldast a kapcsolodé utazoé tigynok feladatra:

M 1 5 5 5
5 M 1 5 5
1 5 M 5 5
5 5 5 M 1
5 5 5 1 M

Az utazé ligynok feladat tulajdonsagai miatt szdmos esetben ésszerfi azt feltételezni, hogy a
koltségmatrix szimmetrikus. E szabdly al6l azonban vannak természetes kivételek. Még varosok
kozti tdvolsag esetén is lehet eltérés az oda és a visszaat kozott, de még gyakoribb a termékek
gydrtasi sorrendje megvalasztdsa esetén, hogy az A termék gyartdsardl a B-re pl. gyorsabban
lehet attérni, mint forditva.

Az utaz6 igynok feladat nagyszamau feltételére, és a leszamolasi eljaras reményteleniil nagy
miiveletigényére tekintettel a feladatot szokds egyrészt korlitozis és szétvilasztds modszerrel meg-
oldani, mésrészt gyors, heurisztikus kozelito eljardsokat alkalmazni.

A korlatozas és szétvalasztas modszerét gyorsitani lehet akkor, ha jo korlatokat tudunk meg-
adni az optimum értékére. Ennek eszkoze lehet a kordbban ismertetett attérés a megfelelé hozza-
rendelési feladatra.

Egon Balas és Paolo Toth szdmitégépes kisérleteket végzett, amelynek sordn 400 problémét
generdltak véletlenszertien. Egyenletes eloszlassal hatdroztdk meg a feladat méretét az 50 < n <
250 hatarok kozott, és a célfiiggvény egyiitthatokat is az 1 és 100, illetve mds esetben az 1 és 1000
kozotti egészek koziil.

Az igy el6all6 feladatokat megoldottdk mint TSP feladatot, és mint hozzarendelési feladatot
is. Azt kaptadk, hogy a hozzarendelési feladatok optimumértékei atlaga 99.2 %-a volt az utazé
tigynok feladat optimumai atlagédnak. Az eredményekbdl kitlint, hogy n novekedésével a relativ
eltérés csokkent.

Ezzel egytitt az utaz6 tigynok feladat az tn. NP nehéz feladatok kozé tartozik, tehdt nem
ismeretesek azt az n feladatméret polinom fiiggvényével korlatozott id6 alatt megoldo eljarasok.
Emiatt el6térbe kertiltek a kozelité modszerek, amelyek csaknem optimalis megoldast adnak vi-
szonylag rovid id6 alatt.

3.1. Az utazé ligynok feladat heurisztikus algoritmusai

A heurisztikus algoritmusok lényege, hogy ezek az eljardsok gyorsan, kevés miiveletigény dran
javitjak a kozelitd megoldasokat — de arra nem mindig van remény, hogy ezek minden esetre kon-
vergédlndnak az optimadlis megoldashoz.

Legkozelebbi viros beillesztése: az eddigi részkorutat bovitsiik egy olyan Gjabb varossal, hogy a
részkorut varosain kiviili varosok kozott megkeressiik azt a k-t, amelynek tdvolsaga a legkisebb
a részkorut valamely varosahoz. Ezutan ezzel b6vitjiik a részkorutat: Ha c;;, volt a kivalasztasban
talalt minimalis tavolsag, akkor az Gj részkoratban az i. varos utan a k. kovetkezik, majd ezutdn
az i varost eddig kovetd i'.

PELDA. Tekintsiik a legutébb vizsgalt feladatot, amelynek C' koltségmaétrixa
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aara
Z—utaw

1 5 5
M 1 5
5 M 5
5 5 M
5 5 1

Kiindulashoz vegytiik az {1, 1} korutat. A tobbi véros ett6l mért tdvolsaga rendre 1, 5, 5 és 5.
Ez alapjan a 2. varossal boviil a részkorat: 1-2 - 1.

A kovetkezd lépésben tekintsiik a 3., 4. és 5. varosok tavolsagait az 1. és 2. varosoktol. Ezek
a C matrix f6atldja feletti elemek, az els6 és masodik sorban (c;; kivételével). A minimumot a
co3 = 1 tdvolsdg adja, ezzel a kib&vitett részkort:
1-2-3-1.

A harmadik 1épésben a minimalizdlandé tavolsagok cia, cos, €34, 15, Co5 és c35. Ezek mind-
egyike 5, valasszuk a 4. vérost a b6vitéshez. Ezzel az Gj részkorat: 1-2-3-4-1.

Az utols6 1épésben mar csak egy varosbdl valaszthatunk, és ezt a 4. varoshoz kell kotni: 1 - 2
-3-4-5-1lesz a heurisztika altal talalt teljes korat. Ez nyilvan lehetséges megoldés, a hozza
tartozo Ossztdvolsag 13. Ez egyben optimdlis megoldés is — bar ez nem jellemzé a heurisztikdk
esetén. O

A legkozelebbi vdros hozzdaddsa: Az el6zénél egyszertibb heurisztika: az aktudlis Gitvonalat moho
modon bdviti a meglevd ttvonal végpontjdhoz legkozelebbi varossal. Ha minden varos szerepel
mar az utvonalban, akkor az utolsét 6sszekoti az elsével, és igy képez teljes korutat.

PELDA. Mutassunk most egy olyan példat, amely szuboptimdlis megoldast eredményez. 3
varos esetén ez nem lehetséges, ahogy konnyen beldthaté. Tekintsiik akkor a kovetkezd
tadvolsdgmatrixot:

M 4 5 73
4 M 3 5
5 3 M 4
V73 5 4 M

Ez két, a rovidebb oldalaval dsszeforditott Pitagorasz-haromszoget tartalmaz. Az igy kapott
paralelogramma természetes médon ad egy koriiljardst, amely 18 hossza. Ez a korataz1-2-4 -
3-1.
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Kovessiik végig a legkozelebbi varos hozzdadédsa heurisztikdt az 1. varosbdl indulva. Az
els6hoz a mésodik varos a legkozelebbi (lasd a tavolsdgmatrix elsd sordt). A 2. varosbdl (az
els6t kivéve a keresésbdl) a 3. varos van a legkozelebb. A harmadikbdl mar csak a 4.-be
mehetiink. Ezutdn zéarjuk a korutat, ami igy 1 -2 -3 -4 - 1. Az ehhez tartozo6 teljes megtett Gt
44 3+44 V73 ~19.544. O

3.1.1. A tavolsagvektor szerepe a heurisztikikban

A legkozelebbi véros beillesztése heurisztika O(n?) miiveletigény(, ha az un. tdvolsigvektorokat
hasznaljuk: az iterdcié6 minden lépésében ez a vektor tartalmazza az eddigi részkorutbeli, és az
azon kiviili varosok tavolsagét.

Kiinduldsként ez a vektor az 1. vérostdl val6 tdvolsadgokat tartalmazza. Ez késébb, a k.
varosnak a részkortatba valé bevondsa utan tgy modosul, hogy a k. vdrosnak a részkoraton
kiviili varosoktol mért tdvolsagai és az adott varosokra vonatkozd, a tavolsagvektorban meglévé
értékek minimumat kell képezni.

A tavolsagvektor hasznalatdval minden iterdcids 1épésben n-nél kisebb szdmu 6sszehasonli-
tast végziink, mig enélkiil a tdvolsdagmatrix n*-tel ardnyos szdmu elemét kellene megvizsgalni, és
ez nyilvanval6éan lényegesen rontana a heurisztika mtiveletigényét.

PELDA. Tekintsiik ismét a kordbban vizsgélt utazé tigynok feladatot, amelynek koltségmatrixa

au = u

1 5 5
M 1 5
5 M 5
5 5 M
5 5 1

Z—utau

A legkozelebbi varos beillesztése heurisztika elsd 1épésében az 1 - 1 részkorathoz a tavolsag-
vektor az (1, 5, 5, 5) elemeket tartalmazza (ez a matrix els6 sora, a f6atlobeli elem kivételével).

A kovetkez6 1épésben a részkorutat a 2. varossal bovitjiik. A tdvolsagvektorban a 2. varosra
vonatkoz6 elemet torolhetjiikk. A kovetkezé vektorelem min(5,1) = 1 lesz. A tobbi komponens
nem valtozik: az Gj tdvolsagvektor (-,1,5,5).

Az eljarast tovabb folytatva az utolsé két képzett tavolsdgvektor rendre (--,5,5), illetve (-,-,-,1)
lesz. O
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3.1.2. A heurisztikus algoritmusok hatasossaga vizsgalata

A heurisztikus algoritmusok eredményessége mindsitésére harom vizsgélati modszerosztaly
hasznélatos:

e alegrosszabb esetek vizsgalata (worst case analysis),
e a val6szinfiségi analizis (probabilistic analysis), és
e az empirikus analizis (empirical analysis).

1. Az els6 megkozelités azt vizsgélja, hogy a legrosszabb lehetséges esetben milyen eltérést
kaphatunk a heurisztika &ltal adott kozelit6 megoldds és a valédi optimum kozott. Ezt fejezi
ki lényegében a heurisztika aszimptotikus hinyadosa. Legyen A egy a tekintett C problémaosztaly
feladatai megolddsat megkozelité heurisztika, A(P) a P feladaton a heurisztika &ltal adott
kozelités lehetséges megoldasanak célftiggvény értéke, és OPT(P) a P feladat optimuma. Ekkor
amennyiben
: A(P)
MA = hmsup {OT(_P) | Pe C}

létezik, akkor az a heurisztika aszimptotikus hanyadosa. Az aszimptotikus hanyados értelmezé-
séhez tekintsiik a kovetkezd egyenl6tlenséget:

A(P) < (M4 +¢) OPT(P).

Ez az Osszefliggés véges sok eset kivételével érvényes minden C-beli feladatra. Mivel minden
feladatnak van egy bizonyos (véges) mérete, ezért elegendben nagy feladatméret esetén a fenti
feltétel mar mindig érvényes, tehat ekkor mar minden ekkora feladatra tudjuk, hogy a kapott
kozelité megoldas legfeljebb hanyszor rosszabb eredményt ad.

Nagyon jo, 1 és 2 kozé es6 aszimptotikus hanyadosok érvényesek egyes lddapakoldsi, szabdsi
feladatokra. Madsrészt 1976-ban S. Sahni és T. Gonzalez igazoltdk, hogy ha létezik aszimptotikus
hanyados valamely polinomkorlatos TSP heurisztikara, akkor P = NP.

Ez ut6ébbi megaéllapitas alapjan arra lehetne kovetkeztetni, hogy akkor nem érdemes polinom-
korlatos TSP heurisztikdkat keresni. Mégis (v0. a linedris programozas esetét a 3n atlagos, és 2"
legrosszabb esetre vonatkoz6 iterdci6szdmmal) specidlis utazé tigynok feladatok esetén szdmithatunk]]
jo aszimptotikus hdnyadosra, és a gyakorlatban el6fordulé feladatok esetén is lehetnek egyes he-
urisztikdk gyorsak.

2. A val6szintiségi analizis (probabilistic analysis) médszere alkalmazasa sordn azonos méreti
teladatok paramétereit (egytitthatoit) fiiggetlen valdszintiségi valtozoknak tekintjiikk. Ezek el-
oszlasdra alkalmas feltételek teljesiilését feltételezziik (gyakran azt, hogy az eloszlasok egyen-
letesek).

Ebben az esetben A(P), OPT(P), és ezek hanyadosa is valdszintiségi véaltoz6. Az ut6bbi
varhato értékébdl az atlagos eltérésre lehet kovetkeztetni. Ezzel a mddszerrel szemben az a gya-
kori kifogas, hogy az eloszldsokra vonatkoz¢ feltételek nem feltétlentil helyesek, marpedig ezek
a kapott eredményt dont6en befolyasolhatjak.

3. Az empirikus vizsgalat konkrét feladatmegoldasbol kapott eredményekbdl képez mutatokat.
Az eljards lényege, hogy nagy szamu feladatot generdlunk tgy, hogy a feladat egytitthatoit
valamely adott (altaldban egyenletes) eloszlassal egy rogzitett szamtartomanybdl valasztjuk.
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Ezekre a problémdkra mind a heurisztika &ltal adott kozelitést, mind a pontos megoldast
meghatarozzuk.

Ezutdn kiszdmoljuk a hdnyadosokat és azok &atlagat képezziik. Ha elegend6en sok felada-
tot vizsgaltunk meg, akkor az eredmény, az empirikus hanyados jellemezni fogja a vizsgélt fel-
adatosztalyon a heurisztika kozelitéseinek josagat. Masrészt a szdmtartomdnynak a gyakorlati
problémék halmazahoz valé viszonya, és a feltételezett eloszlas 4ltaldban kérdéses.

Osszefoglalva az eddigieket, a heurisztikus algoritmusok kozelit6 megoldésai min&ségének
jellemzésére érdemes mindhdrom targyalt modszert hasznélni, hogy igy kiegyenstlyozottabb
képet kaphassunk.

Az els6ként ismertetett legkdzelebbi varos beillesztése (nearest addition) heurisztika polinom-
korlatos, a mtiveletigénye O(n?). Nincs ra aszimptotikus hanyados.

Ehhez a heurisztikdhoz hasonlé, de anndl jobb megoldast ad a legkdzelebbi viros besziirdsa (nearest
insertion) nevii eljaras. Ez is egy részkoruttal indul, majd az aktudlis részkorutat olyan vérossal
boviti, amelynek tavolsaga a részkorit egyik varosdhoz minimaélis.

Az eltérés abban van, hogy az 1j varost oda fogjuk besztrni a részkorttba, ahol a beillesztés
a legkisebb 9ssztavolsag novekedést okozza. Ez a heurisztika is O(n?) miiveletigény(i. Masrészt
olyan utazé ligynok feladatokra, amelyek koltségmatrixa szimmetrikus, és érvényes rd a harom-
sz0g egyenl6tlenség, a legkdzelebbi varos beszurasa heurisztika aszimptotikus hanyadosa 2. Mas
széval véges sok esettdl eltekintve legfeljebb kétszer nagyobb lesz a heurisztikaval kapott cél-
fiiggvény, mint az optimalis.

Erdekes, hogy nem moho algoritmus, de van értelme a legtdvolabbi viros besziirdsinak (farthest in-
sertion). Az eljards beszirésa az el6z6 heurisztika médszerével torténik, itt is a lehet6 legkisebb
koltség-novekedést jelentd helyre torténik a hozzdadas. Az empirikus vizsgalatok szerint ez a
jobb, mint az el6bbi harom.

A legolcsobb besziirds (cheapest insertion) médszer az eddigiek bizonyos értelmi kiteljesitése: azt
a varost vélasztjuk a meglevd részkoraut boévitésére, amelyik alkalmas helyre val6é besztrasa a
lehetd legkisebb koltségnovekedést jelenti. Az eljards miiveletigénye O(n?), és a kordbban mar
emlitett szimmetrikus koltségmatrixd, a hdromszog-egyenl6tlenséget teljesitd koltségmatrixta
TSP feladatokra az eljaras aszimptotikus hdnyadosa 2.

Mivel az emlitett heurisztikdk mind viszonylag gyorsak, és ezek eredménye fiigg az indulé-
varos megvdalasztdsatol, ezért szokdsos a heurisztikus algoritmusokat tobbszor is végrehajtani,
eltérd varosokbdl indulva. Ha minden varosra lefuttattunk egy heurisztikat, akkor az 6sszevont
eljarast szokas all cities valtozatnak nevezni.

Az emlitetteken kiviil haszndlatosak heurisztikdk a hozzdrendelési feladat megoldasébol

kapott két vagy tobb részkorat dsszekapcsolaséra is.

3.2. Az utazé ligynok feladat megoldasa Matlabbal

Az dbrén az utazo uigynok feladat egy esetének kezd6 helyzetét lehet ldtni. Az Amerikai Egyesiilt
Allamok véletleniil generalt 30 varosa van kiemelve, és a koztiik keresett korit kezdeti valtozata.
Figyeljiik meg, hogy a jelen helyzet még nagyon tavol van az optimalis megoldastdl, tobb helyen
még az is kérdéses, hogy egyaltalan korat-e a megadott.
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A Matlab Help meniisordban a Demos utasitds kiaddsa utdn kapott parbeszédes ablakban
kérjiik a Matlab bemutaté programokat, azutdn a More demos fiilet valasszuk, majd a kapott
listdbol a Travelling Salesman programot.

A jelen abra a Corel Draw Capture programjaval késziilt, és a kapott postscript dbra 30-szor
nagyobb, mint a kovetkezd, amit a Matlab sajat export utasitdsa adott.

A masodik dbra a feladat kozel stabilizalédott kozelitd megoldasat mutatja. Az ehhez
sziikséges szamitdsi id6 par méasodperc volt.

-) Travel: The Traveling Salesman Pr =10] %]
File Edit “iew Inzert Tools “wWindow Help

Cities

Az alabbi programrészlet a Matlab utaz6 tigynok feladatra irt bemutaté programjabol valo.
Az eljaras célja nem a gyors megoldas, hanem a feladat nehézségének, és a megoldds menetének
illusztralasa volt. A teljes Matlab program kb. 300 soros.

Figyeljiik meg a viszonylag konnyen olvashat6 algoritmust, amely az eddigi kozelit6 meg-
oldason azt kisérli meg, hogy egy véletleniil generalt korat szakaszon a bejaras sorrendjét az
ellenkezdjére valtoztatja. Amennyiben a beavatkozas sikeres volt, akkor a javitott titvonal lesz a
tovadbbiakban a jel6lt a megoldésra.

% Try a point for point swap

swptl=floor (nptsxrand) +1;
swpt2=floor (npts*rand)+1;

swptlo=min (swptl, swpt2);
swpthi=max (swptl, swpt2);
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order=1:npts;
order (swptlo:swpthi)=order (swpthi:-1:swptlo);
pnew = p(order);

lennew=LocalPathLength (pnew, distmatrix) ;
if lennew<len,

p=pnew;

len=lennew;

drawFlag=1;
end;

Erdekes és hatékony a tombok cimzési médja, pl.

order (swpthi:-1:swptlo).

Cities
a0

3.3. Ellendrz6 kérdések és gyakorlo feladatok

1. Mutasson olyan feladatot a hétkéznapi problémai koziil, amely 4talakitdssal megfeleltethet6
az utazé tigynok feladatnak, vagy tartalmazza azt!
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4. fejezet

A szabasi feladat

Adott méretti rudak, egyéb munkadarabok leszabasa soran gyakran felmeriil az a feladat, hogy
adott hossztsagt nyersanyagbodl hogyan véagjuk le az eldirt Osszetételli végtermék halmazt agy,
hogy a lehet legkevesebb veszteség maradjon. Ezt a problémaét egydimenziés szabdasi, vagy
ladapakolési feladatnak (bin packing) nevezik.

A gyakorlati feladatok koziil ide tartozik az, amikor egy épitdipari véllalat adott profild,
rogzitett hosszusagu fémrudakbdl a konnytiszerkezetes épitkezéshez nagyszamu rovidebb rudat,
oszlopot akar levagni, de figyelembe kell venni, hogy a lehetd legkevesebb teljes rudat kezdjtink
meg, vagy az a cél, hogy az eldoband¢ nyersanyag mennyisége legyen minimalis.

Ilyen feladatra vezet az is, ha egy sikiiveggydrban adott szélességti, hosszu iivegtablakbol kell
megadott Osszetétel(i (az eredeti tdbla szélességét megtartd) iiveglapokat kivagni.

A hatizsak feladathoz hasonlé megfogalmazast is lehet adni: adottak kiilonb6z6 stlyt tar-
gyak, ezek mindegyikét el kell helyezni minimalis szam hatizsakban tgy, hogy azok k6zos suly-
korlatjat ne 1épjiik tal.

A szamitastechnikdbdl azt a problémat idézhetjiik, amikor rogzitett méretii tarhelyekre (pl.
particiokra) kell kiilonb6z6 méretti adatdllomanyokat tgy elhelyezni, hogy ehhez a minimaélis
szdmu tarhelyet haszndljuk fel.

A logisztikdban az a feladat, hogy adott teherbirasa jarmtivekbdl mennyit kell minimaélisan
alkalmazni ahhoz, hogy adott, kiilonb6z6 salyu targyakbdl all6 rakomany elszallithaté legyen,...

Tobbdimenziés szabdsi feladatot kapunk, ha az elhelyezendé targyak tobb kiterjedését is
korlatozzuk, pl. a hosszat és a szélességét. Felmeriilhet, hogy ebben az esetben mindenféle vagast
megengediink-e, vagy csak az anyag szélét6l széléig mend, an. guillotine-vagasokat.

Tekintsiik el6szor az egydimenzids szabdasi feladat L.V. Kantorovicstél szarmazé modelljét.
Legyenek adva korldtlan mennyiségben K hosszusagu félkész termékek, ahol K pozitiv egész.
Az egyes végtermékek hossza legyen ki, ks,...,k,. Ezek egyike sem nagyobb K-nal. A
végtermékekbdl rendre 71,75, ..., r, darabot kell levagni.

A modellben az a; vektort lehetséges szabasnak nevezziik, ha

CLUZO, (izl,...,n),

n
Z k‘tam S K.
t=1

Ezek utan jelolje A = (ai,...,a,) az Osszes lehetséges szabasokbdl eldéllitott matrixot. Legyen
razri,...,r, komponensekbdl all6 oszlopvektor, és ¢ az a sorvektor, amelynek minden eleme

egyenld, egy félkész termék koltsége.

47



48 4. FEJEZET, A SZABASI FELADAT

Az egydimenzi6s szabdsi feladat optimumszamitdsi modellje ezekkel a paraméterekkel:
min z(z) = cx,

feltéve, hogy
Ax =,

x>0, x egész, (r>0).

A modell hasznalatdnak nehézségét az mutatja, hogy mér a lehetséges szabdsok A métrixanak
az Osszedllitasa is komoly problémaét jelent.

A célfiiggvény konstans egyiitthat6it az magyardzza, hogy igy a célfiiggvény a lehetséges
szabasokbol a minimélis darabszdmuhoz tartoz6 megoldast fogja kivalasztani.

Vegyiik észre, hogy a megadott modell egy egészértékii linedris programozasi feladat, amely
a felirt formédban a standard feladatnak felel meg.

PELDA. Tekintsiink egy nagyon egyszerti szabdsi feladatot: a félkész termékek hossza legyen 1,
az egyes végtermékeké pedig 0.25 és 0.5. Irjuk el6, hogy Osszesen 4 darabot kell levagni az els6

termékbdl és kett6t a masodikbal.

Ahogy konnyen ellendrizhet6, a lehetséges szabdsok ezek alapjan:
(0,0)", (0,1)7, (0,2)", (1,0)", (1,17, (2,0)", (2,1)",(3,0)" és (4,0)".
Ezek segitségével felirhatjuk az optimalizélasi feladatot:
9
min z(z) = cx = in,
1=1
teltéve, hogy
Ay — 000112234 B
"“Jlo12010100)""

x>0, x egész, (r>0).

:)

A feladat spekulativ megoldasa sordn vegyiik észre, hogy z; értéke nulla kell hogy legyen
az optimdlis megoldasban, hiszen ez a teljesitend termékszamhoz nem jarul hozz4, de noveli a
koltséget.

A masik végletet xy képviseli, mert egy ilyen felosztasu félkész termék felhasznaldsa adja a
legtobb teljesitett készterméket. Ilyen szabasokbdl viszont nem all 6ssze a teljes szabdasi el6iras.

Masrészt megallapithatjuk, hogy a jobboldali r vektor aranyait pontosan adja az 7 valtozo-
hoz tartoz6 szabés. Ebbdl két darab kell ahhoz, hogy teljesiiljon az egyenl8ség feltételiink. Ehhez
a 2 célfiiggvényérték tartozik.

Lathato, hogy ennél jobbat nem lehet elérni, mert nincs olyan lehetséges szabdas, amelybdl egy
adna a jobboldali r vektort. Van viszont még egy optimélis megoldds, az x5 = 1,29 = 1 (és
minden tovabbi z; = 0): ez is kettes célfliggvény értéket ad — és ezzel ki is meritettiik az optimalis
megoldadsok halmazat. O
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4.1. Az oszlopgeneridlas médszere a szabasi feladatra

A szabasi feladat ismertetett modellje nehezen hasznalhat6, elsésorban a lehetséges szabasok
nagy szdma miatt. P.C. Gilmore és R.E. Gomory egyszer(sitették a modellt. Els6 1épésben el-
hagytdk az egészértékiiségi feltételt. Az ezt tdmogatd érvelés szerint az ipari alkalmazdsokban
a nem egész optimadlis megoldds egész értékre valé valamilyen atalakitdsa elfogadhat6. Az osz-
lopgeneralas médszere ezutan a modositott szimplex algoritmust hasznélja, igy nem sziikséges a
teljes A matrix ismerete, elegendd annak az oszlopnak az el6allitdsa, amelyben general6 elemet
kerestink.
Ahhoz, hogy a médositott szimplex algoritmust hasznélni lehessen, az eddigi

min z(x) = cx,

teltéve, hogy
Axr =,

x>0, (r>0).

standard alakt feladatunkat lehetséges kanonikus alakra kell hozni. A béazisvaltozok legyenek
azokhoz a lehetséges szabdsokhoz tartozok, amelyek épp az egységmaitrixot adjik: a) =
(1,0,...,0)%,...,al, = (0,...,0,1)T. Tekintsiik ezeket az A matrix els6 n oszlopanak. Ezutan
mar csak annyit kell tenni, hogy minden sornak a —c-szeresét hozzaadjuk a célfiiggvényhez. Ez
a miivelet épp a bazisvaltozokhoz tartozo célfiiggvény-egyiitthatékat fogja nulldzni.

Legyen d egy olyan n dimenzids vektor, amelynek minden komponense c. Ezzel a feladatunk

a kovetkezd lehetséges kanonikus alakban irhato:
min z(z) = dr + (¢ — dA)x,
feltéve, hogy
Ar =,
x>0, (r>0).

A kovetkez6 feladat a legkisebb célfiiggvény-egytitthaté meghatdrozasa. Legyen az A maétrix
egy tetszbleges oszlopvektora (vi,...,v,)". Ez alapjan a ¢ — Y/  dwv; Osszeg minimumat
keressiik, ahol a d vektor n-dimenziés, és minden komponense c. Ezt a széls6értéket ott kapjuk,
ahola )} | div; 0sszeg maximalis. Mivel v egy lehetséges szabds, ezért Y | kv, < K.

A legkisebb célftiggvény-egyiitthaté meghatarozdsahoz eszerint a kovetkezd specilis egész-
értéki linedris programozasi feladatot kell megoldani:

n
max w(v) = Zdtvt,
t=1

feltéve, hogy
Z ko < K,
t=1

v >0, egész, t=1,...,n.

Ez a feladat a kordbban megismert hatizsdk feladat a K sulykorlattal, %, sdlyokkal és d,
értékekkel. Ennek megoldéasaval tudjuk meghatarozni a szabési feladat general6 eleme oszlopét.
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A szabasi feladat legkisebb célfiiggvény-egyiitthatdja és a generdldelem ismeretében végre
tudjuk hajtani a médositott szimplex algoritmus egy 1épését. Ezutdn az eddigi 1épéseket ismétel-
jik. Az egész eljaras akkor fejez6dik be, ha az aktudlis hatizsak feladat optimuma nem nagyobb,
mint c. Ekkor az eredeti feladat minden célfiiggvény egyiitthatdja nemnegativ.

PELDA. Tekintstik ismét az el6z6 nagyon egyszerti szabasi feladatot: a félkész termékek hossza
1, az egyes végtermékeké pedig 0.25 és 0.5. Osszesen 4 darabot kell levagni az elsd termékbdl és
kett6t a masodikbol. Az optimalizalasi feladat atrendezve tigy, hogy az egységmatrix legyen a
baloldalon (x; — x4 csere):

7
min z(z) = cx = in,
i=1

feltéve, hogy

Ty T X3 Ty Tz Tg L7 Ty X9

1 0 0 0 1 2 2 3 4|4
o 1.2 0 1 O 1 0 O0]2°
1 1 1 1 1 1 1 1 110

A szimplex tablazat az 4j, ¢ — Y, dyv; célfiiggvénnyel:

Tz X1 T Tg L7 Ty X9
x| 0O 0 1 2 2 3 4| 4
|2 0 1 0 1 0 0 2°
-1 -1 -1 -2 -2 -3|-6

A leolvashaté bazismegoldds azt jelenti, hogy az (1,0) szabdsbdl kellene 4 darab, és a (0, 1)
szabasb6l 2 darab. Ez Osszesen 6 félkész terméket jelent, ami nyilvan még javithat6. Oldjuk
meg el6szor a feladatot a szimplex algoritmussal.

Itt a masodik oszlop alapjan nem lehetne javitani a célfiiggvény értékét (de nem is taldlndnk
benne generdl6 elemet). A legkisebb negativ célfliggvény egyiitthatd az utolsé oszlopot jeldli ki,
és ebben az elsé matrixelem (a négyes) lesz a generaléelem. A transzformalt, kovetkez6 szimplex
tablazat:

T3 X1 Ty Tg X7 Ts Ty
x| 0 0 1/4 1/2 1/2 3/4 1/4| 1
x| 2 0 1 0 1 0 0| 2°
11 -1/4 1/2 -1/2 1/4 3/4|-3
Az el6z8 szimplex tablazat:
r3 T Ty Tg X7 Ts Ty
x| 0 0 1/4 1/2 1/2 3/4 1/4| 1
x| 2 0 1 0 1 0 0| 2°
-1 1 -1/4 1/2 -1/2 1/4 3/4|-3
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A legkisebb célfiiggvény-egyiitthatd az =3 valtozonak a bazisba 1épését jelenti.

Ty T Ty Tg Wit xTs T4
T 0O 0 1/4 1/2 1/2 3/4 1/4| 1
x3|1/2 0 1/2 0 1/2 0 0| 1°
1/2 1 0 1/2 0 1/4 3/4 -2

Errél a szimplex tablazatrél mar le lehet olvasni a végeredményt: a 3. és a 9. szabasbodl kell
egyet-egyet venni. Ez lehetséges megoldés lesz, és az ezzel ad6dé optimdlis célfiiggvény érték 2.
Az z7-es szabasbol kettd is optimalis, és ez 6sszhangban is van az eredménytinkkel.

Tekintsiik most a feladatunkat a Gilmore-Gomory-féle oszlopgenerdldsnak megfelel6en. A
modositott szimplex algoritmusrdl tanultak miatt az ugyanezen bazismegolddsokon keresztiil
jut azonos eredményhez. Az eltérés a médositott szimplex algoritmus kivitelezésében, és f6leg a
legkisebb célfiiggvény-egyiitthato eldallitdsaban van. Ennek illusztralasdhoz 1épjiink vissza a

Ty X2 T3 X1 T Tg X7 Ty g

1 0 0 0 1 2 2 3 4|4
o 1 2 0 1 0 1 0 02
1 1 1 1 1 1 1 1 110

feladathoz. Trjuk fel erre az Gj bazisvaltoz6é meghatérozasdhoz a megfelels hatizsak feladatot:

n n n
max w(v) = E dyvy = g cvy = E vy,
=1 t=1 t=1

feltéve, hogy

Zktvt <K, v, >0, egész, t=1,...,n.

t=1
Ez a feladat 1ényegében azt a lehetséges szabast keresi, amely a végtermékekbdl a legtobbet allitja
eld. O

4.2. Heurisztikdk a szabasi feladatra

Az ismertetett egzakt moddszerek mind nehezen végrehajthaték nagyobb méretli gyakorlati
feladatokra. Az alabbi heurisztikdk ezzel szemben gyorsan adnak j6 kozelité6 megoldast.

A first fit médszer a végtermékeket felsoroldsi sorban tekinti, az aktualis munkadarabot az els6
olyan félkész termékre helyezi el, amelyen az elfér. Ebben az értelemben ez egy moho algoritmus.

A best fit algoritmus olyan rudat ad meg, amelyrdl az aktualis munkadarabot levagva a
legkevesebb maradék képzodik.

A worst fit eljirds pedig értelemszertien olyan megkezdett rudat véalaszt az aktudlis munka-
darab levagasahoz, amelyiken a vdgds utdn a leghosszabb még felhasznédlhat6 szakasz marad.

Elény0s a leszaband6 végtermékeket el6zdleg nagysag szerint rendezni. Ez 1ényegesen javitja
a heurisztika eredményét.
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Az emlitetteken feliil tovébbi egyszer(i heurisztikak 1éteznek. Erdemes megemliteni, hogy az
eddig targyalt szabdasi problémat offline szabdsi feladatnak is nevezhetjiik, hiszen az 6sszes adat
ismeretében kellett megoldanunk, és az Osszes félkész terméket az eljaras teljes tartalma alatt
felhasznalhattuk a megoldas javitdsahoz.

Ezzel szemben online-nak nevezziik a szabési feladatot, ha a leszabandd termékek adatai
beérkeztekor véglegesen donteniink kell elhelyezésiikrdl (a tobbi adat ismerete nélkiil), vagy ha
egy id6ben csak adott rogzitett szamu félkész termékbdl lehet szabni. Utobbi esetben ha kiilonben
nem tudndnk tovabb haladni, akkor valamelyik félkész termék eddigi szabasat véglegesnek kell
nyilvanitani, és egy Gjat vonunk be a szabas meghatarozasaba.

A szabési feladat heurisztikdinak tomor, latvanyos illusztracidja taldlhaté a

http://www.cs.arizona.edu/icon/oddsends/bpack/bpack.htm

cimen
A heurisztikus algoritmusok miikodését illusztralja az alabbi 6t dbra egy véletleniil generélt

i

A first fit eredménye:

A best fit eredménye:

£3

A worst fit eredménye:
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Es végiil a rendezés utdni best fit adta pakolas:

BF
45

4.3. Ellen6rz6 kérdések és gyakorl6 feladatok

1. Mutasson olyan egydimenzids szabdsi feladatot, amelyre minden szabési elhelyezés op-
timélis!
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5. fejezet

Halozati problémak

A halézati problémakban egy irdnyitott griftal megadott lehetdségek koziil az ezekhez kothetd
optimdlis folyamatokat akarjuk meghatdrozni. A hdlézati feladatokkal kapcsolatban mindig
feltessziik, hogy a hal6zat minden élének van hossza. Egy grifot, vagy hdlézatot két halmazzal
adhatunk meg. Az els6 a csticsokat, a mésik az ezekbdl all6 pérokat, az irdnyitott éleket hatarozza
meg. Egy adott hdl6zatban megjelolhetiink kezddpontot és végpontot is.

5.1. A legrovidebb ut probléma

Lincnak nevezziik éleknek egy olyan sorozatat, amelyben az egymast kovetd barmely két élnek
egy kozos csticsa van.

Az 1t egy olyan lanc, amelyben az utolsé él kivételével mindegyik él végpontja a sorozatban
kovetkez6 él kezd6pontja. Az (1,2), (2,3) és (4,3) élek lancot adnak, de az nem ft. Ut és lanc
viszont az (1,2), (2,3) és (3,4) élek sorozata.

A legrovidebb 1t problémaja egy hélézatban egy adott csticsbdl kiindulva a tobbi csticsba
vezet6 legrovidebb at meghatdrozasat jelenti. Ennek megolddasara alkalmas Dijkstra algoritmusa
amennyiben minden él hossza nemnegativ:

o Lassuk el az els6 cstcsot az dllando 0 cimkével.

e Minden olyan ¢ cstcsot lassunk el ideiglenesen az (1,7) él hosszdval mint cimkével,
amelyhez vezet él az 1 csticsbol. Minden mas cstics (az elsd kivételével) kapja ideiglenesen
a oo cimkét. A legkisebb ideiglenes cimkéhez tartozé egyik cstics cimkéjét dllandénak
mindsitjiik.

o Tegylik fel, hogy az i volt az utols6, a (k + 1). cstics, amely dllandé cimkét kapott. Akkor
i a k-adik legkozelebbi cstics az els6hoz. Az ideiglenes cimkével rendelkezd j cstcsok
cimkéit médositsuk az (i cimkéje + az (i, j) tavolsdga) értékre, ha ez kisebb, mint j eddigi
ideiglenes cimkéje. Ezutdn ismét adjunk végleges cimkét egy olyan csticsnak, amelynek
cimkéje a maradék ideiglenes cimkék legkisebbike.

e Folytassuk az eljardst amig minden cstics dlland6 cimkét nem kap.

e Ha minden cstcsnak végleges cimkéje van, akkor az 1. csticsbdl egy j cstcsba vezetd
legrovidebb utat tgy kapjuk, hogy a j csticsbél visszafelé haladva olyan csticsokon
keresztiil jutunk el az 1. csticsba, amelyektél a rakovetkezbbe vezetd él hossza épp a két
cimke kiilonbsége.
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PELDA. Tekintsiik azt az egyszerti legrovidebb ut feladatot, amelyben négy varosunk van: 1, 2, 3
és 4, és a koztiik lev6 tavolsagot a kovetkez6 abra adja:

1 2
3 1 3
3 L 4

Ez kb. egy olyan elhelyezésnek felel meg, amikor a varosok egy allé téglalap csticsaiban
vannak, de az 1 - 4 4tl6 nem jarhato.
A Dijkstra algoritmus els6 1épése az 1. varosbél indulva a kdvetkezd cimkézést adja:

[O*’ 007 m? 00}7

ahola * aztjelzi, hogy az illet6 cimke végleges.
A kovetkezd 1épésben meghatdrozzuk az els varostol mért tavolsdgok alapjan annak szom-
szédainak ideiglenes cimkéjét:
0%, 1,3, 00].

Az 1j, ideiglenes cimkék koziil véglegesitjiik a legkisebbet:
[0%,1%,3, 0c].

Képezziik most a végleges cimkéjti varosoktdol mért tavolsagok alapjn az 4j, javitott cimkéket:
0%, 1%, 2, 4].

Itt a harmadik cimke kettes értéke tigy adédott, hogy a kettes varos végleges cimkéje + a masodik
és a harmadik véros tdvolsdga kisebb mint a korabbi ideiglenes cimke értéke, a hdrom. Kossiik le
ismét az ideiglenes cimkék koziil a legkisebbet:

0%, 1%, 2%, 4].
Az utolsé ideiglenes cimkét ismét lehet javitani, és az ezutan mar végleges is lesz:
(07,17, 2%, 3%].

Ebbdl az els6 és negyedik varos kozti legrévidebb 1t 3 hosszi: 1-2 -3 - 4.

5.2. A maximalis folyam probléma

Egyes dontési helyzetekben olyan hal6zatot kell vizsgalni, amelyben az éleknek kapacitasok
feleltethet6k meg. A kérdés az, hogy az egyik kitiintetett csticsbdl, a forrasbél egy mésikba, a
nyel6be mi a maximalis eljuttathaté mennyiség a haldézat és a kapacitdsok figyelembevételével.
Ezt a feladatot nevezik a maximalis folyam problémdnak.

Tekintsiik a korabbi hal6zatot ugy, hogy az élekre irt szamok a kapacitasokat jelentik, az egyes
cstcs a forrds és a négyes a nyeld:
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1 2
3 1 3
3 L 4

A késtbbi eljaras kedvéért vezessiink be egy mesterséges élet a nyel6tdl a forrasig. A feladat
linedris programozasi feladatként val6 megfogalmazasahoz jeldlje az x;; véltozé az (i,j) élen
athalad6 anyagmennyiséget.

Egy lehetséges folyamot kapunk példdul a kovetkez véltozo értékekkel:

Tio=1, w3=1, w3=0, woy =1, & w34 = 1.

Az ehhez tartozo6 teljes atfolyd mennyiség 2. A lehetséges folyamoknak eleget kell tenniiik a
kovetkezd két feltételnek:

1. minden élre az élen 4tmend folyam nemnegativ és nem nagyobb, mint a megadott élkapacitds,

és

2. minden cstcsra igaz az, hogy a bejové folyam mennyisége megegyezik a kimend folyaméval.
Az utébbi feltételt folyammegorzési feltételnek nevezziik. A probléma lineéris programozasi

feladatként val6 megfogalmazdasaban a fenti feltételek mellett az z, célfiiggvényt kell maxima-

lizélni, ahol z, a nyel6bdl a forrasba vezetd mesterséges élen dtmend folyam mértéke.
Az emlitett példara vonatkozo linedris programozasi feladat ez alapjan:

max Ty = Tog + T34,

teltéve, hogy

T2 <1,

Toz3 < 1,

r13 <3,

Ty <3,

T3 < 1,
To = Tog + Tz,

T13 + Tog = Ty

Ti2 = T2z + T

To = Ti2+ T13

Ez egy hatvaltozos linedris programozasi feladat 4 egyenl6ség és 5 egyenl6tlenség feltétellel. Az
abrarol konnyen leolvashatd, hogy a korabban emlitett

rre=1, x13=1, 293=0, x4 =1, és w34 =1
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lehetséges megoldés egyben optimalis is. Ez azon milik, hogy a 4. csticsba 2-nél nagyobb folyam
nem folyhat be (figyelembe véve a 2. csticsba bemend folyamot).

Allapitsuk meg, hogy lehetséges megoldast konny(i megadni a maximalis folyam problémé-
hoz: ha minden élen nulla mennyiséget szallitunk, az megfelel a feltételeknek.

Jeloljiik I-vel azon élek halmazat, amelyeken kisebb a jelenleg dtmend folyam az él kapacitasa-
nél. Jelolje R azon élek halmazat, amelyeken a jelenlegi folyam pozitiv, ez csokkenthetd.
Legyenek i(x,y), illetve r(z,y) a megfelel6 valtoztatasi korlatok.

5.3. A Ford-Fulkerson eljaras a maximalis folyam meghatarozasara

Tekintsiik el6szor a cimkézési eljarast:

1. 1épés. Cimkézziik meg a forrast.
2. 1épés. Cimkézziik meg a cstcsokat és az éleket a forrdsba vezetd mesterséges él kivételével a
kovetkez6 szabalyok szerint.

Ha az = cstics mér kapott cimkét, de az y még nem, és (z,y) € I, akkor cimkézziik meg az
y cstcsot és az (z,y) élt. Ekkor az (z,y) élt eléremend éinek hivjuk.

Ha az = cstics mar kapott cimkét, de az y cstics még nem, és (y,z) € R, akkor cimkézziik

n oz

meg az y csucsot és az (y, z) élt. Az utdbbit hdtramend élnek nevezziik.

3. 1épés. Folytassuk a cimkézési eljarast, amig a nyel6 cimkét nem kap, vagy mar nem lehet
tovabbi csticsokat cimkével ellatni.

Ha a cimkézéssel elérjiik a nyel6t, akkor lesz a forrds és a nyel6 kozott egy cimkézett élekbdl
all6 lanc. Jelolje ezt C'. A C-beli éleken dtmend folyam alkalmas médositdsaval egyrészt megdriz-
hetjiik a folyam lehetségességét, masrészt novelhetjiik a folyamot.

A Ford-Fulkerson médszer a fentiek alapjan:

1. 1épés. Keressiink egy lehetséges folyamot (a minden élen 0 érték{i folyam mindig lehetséges).
2.1épés. A cimkézési eljarassal kiséreljiik meg elérni a nyel6t. Ha nem lehet a nyel6t igy
megcimkézni, akkor az aktudlis lehetséges folyam maximadlis. Ha elértiik a nyel&t, akkor

folytassuk az eljarast a 3. 1épésnél.

3. 1épés. Hatdrozzunk meg egy magasabb értékii lehetséges folyamot tigy, hogy a megcimkézett
lancon az eléremutat6 élek értékeit noveljiik, a hdtramutatokét pedig csokkentsiik a

:min{ min r(x,y), min i(:z:,y)}

(z,y)eCNR (z,y)eCnI

értékkel. Folytassuk az algoritmust a 2. 1épéssel.

PELDA. Tekintsiik ismét a
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maximadlis folyam feladatot.

Az els6 1épés egy lehetséges folyam meghatarozasa. Legyen ez az, amelyik minden élhez a
nulla folyamot rendeli hozza.

Ezutan kezdjiink egy cimkézési eljarast. El6szor a forrds, az 1. cstics kap cimkét, majd ez
alapjan egy olyan él, ami ebb6l kivezet. Most ez esetben cimkét kap a 2. cstics, és az (1, 2) él. Ezt
folytatva a nyeldig tart6 cimkézett lancot (most utat) kapunk:

1-2-3-4.

Az el6z6 lanc csak eléremend éleket tartalmaz. A lehetséges folyambd&vitési lehetdségek
rendre:
i(1,2) =1, i(2,3) =1 és i(3,4) = 1.

Ez alapjidn az eddigi folyam a cimkézett lancunk mentén 1-el névelheté. Ez alapjan az ehhez
tartozé lehetséges folyam értéke 1.

A lehetséges folyam javitdsa sordn azokat az éleket kell vizsgalni a cimkézés sordn, amelyek
kapacitasdt még nem meritettiik ki. Ezek alapjan méar csak egy cimkézhetd lancot lehet képezni,
amely eléri a nyel6t, ez az

1-3-2-4.

Ezen beliil a 3 — 2 él hatramutat6, ennek értékét legfeljebb 1-el lehet csokkenteni. Az eddigi
lehetséges folyam ismét 1-el novelhetd. Ezutan a lehetséges folyam:

Tio=1, w3=1, woy =1, &8 x33 = 1.

Ennek a lehetséges folyamnak az értéke 2.
Ezutan lathat6, hogy tovabbi cimkézett lancot mar nem lehet képezni, tehat az el6z6 lehetséges
folyam egyben maximalis is. O

Legyen V' egy hédlozat csticsainak tetszdleges olyan halmaza, amely tartalmazza a nyel6t, de
nem tartalmazza a forrdst. Ekkor a hal6zat olyan (i,j) éleinek halmazat, amelyek i kezdbcsticsa
nem V’-beli, a j végpont viszont V’-beli, a hidlozat eqy vigdsinak nevezziik. A vagas tehat élek egy
olyan halmaza, amelyeket ha elhagyunk a hdlézatbdl, akkor a forrasbél a nyel6 a tovdbbiakban
mar nem lesz elérhetd.

A vigds kapacitdsa a vagast alkotd élekbdl a forrdstol a nyeld felé vezeték kapacitdsainak
Osszege. A kovetkezd két segédtétel adja meg a vagasok és a maximadlis folyamok kozti
Osszefliggést.

SEGEDTETEL. A forrdsbdl a nyel6be vezet6 folyamok ersségét barmelyik vagas kapacitdsa feliil-
r8l korlatozza.
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BIZONYITAS. Tekintsiik egy hdl6zat valamely V' végasat. A halézat tobbi cstcsanak halmaza
legyen V. Vélasszunk egy tetsz6leges folyamot, legyen ennek értéke f, az (i,j) élen athaladé
mennyiséget pedig z;;. Osszegezziik a V -beli dsszes csticsra a folyammegtrzési feltételeket. Ez
azt adja, hogy mivel kiesnek az olyan élekre vonatkoz¢ tagok, amelyek mindkét végpontja V' -ben

van, ezért
E Iij — E fL‘Z‘j = f

i€V, jev i€V, jev
Az ebben az egyenletben szerepl els6 Osszeg kisebb vagy egyenls, mint a V'-nek megfelel6

vagas kapacitdsa. Mivel minden z;; érték nemnegativ, igy a masodik 0sszeg is nemnegativ. Ebbél
adodik a segédtétel 4llitdsa: a folyamok értéke legfeljebb annyi lehet mint a vagasoké. O

A segédtételbdl az is kovetkezik, hogy barmely vagés értéke fels6 korlatja a forrasbol a nyelSbe
draml6 maximdlis folyam értékének. Tehat ha taldlunk egy olyan lehetséges folyamot, amelynek
értéke egyenld egy vdgas kapacitdsaval, akkor taldltunk egy maximadlis folyamot. Ez egy fajta
gyenge dualitast fejez ki.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor egy adott lehetséges folyamra vonatkozéan a cimkézési
eljarads nem tudja elérni a nyel6t. Legyen ekkor a cimkézetlen csticsok halmaza altal meghataro-
zott a vizsgalt vagas.

SEGEDTETEL. Ha a cimkézési eljaras nem tudja elérni a nyel&t, akkor a kimarad6, nem cimkézett
csticsok altal meghatdrozott vagas kapacitasa megegyezik az aktudlis folyam erdsségével.

BIZONYITAS. Legyen a korédbbi jeloléseknek megfelel6en V' az aktudlis folyam mellett megcimké-
zett csticsok halmaza, és V' pedig a cimkézetleneké. Tekintsiink egy (i, j) élet a vagasbol, agy,
hogy i € V és j € V'. Ekkor az z;; értéknek egyenlének kell lennie az (7, ) él kapacitasaval,
hiszen kiilonben tovédbb tudtunk volna haladni egy megfeleld el6remend éllel, és akkor j nem a
V'-be tartozna.

Tekintsiink ezutdn egy olyan (7, ;) élt, amelyre i € V' és j € V. Ekkor viszont z;; = 0 kell
hogy teljesiiljon, hiszen kiilonben a cimkézési eljarasban egy hatramend éllel el tudtuk volna érni
az i csucsot, és igy az nem tartozhatna a V'’ halmazba.

Az aktudlis lehetséges folyamra tehat az teljestil az el6z6 segédtételben igazolt

> mi— ), wi=1
i€V, jev’ iev’, jev
egyenlet alapjan, hogy a jelen vagés kapacitdsa egyenl6 a ),y ;- zi; Osszeggel, és az adott fo-

lyam er&sségével. O

Az eddigi megallapitdsok szerint tehdt amikor a nyel6t nem lehet megcimkézni a forrasbol
indulva, akkor az aktudlis lehetséges folyam egy maximalis folyam. Ez 6sszhangban van a Ford-
Fulkerson médszerrel.

5.4. Projektek iitemezése, CPM

Az dsszetett munkafolyamatok rogzitett befejezési id6ponttal vald teljesitése gondos tervezs-
munkat igényel. Ennek része az Osszefliggd események sorrendjének, idoézitésének vizsgalata
hélézati modellek segitségével.



5.4. PROJEKTEK UTEMEZESE, CPM 61

Erre a célra két eljarast szokds hasznalni. Ha az egyes munkafolyamatok végrehajtasi ideje
biztosan tudhatd, akkor a kritikus 1it médszer (Critical Path Method, CPM), mig ha a tevékenységek
id6tartama bizonytalan, akkor a program kiértékelési és feliilvizsgilati technika (Program Evaluation
and Review Technique, PERT) hasznélatos. Mindkét eljarast az 6tvenes években fejlesztették
ki. Szdmos nagy és kritikus projekt tervezésekor hasznéltak ezeket a moddszereket, pl. nagy
szoftver rendszerek hatdrid6s kidolgozdsanal, tirkutatasi projektekben, vagy épp rakétainditasok
visszaszamlalasi eljdrasdnak kidolgozasaban.

Mindkét eljarashoz sziikség van a projektet alkot6 tevékenységek listdjara. A projektet akkor
tekintjiik befejezettnek, ha minden részfeladata befejez6dott. Minden tevékenységnek lehetnek
elozményei, olyan munkafolyamatok, amelyeknek el8bb be kell fejez6dni ahhoz, hogy az adott
tevékenység elkezd6dhessen. A munkafolyamat 1épéseinek ilyen Osszefiiggését egy projekt-
hélézattal adjuk meg.

A tevékenységeket a halozat gréfjanak iranyitott élei definialjak, a csticsok pedig a tevékeny-
ségek csoportjainak befejezését jelzik. A csticsokat emiatt eseménynek is nevezziik. Az ilyen
projekt-hal6zatot AOA (Activity On Arc) hal6zatnak nevezziik. Ennek illusztraldsdhoz tekintsiik
ismét a kordbbi abrankat:

1 1 2
3 1 3
3 L 4

Ezen most az 1. cstcs jelzi a projekt kezdetét, a 4. a befejezés csiics. A 2. cstcs az egy
hosszu els6 tevékenység végét, és a 3., illetve 4. csticsokba vezeté munkalépések kezdetét jelzi.
Ha egy csticsba tobb €l is befut (mint pl. a 3. csticsba), akkor ez azt jelenti, hogy mindkét
korabbi tevékenységnek be kell fejez6dnie ahhoz, hogy az esemény utani megkezdédhessen. Az
el6zmények nélkiili tevékenységeket az elsd csticsbdl kiindulé élekkel adjuk meg.

A projekt-halozatot alakitsuk ki Ggy, hogy egy tevékenység végét mutatd cstcs sorszdma
mindig nagyobb legyen, mint a kezdetét jelz6é. Ennek a szabdlynak persze tobb reprezentacié
is megfelel. Tovébbi feltétel, hogy két adott cstics kozott csak egy él mehet. Feltessziik még, hogy
egy tevékenységet csak egy él reprezentalhat.

Az utobbi két feltétel kielégitéséhez sziikség lehet az un. fiktiv tevékenységekre. Példaul
abban az esetben, amikor az A és B munkafolyamatok azonos feltétellel hajthatok végre, és
mindkettd kozvetlen el6zménye a C' tevékenységnek. Ilyen esetben a B 1épést egy 1j csticshoz
kothetjiik, ahonnan egy nulla iddtartamu fiktiv tevékenység j D éle adja a C' munkafolyamat
megkezdésének feltételét.

Tekintsiik most a kovetkez6 projekt feltételrendszert:

Tevékenység El6zmények Id6tartam (nap)
A = anyagbeszerzés - 1
B = alkalmazottak kiképzése - 3
C = segédanyag termelése A 1
D = vélogatés és csomagolas A 3
E = szakmunka B, C 1
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Ennek a projektnek épp a korabbi irdnyitott éleket tartalmazé grafunk felel meg az egyes
csticcsal mint a projekt kezdetével, és a négyes csticcsal mint befejezés csticcsal:

1 1 2
3 1 3
3 L 4

Vegyiik észre, hogy bar csak a B és C tevékenységeket tiintettiik fel, mint az £ munkafézis
elofeltételét, de a hdlézat Osszefiiggései miatt az A folyamatnak is be kell fejez6dnie az E
megkezdése el6tt.

A CPM két kulcsfogalma az esemény korai idozitése (Early event Time, ET'), és a kései idozités
(Late event Time, LT'). Az i cstcs korai idézitése, E1'(i) az a legkorabbi idépont, amikor a cstics-
hoz tartoz6 esemény bekovetkezhet. Ennek megfelel6en az i cstics kései id6zitése, LT (i) az a leg-
késtbbi iddpont, amikor a csticshoz tartozé esemény bekovetkezhet anélkiil, hogy a projekt el&irt
befejezési id6pontjat késleltetné. Meg lehet mutatni, hogy ET'(i) a kezd6ponttdl az i csticsba
vezet6 leghosszabb it hossza.

A projekt korai id6zitésének kiszamolasat az egyes csticcsal kezdjiikk, E7'(1) = 0 adédik
erre. Ebbdl kiindulva meghatarozzuk a tovabbi ET'(i) értékeket az élek adta osszefiiggéseknek
megfeleléen. Ha egy csticsba tobb él is befut, akkor a cstics korai iddzitése az el6z8 Osszes
részfolyamat teljestilését feltételezi.

Ez alapjan az ET(i) korai id6zités meghatarozasat a kovetkezd 1épések adjak:

1. 1épés Keressiik meg az i csticsba befutd élek kezd6 cstucspontjait. Ezek az események az ¢
esemény kozvetlen el0zményei.

2. 1épés Az i esemény minden kozvetlen elé6zményének ET értékéhez adjuk hozza az i-be
vezetd megfelel6 élhez tartoz6 tevékenység id6tartamat.

3.1épés ET'(i) egyenld az el6z6 lépésben szamitott 6sszegek maximumaval.

PELDA. Hatdrozzuk meg a fenti projekt-hdl6zat korai id6zitési értékeit! Definicié szerint
ET(1) = 0. Az ET(2) érték kozvetleniil az ET'(1) + 1 6sszegbdl adédik, mert a 2. csticsba csak
egy él fut be. A kovetkezd csticsra mar két tevékenység teljestilését kell vizsgdlni: ET'(3) =
max{ET(1) + 3, ET(2) + 1} = max{0 + 3,1 + 1} = max{3,2} = 3. Az utolsé cstcsra pedig
ET(4) = max{ET(2) + 3, ET(3) + 1} = max{1 + 3,3 + 1} = max{4,4} = 4.

Ez alapjan a teljes projekt befejezésének legkorabbi id6pontja 4. O

A kései id6zités meghatdrozdsat visszafelé, az utolso, a befejezési csticsbél kiindulva kezdjiik.
Ebben az eljardsban ha egy i csticsot tobb esemény kovet, az utébbiakra kordbban szamitott LT’
értékekbdl le kell vonni az i csticsbol ezekhez vezetd él hosszat. Az igy kapott idépontok koziil
a legkorébbira teljesiilnie kell az i eseménynek, hiszen csak ebben az esetben tarthat6 a kit{izott
hatarid¢ a teljes projekt teljesitésére.
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Altalaban a befejezési cstics kései idézitésének olyan id6pontot szokés valasztani, amely alatt

pays

az mindenképpen elérhet6 az egyes csticsbol. Amennyiben az LT'(j) kései id6zitési értékek mind
ismertek a j > i indexekre, az LT(i) a kovetkezd eljardssal szamithato:

1. 1épés Keressiik meg azokat a csticsokat, amelyekbe megy él az i csticsbdl. Ezek az események
az ¢ esemény kozvetlen kovetdi, utodai.

2. 1épés Az i esemény minden kozvetlen utédanak LT értékébdl vonjuk le az i-bdl az utédba

7 oz

vezet6 élhez tartozo tevékenység idStartamat.

3.1épés LT'(i) egyenld az el6z6 1épésben szamitott értékek minimumadval.

PELDA. Hatdrozzuk meg a kései id6zités értékeket a jol ismert iranyitott grafunkra:

1

1 2
3 1 3
3 L 4

Legyen az LT (4) érték 4, hiszen ekkorra a projekt befejezhet6. Innen L7(3) =4 — 1 = 3, hiszen a
3. csticsnak csak a 4. az utédja. Ezutan L7(2) = min{LT(4) —3,LT(3) — 1} = min{4 — 3,3 — 1} =
min{1,2} = 1. Hasonléan LT(1) = min{L7T(3)—3,LT(2)—1} = min{3—3,1—1} = min{0,0} = 0.
Eszerint legkés6bb 4 iddegységgel kell a projektet kezdeni a tervezett teljes késziiltségi esemény
eldtt. O

Amennyiben egy ¢ csticsra ET(i) = LT(i), akkor az illet6 csticsban valé minden késedelem a
projekt hataridejének lekésését jelenti. Esetiinkben a (2, 4) él 2-re valtoztatdsa azt eredményezné,
hogy a 2. esemény 1 egységgel késhetne a projekt befejezésének késedelme nélkiil: ekkor £7'(2) =
1,és LT(2) = 2.

A projekt tervezésekor fontos ismeret az, hogy az egyes tevékenységek mekkora késedelme
nem veszélyezteti még a teljes projekt hatariddre val6 befejezését. Egy tevékenység, illetve az
ennek megfelel6 (i, ) él tiiréshatira az a TH(i,j) szam, amennyivel a tevékenység kezdete a
legkorabbi lehetséges id6ponttdl eltolodhat anélkiil, hogy a projekt befejezése elkésne — a tobbi
tevékenység pontos végrehajtasat feltételezve.

Legyen t;; az (i, j) tevékenység hossza. Az (i, j) tevékenység késése mellett akkor tarthat6 a
projekt eredeti hatarideje, ha az i. esemény korai id6zitése + az (i, j) tevékenység hossza + a k
tliréshatar még mindig a j. esemény kései id6zitésénél nem késébbi idépontot ad. Eszerint

ET(1)+t;; + k < LT(j),

amibdl a tiréshatarra
TH(i,j) = LT(j) — ET(i) — t

adodik.
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A példankra ad6do tiiréshatarok:

TH(1,2) = LT(2) — ET(1) = 1=1-0—1=0,
TH(1,3) = LT(3) — ET(1) = 3=3—-0—3 =0,
TH(2,3)=LT(3)—ET(2)—1=3-1—-1=1,
TH(2,4) = LT(4) — ET(2) —3=4—1-3=0,
TH(3,4) = LT(4) —ET(3) —1=4-3—-1=0.
Ennek megfelel6en csak a (2,3) tevékenység halaszthat6 (egy egységgel) anélkiil hogy ez a

teljes projekt cstiszasat okozna.

Anulla tliréshatart tevékenységek barmilyen elhtizodésa késlelteti a projekt befejezését. Ezért
az ilyen éleket kritikus tevékenységnek nevezziik. A csak kritikus tevékenységekbdl allo, a kezdés
csticsbol a befejezés csticsba vezetd utat kritikus ritnak hivjuk.

A vizsgalt példankon az (1,2) és (2,4) tevékenységek példaul egy kritikus utat adnak meg,
mert ezekre a tiréshatdr nulla volt.

1 1 2
3 1 3
3 L 4

Természetesen egy projekt grafjaban tobb kritikus 1t is lehet. A tevékenységek flexibilitdsanak
a ttiréshatdr mellett tovdbbi mér6szama a mozgdshatdir:

Egy tevékenység, illetve az ezt reprezentdld (i, j) él mozgashatara az az id6tartam, amennyi-
vel a tevékenység kezdete (vagy hossza) elhtizédhat anélkiil, hogy ezzel barmely késobbi tevékenységj
kezdési id6pontja a korabbi kezdési id6pontjanal késébbre tolédna. Ennek jelolése M H (i, j).

A mozgéshatdr meghatdrozdsat a tliréshatarhoz hasonléan tehetjitkk meg: tegyiik fel, hogy az
i. esemény bekovetkezése, illetve az (i, j) tevékenység hossza k idéegységnyit tol6dik. Ebben az
esetben a j esemény akkor nem cstszik az (7, j) tevékenység miatt, ha

ET(i) +t;; + k < ET(j).
Ebbdl a mozgashatér definicidja:
MH(i,j) = ET(j) — ET() — t:

Mivel a példankra az ET(i) értékek megegyeznek a megfelelé LT'(i) értékekkel, ezért a moz-
gashatarok is megegyeznek a korabbi tliréshatarokkal.

A kritikus G4t meghatdrozasdnak egyik lehetséges mddja az ismertetett modszer a tliréshatar
értékek kiszamitdsaval, majd ezek ismeretében a nulla tiréshatdra élekbdl 4116 it megkeresése a
kezdés csticsbol a befejezés csticsig.

Emellett a kritikus Gt meghatdrozdsara linedris programozasi feladatot is fel lehet irni, amely
tiikrozi az eredeti probléma sajatossagait. Tekintsiik példafeladatunkat ismét:
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1 1 2
3 1 3
3 L 4

Jelolje z; az i. esemény bekovetkeztének id6pontjat. Minden (i, j) tevékenységre érvényes, hogy
a j esemény el6tt be kell kovetkeznie az i-nek, és az (i, j) tevékenységnek is be kell fejez6dnie.
A kritikus at meghatdrozasa a z = xp — x; fliggvény minimalizaldsat jelenti, ahol F' a befejezés
cstics. A példankra adédo linedris programozasi feladat innen:

min z = x4 — a1,

feltéve, hogy
Ty > 11+ 1,

T3 > 11 + 3,
T3 > w9 + 1,
Ty > Tg + 3,
Ty > 13+ 1.

A valtozokra érdemes nemnegativitasi feltételt alkalmazni, s6t, z; = 0 természetes valasztas
lehet. Az utébbi feltételek nélkiil az Excel a -2, -1, 1, 2 értékeket adta, és a kritikus Gt hosszara
4-et kaptunk. Ha z; értékét rogzitettiik nulldra, akkor az optimaélis megoldds megfeleléen a 0, 1,
3, 4 értékekre modosult.

A kritikus Gt meghatdrozdsara felirt linedris programozasi feladatnak 4ltaldban sok optimalis
megolddsa van (féleg ha tobb tiiréshatar pozitiv).

Realis és gyakori feladat az, hogy egy projekt-hdlézat ismert kritikus it megolddsat médosita-
ni kell Gigy, hogy a teljes projekt id6tartamat kell csokkenteni minimalis koltséggel — feltételezve,
hogy minden tevékenység hossza csokkenthetd egy ismert koltség fejében.

Moédositsuk a példankat annyiban, hogy minden tevékenység hossza csokkenthet6 féllel a
kovetkez6 koltségek megtizetése esetén: 1, 2, 3, 4, 5. Legyenek az 1 véltozok, amelyek az
egyes tevékenységek leroviditésének mértékét adjak, rendre A, B, C, D és E. A cél azt
meghatarozni, hogy hogyan kell iitemezni a projektet ahhoz, hogy az eredeti 4 hosszu végrehajtas
3.5-re médosuljon, és a tevékenységek gyorsitasanak 0sszkoltsége minimalis legyen. Az ennek
megfelel linedris programozasi feladat:

minz = 2A + 4B + 6C + 8D + 10F,

feltéve, hogy
A<05 B<05 6<05 D<05 E<O0.5,

Ty > 11 +1— A,
$3ZZE1+3—B7
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r3 > 29 +1-C,
Ty > x9+3—D,
ry>2r3+1-—F,
T4 — 11 < 3.5.
Itt 21 =0,és A, B,C, D, E nemnegativ. Az optimalis megoldas
21 =0, 29 =05, 23 =25, 2, =35 A=05 B=05 C=D=FE=0.

Ez azt jelenti, hogy az (1,2) ésaz (1,3) tevékenységeket kell postamunkaban végezni.

5.5. Program kiértékelés és feliilvizsgalat, PERT

A CPM, a kritikus it médszere azt feltételezi, hogy a tevékenységek id6tartama ismert. A projekt
leroviditési vizsgélat kivételével a munkafolyamatok hossza rogzitett. Ezzel szemben a PERT
megkozelités a tevékenységek id6tartamdaban a bizonytalansadg figyelembevételét is lehetévé te-
Szi.

A PERT egy munkafolyamat id6tartamarél harom adatot vesz szamitasba:

a = atevékenység legrovidebb lehetséges id6tartama,
b = atevékenység leghosszabb lehetséges id6tartama, és
m = atevékenység id6tartama legvaldszintibb értéke.

Jelolje a T;; valészintiségi valtoz6 az (i, j) munkafolyamat id6tartamét. A PERT megkozelités
felteszi, hogy ezek a val6szintiségi valtozok béta eloszlastiak. Amennyiben a T;; valdszin{iségi
valtozo béta eloszlast kdvet, akkor varhat6 értéke és szordsnégyzete (variancidja):

a+4m +b
B(Ty) =
b— 2
var T;; = ﬂ.
36

A PERT feltételezi azt is, hogy a munkafolyamatok id6tartamai egymastol fiiggetlen valdszintisé-
gi valtozok. Ebben az esetben a projekt-halozat egy utjanak id6tartama mint valdszinfiségi

valtozo
Z L (TZJ ) J
(i,5)€tt
az ut teljes idejének varianciaja pedig
Z var Tj;
(i,5)€nit

Jelolje most a C'P val6szinfiségi valtozé a CPM 4ltal meghatarozott kritikus at tevékenységei-
nek teljes id6tartamat. A PERT feltételezi, hogy a kritikus ttban elegenden sok tevékenység
szerepel ahhoz, hogy alkalmazni lehessen a centralis hatdreloszlas tételt, és igy megallapithassuk,

hogy a
cP= ) T

(4,7)€kritikus it
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val6szinfiségi valtozo kozelitdleg normalis eloszlast.

PELDA. Tekintsiik ismét a korabbi projekt-hdl6zatunkat: :

1

1 2
3 1 3
3 L 4

Ehhez most meg kell adni az egyes munkafolyamatok id6tartaméanak eloszlas-paramétereit:

Tevékenység a b m

1,2) 05 15 1.0
(1,3) 20 40 3.0
2,3) 05 15 1.0
(2,4) 20 40 3.0
(3,4) 05 15 1.0

......

értékeket valasztottuk. Ezekkel a szdmokkal meghatarozhatjuk az egyes tevékenységek varhato
id8tartamat és varianciajat:

B(Ty) = 22 42 LELS ) var Ty = w - 3—16 = 0.028,
E(Ty3) = % =3, varTys = (4 ;62>2 = % =0.111,
B(Ty) = 227 42 LELS ) var Ty = w - 3—16 = 0.028,
E(Ty) = w =3, var Ty = (4 ;62)2 = % =0.111,
B(Ty) = 22 42 LIS Ty = w - 3—16 — 0.028.

Vegyiik észre, hogy paraméterezésiink mellett a kapott varhaté értékek megegyeznek a
korabbi rogzitett iddtartamokkal. A fiktiv élekre a varhat6 érték és a variancia is nulla lenne.

Mivel a feltételezés szerint az egyes projekt szakaszok hosszai fiiggetlen valdszintiségi
valtozok, ezért a kritikus 1t teljes ideje varhat6 értéke és annak szérasnégyzete a kritikus 1t
szakaszaira kapott értékek Osszege lesz. Tekintsiik az (1,2) és (2,4) szakaszokbdl all6 kritikus
utat:

Y E(Ty) = E(Tis) + E(Trs) =1+ 3 =4,

(4,7)€kritikus it
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a teljes id6 varianciaja pedig

> var Ty = var Typ + var Ty = 0.028 4 0.111 = 0.139.

(4,j)€kritikus it

Ugyanezeket az értékeket kapjuk a masik, (1,3), (3,4) kritikus ttra is. A variancidbdl a megftele-
16 sz6rds +/0.139 = 0.373. Eszerint a kritikus utakon a varhat6 értéktdl valo eltérés varhato értéke
ez a 0.373.

Feltételezve, hogy a teljes kritikus tt megtételéhez sziikséges id6 normalis eloszlast (ez
példénkra aligha teljesiilhet), meghatdrozhatjuk annak a valdszintiségét, hogy a teljes projekt
befejez6dik adott id6, mondjuk 5 nap alatt.

Ez a val6szintiség P(C'P < 5). Standardizédljuk a normalis eloszldst valészintiségi valtozon-
kat:

P(CP§5):P(CP_4<5_4)

0.373 — 0.373

Ittaz F'(2.681) = 0.996 értéket a standard normalis eloszlés tdbldzatabol olvastuk ki. Itt F'(z) a
standard normalis eloszlés eloszlasfiiggvénye. A PERT szerint tehat a megadott feltevések mellett
annak a valdszintisége, hogy a teljes projekt 5 nap alatt befejez6dik, 99.6%.

A standard normalis eloszlas megfeleld értékét a tdblazat hasznalata helyett megtudhatjuk:

= P(Z < 2.681) = 0.996.

az Excel NORM. ELOSZL fliggvényét haszndlva,

az SPSS nevti statisztikai program CDF . NORMAL (2. 681, 0, 1) utasitdsaval,

a Matlab 0.5xerfc(-2.681/1.414) parancsaval (ehelyett persze a Matlab statisztikai
csomagja normcdf utasitdsa a jobb megoldds — mar ha az elérhetd) ,

a Maple pedig a stats[statevalf, cdf,normald] (2.681); utasitdssal adja a kért
val6szinfiségi értéket.

A PERT alkalmazasa sordn tett feltevések nehezen teljesithetk.

gy nem konnyfi igazolni, hogy az egyes tevékenységek id6tartamai egymastol fiiggetlenek.

Sokszor a munkafolyamatok ideje nem béta eloszlast kovet.

A centralis hatareloszlas tétel feltételei teljesiiléséhez lehet, hogy nincs elegendd tevékeny-
ség a vizsgalt atban.

Gyakran el6fordul, hogy a varhat6 id6tartamokra alkalmazott CPM eljards eredménye nem
marad kritikus Gt a véletlen események hatasara.

Az utolsé probléma megoldésara alkalmazhatunk Monte Carlo szimul4ciét annak meghataro-
zdsara, hogy az egyes tevékenységek milyen valdszintiséggel kritikusak, illetve hogy mennyi
lehet a teljes projekt teljestilése idejének varhato értéke és szorasa.
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A béta eloszlast valdszintiségi valtozok Osszege:

14-

Std. Dev =.28
Mean = .80
N =100.00

5%
o |
Q

o % (oo <, % <, N \’.@&

KETTO

14

Std. Dev = .82
Mean = 3.94
N =100.00

175 225 275 325 375 425 475 525
2,00 250 3.00 350 400 450 500 550

TIiZ

Itt az els6 dbra mutatja két béta eloszlassal generalt (RV.BETA(2,3)) véletlen szam Osszegének
eloszlasat az SPSS nevii program hisztogram rajzol6 utasitdsa eredményeként. Be van rajzolva
az illeszked normalis eloszlés stirliségfiiggvénye is. A kovetkez6 dbra tiz béta eloszlasu véletlen
szam Osszegének eloszlasat mutatja. Mindkét megjelenitett eloszlés eltér a normalistol.

5.6. Ellen6rz6 kérdések és gyakorl6 feladatok

1. Mutasson olyan legrovidebb 1t feladatot, amelyben minden ideiglenes cimke véltozatlanul
véglegessé valik!
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6. fejezet

Sztochasztikus programozas

Ahogy az Gjsdgarus probléma példdjan is latszani fog, egy sztochasztikus programozisi probléma
szokds szerint egy alapul szolgalé determinisztikus feladatra épiil. Miutan kidertilt, hogy valamely
valtoz6 val6jaban egy valdszintiségi valtozoval adhat6é meg, egy tjabb, sztochasztikus optimalizildsi
modellt fogalmazunk meg.

A modell és feladat szavakat szinonimaként hasznalhatjuk. Szigoribb értelemben a modell
adja meg a feladatra vonatkozo feltételezéseket, és hatarozza meg azokat a matematikai objektu-
mokat, amik a rendszeriink paramétereinek megfelelnek. Ez alapjan aztan felirhatjuk a konkrét
megoldand¢ feladatot, majd az eredményt alkalmazhatjuk leirasi vagy miikodtetési céljainkra.

Abban az esetben, amikor a modellre vonatkoz6é dontést a véletlen esemény el6tt kell
meghozni, statikus modellr6l beszéliink. Ide tartozik az Gjsagarus probléma is. Ezzel szemben
dinamikus modellnek neveziink olyan modelleket, amelyek olyan rendszerekre vonatkoznak, a-
melyek allapotaikat idében véltoztatjadk. Amennyiben a rendszer viselkedését nem befolyasoljak
véletlen folyamatok, akkor az optimilis vezérlést a rendszer indulasa el6tt meg lehet hatarozni.

A sztochasztikus dinamikus rendszer esetén az optimélis miikodtetéshez sziikség van a valdszi-
niiségi véltozok aktudlis értékeinek megtigyelésére, és a rendszer miikddésére valé hatasuk
megallapitsara.

Az alapul vett determinisztikus feladatokra a kovetkezd két példa szolgal kiindulési pontként:

Meghatarozando olyan x, hogy

91(35,5) > Oa 92(37,5) > 07 ) gr(xag) > Oa

r €D,

ahol D egy adott, nem véletlen halmaz, amit gyakran véges sok z-re vonatkozé egyenl6tlen-
ség hataroz meg. A £ szimbdlum olyan vektort jelol, amelynek komponensei majd valdszin{iségi
véltozok lesznek.

A masodik determinisztikus feladat egy széls6érték keresés:

min h(z, §)
feltéve, hogy

gl(x7§> 2 07 92(‘7:75) Z 07 LR gT(x7€> 2 07

reD,

71
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ahol D ismét egy adott, nem véletlen halmaz, amit gyakran véges sok z-re vonatkozé egyenl6t-
lenség hatdroz meg. A ¢ szimbdlum itt is olyan vektort jelol, amelynek komponensei majd valé-
szintiségi valtozok lesznek.

Ezeknek a feladatoknak fontos specialis esetei az alabbi problémék:

Meghatarozando olyan x, hogy
Te>¢,  (vagy Tz =¢),

Ar=0b és x>0,

illetve az, hogy

min h(z, §)
feltéve, hogy

Ar=0b és x>0,

ahol esetleg nem csak &, de a 7" métrixok egyes elemei is véletlen valészintiségi valtozok.
A legels6 determinisztikus problémdnak felel meg példaul a kovetkez6 valdsziniiség maxima-
lizdldsi feladat:

maxP(gl(x,f) Z 07 92($,§) Z 07 RS gr<$7€) Z 0)7
ugy, hogy = € D.

6.1. Az Gjsagarus probléma

Szamos kozgazdasadgi probléma fogalmazhaté meg, vagy vezethetd vissza arra a feladatra, ami-
kor azt szeretnénk meghatdrozni, hogy mekkora raktarkészletet tartsunk fenn, illetve rendeljiink
meg, ha mind a raktaron tartdsnak, mind a tul kicsi készletnek ismert koltsége van. A déntéshozé
célja nyilvén a lehetséges legnagyobb nyereség elérése, illetve a koltségei minimalizéldsa.

Az 1ijsagirus problémdnak azokat a feladatokat nevezziik amelyek elegettesznek a kovetkezd
feltételeknek:

o Arrdl kell donteni, hogy mennyi arut rendeljiink. Legyen ennek mennyisége q.

o A d egységnyi kereslet a beszerzett drura egy ismert, p(d) valészintiséggel fordulhat el6. Itt
d nemnegativ szam, és a D val6szin{iségi valtoz6 reprezentdlja a keresletet.

o A d és g értékekre vonatkozodan egy c(d, q) koltség mertil fel.

Egy tjsagarus valoban a fenti probléméval szembesiil. Ha az adott napi forgalmat alulbecsli,
akkor egyes vevSket nem tud kiszolgdalni, igy lehetséges nyereségtol esik el. Mdsrészt ha tul sokat
rendel, akkor annak a koltségeit fizetnie kell, és az el nem adott példanyok alapjan nyilvan nem
jut nyereséghez. Ha a kereslet diszkrét valoszintiségi valtozo, akkor a diszkrét keresletii 1ijsdgdrus
problémdrdl van sz6.
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A koltségfiiggvény alakja arra az esetre, amikor a készlet nem kisebb, mint az igény (d < ¢):
C(d> Q) = Coq t+ @,

ahol ¢, az egységnyi tiilkészletezés pozitiv koltsége. Itt tehdt ¢, az a koltség, amivel szamolni kell
akkor, ha a mdr igy is talzott készletet még egy egységgel noveljiik. a a ¢-t6l nem fliggd tagokat
jelzi. A kés6bb bemutatott eljaras miatt ennek részletezése nem sziikséges.
Abban az esetben, amikor a megrendelt 4&ru mennyisége kisebb, mint az igény (d > ¢ + 1),
akkor a koltségfiiggvény:
c(d,q) = —cuq + 0,

ahol ¢, a pozitiv eqységnyi alulkészletezési koltség.  Ez az az Osszeg, amivel a koltségeinket
csokkenteni tudjuk, ha egy egységgel tobb a készletiink. Itt b a ¢-t6l nem fiiggd tagokat jelzi.

Az Gjsagarus probléma elemzése soran tekintsiik most a koltségfiiggvény valtozasat. Ha E(q)
a koltségfliggvény varhato értéke abban az esetben, ha ¢ egységnyit rendeltiink az arubdl, akkor
a feladat olyan ¢* optimélis rendelés meghatdrozdsa, amely minimalizalja F értékét.

Amennyiben az E(q) konvex fiiggvény, akkor elegend6 az E(q + 1) — E(q) értékeket
meghatarozni. Konvex fliggvény esetén ugyanis a feladatunk annak a legkisebb ¢-nak a
megkeresésére egyszertisodik, amelyre E(q + 1) — E(q) pozitiv. Azt az eljarast, amely ez alapjan
az E(q + 1) — E(q) ismételt kiértékelésével hatirozza meg a keresett optimalis megrendelést,
hatdrelemzésnek nevezik. Alkalmazasdnak feltétele, hogy a célfiiggvény konvex legyen, és hogy
az emlitett kiilonbség konnyen szdmithato legyen.

Az E(q+ 1) — E(q) kiilonbség meghatdrozasahoz két esetet kell megvizsgalni:

1. Amikor d < gq. Ekkor egy Gjabb egység megrendelése tovébbi tulkészletezést okoz. Ez c,-al
noveli a koltséget. Ennek az esetnek a bekovetkezési valészintisége P(D < ¢), ahol D a kereslet
valdszintiségi valtozdja.

2. A masik eset az, amikor d > ¢ + 1. Ekkor egy tovabbi egység megrendelése csokkenti
a hidnyt, és igy csokkenti a koltséget is c,-val. A masodik eset bekovetkeztének valoszinfisége
P(D>q+1)=1-P(D <q).

A fentiek alapjan tehat az 6sszes eset 100- P(D < q) szazalékdban a ¢+ 1 egység megrendelése
c,-val kertil tobbe, mint ¢ egység rendelése, és az esetek 100- (1 — P(D < q)) szazalékdbana ¢+ 1
egységnyi készlet koltsége c,-val kevesebbe kertil, mint ¢ egységnyié. Ezek alapjan atlagosan a
q + 1 druegység megrendelése

E(g+1) = E(q) =c,P(D < q) —c,(1 - P(D <q)=(co+cu)P(D<q) —cy

koltséggel keriil tobbe, mint a ¢ egység rendelése. Mivel a P(D < ¢) valdszinliség ¢
novekedésével no, ezért ha c,+c, nemnegativ (ez az esetek tobbségében redlis feltételezés), akkor
a fenti kiilonbség monoton néni fog, igy teljesiil a hatarelemzés feltétele.

Ha E(q+1)— E(q) > 0, akkor (¢, +c,)P(D < q) — ¢, > 0-bol P(D < q) > ¢,/(c,+ ¢,) adédik.
Ha F(q) = P(D < q) a kereslet eloszlasfiiggvénye, akkor azt a minimadlis ¢ értéket keressiik,

amire még teljestil
Cy

F > .
(@) 2 Cot+ ¢y

PELDA. Tekintsiik azt a feladatot, amikor egy jegyzet kiaddsakor a nyomtatott példanyszamrol
kell donteni. A hallgatdsdg létszama ismeretében a varhaté igényeket tobbé-kevésbé jol lehet
becsiilni. A kérdés nyilvan az, hogy hany példanyban késziiljon a jegyzet ahhoz, hogy pl. a hdrom
éven beliili teljes koltség minimélis legyen.
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7 2z

A konkrét szdamadatok legyenek a kovetkezok: az eldallitasi koltség 900 Ft, az eladasi ar 1500
Ft. A harmadik év végén a teljes maradék készlettl megszabadulunk félaron: eladjuk Sket egy
nagykereskedének (750 Ft). A hdrom éven beliil eladhat6 példanyok valészintisége:

eladott jegyzet val6szintiség

50 0.30
100 0.20
150 0.20
200 0.10
250 0.10
300 0.10

A jelolésiink kovesse a bevezetdt: legyen ¢ a megrendelt jegyzetek szama, d pedig a harom
éven beliil ténylegesen eladottak szdma. Amennyiben az eladott példanyok szama kevesebb,
mint a megrendelteké (d < ¢), akkor a teljes koltség a kovetkezbek szerint alakul:

tevékenység koltség
q darab jegyzet vasarlasa 900 ¢
d darab jegyzet eladasa —1500 d
q — d jegyzet eladdsa félaron —750 (¢ — d)
teljes koltség 150 ¢ — 750 d

A tovabbi vizsgalatunk szempontjdb6l ebbdl az a fontos, hogy a ¢ egységnyi novelése 150 Ft-
nyi koltségnovekedést jelent (hiszen 900-ért allitjdk el6 a jegyzetet, és a f616s példanyoktdl csak
750-ért tudunk megszabadulni). Vegyiik észre, hogy a jegyzet eldéllitdsdnak a példanyszamtol
nem fliggd koltségei az optimalis példdnyszamot nem befolyésoljak, hiszen ezeket minden ¢-ra
azonos moédon kell megfizetni.

Amennyiben az igényelt példanyok szdma legaldbb annyi, mint a megrendelteké (d > q),
akkor a teljes koltség a kovetkezbek szerint alakul (a negativ koltséget nyereségként értelmezziik):

tevékenység koltség
q darab jegyzet vasérlasa 900 ¢q
q darab jegyzet eladdsa  —1500 ¢
teljes koltség —600 ¢

Ebben az esetben a ¢ egységnyi novelése a koltségeket 600 forinttal csokkenti (a nyereséget
600 Ft-al noveli). Az eddigi koltségelemzés alapjan a talkészletezési koltség ¢, = 150, az
alulkészletezési koltség pedig ¢, = 600.

Alkalmazzuk most az optimalis megrendelésre vonatkozo levezetett feltételt:

Flg) > Cu 600 :@:
T cot+e, 1504600 750
A megadott valdszintiségek alapjan példdnkban 200 darab jegyzet megrendelése az optimdlis,
mert erre ad6dik elszor a kapott 0.3+0.2+0.2+0.1 = 0.8 eloszlasfiiggvény érték.
A kapott eredmény illusztralasaként hatarozzuk meg az egyes koltség eltéréseket

0.8.

E(qg+1) = E(q) = (co +cu) P(D < q) — ¢y

alapjan az egymasra kovetkez6 eltérések rendre:
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E(51) — E(50) = (150 + 600) - 0.3 — 600 = 225 — 600 = —375,
E(101) — E(100) = 750 - 0.5 — 600 = 375 — 600 = —225,
E(151) — E(150) = 750 - 0.7 — 600 = 525 — 600 = —75,

E(201) — E(200) = 750 - 0.8 — 600 = 600 — 600 = 0,
E(251) — E(250) = 750 - 0.9 — 600 = 675 — 600 = 75,
E(301) — E(300) = 750 - 1.0 — 600 = 750 — 600 = 150.

6.2. A folytonos keresletii Gjsagarus probléma

Bizonyos értelemben az el6z6 példdban is feltételeztiik a kereslet finomabb felbontdsat, mint
az épp definidltat. Mégis, az az eset kiilon targyaland6, amikor a D keresletet egy folytonos
valészinfiségi véltozoval reprezentédljuk. Az el6z6 modellre hasznélt hatdrelemzési eljardst ennek
megfelel6en médositani kell.

Eszerint a dontéshoz6 véarhat6 koltségét az a ¢* megrendelés minimalizalja varhato értékben,
ahol ¢* az a legkisebb megrendelési érték, amelyre teljesiil

Cy

P(ng):c +

A feltételben az egyenlSséget az tette lehet6vé, hogy a kereslet most folytonos valészinfiségi
valtoz6. Egyszertien belathat6, hogy a fenti feltétel ekvivalens az

Co
Co + Cy

P(D>q):

egyenlettel.

PELDA. A légitarsasdgok bevett gyakorlata, hogy a legnagyobb lehetséges nyereség elérése
érdekében tobb jegyet adnak el, mint ahdny utas az adott gépre felfér — arra szdmitva, hogy nem
minden utas fog ténylegesen utazni, egyesek lemondjak az utat kiilonb6z6 okok miatt. Vizsgaljuk
meg az Ujsagarus probléma modelljével, hogy egy adott esetben hogyan hatdrozhaté6 meg az
optimélis titlfoglalds.

A Fokker F70 gép 79 utast tud széllitani. Tegyiik fel, hogy egy jaratra a jegy 4ra 40 eFt,
a talfoglalds miatt a géprdl lemaradé utas karpotlds és egy madsik jarat drdgabb ara miatt 20
eFt tobbletkoltséget jelent (és visszatéritik a teljes jegydarat). A tapasztalatok szerint a jeggyel
rendelkezd, de meg nem jelent utasok szdma kozel normalis eloszlast kovet 10 varhato értékkel
és 3 szoréssal.

Legyen most ¢ a légitarsasag 4ltal az adott jaratra eladott jegyek szama, d pedig a meg nem
jelent utasok szama (ez eltér a kordbban szokasos jelentést6l). Ekkor ¢ — d lesz a ténylegesen
utazdsra jelentkez6k szama. Ha ¢ — d < 79, akkor mindenki utazhat, és ekkor a légitarsasag
koltsége —40(q — d) (ezer Forintban). Ha (¢ — d) > 79, akkor 79 utas lesz a gépen (ennek koltsége
—79 - 40), és ¢ — d — 79 utas kap karpoétlast fejenként 20 eFt értékben. Ekkor tehat a 1égitarsasag
teljes koltsége 20(¢ — d — 79) — 40 - 79 = 20q — 20d — 60 - 79 = 20q — 20d — 4740.

Amennyiben ¢ — 79 a dontési véaltozonk, akkor egy folytonos keresletti Gijsdgarus problémat
kell megoldani. A fenti adatok alapjan c, = 40, és c, = 20. Az optimalis dontés feltétele:
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¢ 40
Cotey 20440 3
Standardizaljuk a D valészintiségi valtozonkat a 10 varhat6 érték és a 3 szorés felhaszndlasa-
val:

| DO

P(D < q—T79) =

3 - 3
Bevezetve a Z = (D — 10)/3 standard normadlis eloszldst valészintiségi valtozo6t, optimalitési
teltételnek azt kapjuk, hogy
)z ( 7 < #) —0.6.

A standard normalis eloszlds tdblazatabol megtudhatjuk, hogy P(Z < 0.43) = 0.6664 (és a
kovetkezo értékre, 0.44-re mar 0.67 val6szintiség adddik). Innen a kozelité optimaélis megoldas

D-—1 791 .
P( 0 a=-7 0>:0.6.

791
0.43:#,

azaZz
q=(0.43-3) + 89 = 90.29.

Eszerint a l1égitarsasdgnak az adott feltételek mellett a legel6nydsebb 90 vagy 91 jegyet eladnia
a 79 tényleges fér6helyre. Természetesen ha az igény ennél kisebb, akkor annyi jegyet érdemes
kiadni. ]

6.3. Ellen6rzo kérdések és gyakorl6 feladatok



7. fejezet

Gradiens modszer

A korldatozds nélkiili nemlinedris optimalizildsi feladatok gyakorlati problémakban gyakran lépnek fel.
Altalanos alakjuk

win f(z),
ahol a célfiiggvény kétszer folytonosan differencidlhaté (f € C?), f : R® — R. A megoldas egyik
modszere az, hogy az eredeti nemlinedris fliggvényt a megoldashoz tarté pontokban kvadratikus
fiuggvényekkel kozelitjiik, és a kovetkezd iteralt a kozelitésbdl kapott megoldas lesz.

A feladat megoldédsahoz helyi kereso eljirdsokat szokds haszndlni, amelyek az induléponthoz
tartozo helyi minimumpont megkeresésére véllalkoznak, dltalaban monoton nem névekvé célfiigg-
vényérték mellett.

Amennyiben a mésodik derivélt, a H,;(z) = 0%f(x)/dx;0x; képlettel adott Hesse matrix
ismeretes, akkor a leghatékonyabb a Newton mddszer. Ez az érintomodszer alapjan miikodik, ami
egydimenzi6s nemlinedris egyenletet old meg az xj1 = x, — f(xy)/f (zx) iterdcids képlettel. A
tobbdimenziés optimalizalasi feladatra ennek a kovetkezd formula felel meg:

Thir = xp — H (2) V f (),

ahol Vf(xy) az f(z) fliggvény gradiense az z;, pontban.

A korszer(i szamitoégépes megvaldsitdsokban a megadottndl kisebb 1épést szokds tenni. Az
ilyen Newton mdédszerre bizonyos feltételek teljesiilése esetén kvadratikus konvergencia érvényes,
azaz egy megfelel6 2* helyi minimumpontra

12" — @] < Ofl2” — @il [*

érvényes egy alkalmas pozitiv C' konstansra.

Gyakran a Hesse matrix nem allithat6 el6 egyszertien, vagypedig numerikus differencidldssal
jol kozelithetd. Az erre az esetre médositott Newton moédszernek quasi-Newton eljdrds a neve.
Erre kvadratikus konvergencia mér nem érvényes, csak a szuperlinedris konvergencia, azaz teljestiil

e = el
lim —— =
k=oo [[a* — |

0.

Amennyiben csak a gradiensértékre lehet timaszkodni, akkor olyan eljarast is fel lehet épiteni,
amely az adott iterdciés pontbdl a negativ gradiens iranyaban 1ép tovabb:

Tpp1 = T — AV f(z),

ahol )\ a lépéskoz. Az olyan modszereket, amelyek keresési irdnya a negativ gradienssel pozitiv
bels6 szorzatot ad, gradiens modszereknek nevezziik.

77
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A gradiens médszernek is vannak olyan valtozatai, amelyek nem igénylik a célfiiggvény de-
rivaltjanak ismeretét, ennek megfelel$ kozelitését maga az eljaras allitja el6. A gradiens médszer-
csalad altalaban csak linedris konvergencidt mutat, de a konjugalt gradiens modszerrel bizonyos
feladatosztalyon el lehet érni a szuperlinearis konvergenciat.

PELDA. Tekintsiik az f(z) = (z1 — 1) + (21 + 29 — 2)? fuiggvényt. Ennek a célfiiggvénynek a
minimuma az z; = 1, z; = 1 pontban van, értéke 0. A gradiens

V@)= (2(x — 1)+ 2(z1 + 22 — 2),2(z1 + 22 — 2))7,
a Hesse matrix és inverze pedig

H(x) = { ‘21 ; } . illetve H(z)™ = { -8? _(1J:(5) } ‘

Ennek alapjan a Newton médszer adta iterdcié az =y = (3,3)” pontbdl indulva:

v = a0 — H ™ (20)Vf(20) = ( 3 ) - { 8? (1)8 } ( 2'22%42'4 )

_(3Y) | 05 05|12\ _(3\ ([ 6-4)\_(3)\ (2
173 05 10|\ 8 )" \3 —6+8 )\ 3 2 )
Tehat ez alkalommal egy lépésben megkaptuk az (1,1)” optimalis megoldést. Ez a jelenség a
lényegében kvadratikus fliggvényekre fordulhat el8.

Innen

PELDA. Tekintsiik az el6z6 feladatot, és oldjuk meg a gradiens moddszerrel! Minimalizdlandé
tehataz f(z) = (z1 — 1)? + (21 + 9 — 2)? fiiggvény. Ennek minimuma az z; = 1, 2, = 1 pontban
van, értéke 0. A gradiens

Viz) = (2(x; — 1)+ 2(x1 + 29 — 2),2(21 + 35 — 2))T.

Vegyiink egy viszonylag kis lépéskozt, A = 0.1-et, és ismét az =, = (3,3)” indul6pontot. Az
iterdcios sorozat elsd lépései ezzel az

Ik—&-l = T — )\Vf(xk)

(3) (os)=(22)

>> x = x — 0.1%x[2%(X(1)-1)42%x (X (1) +x(2)=2) ;2 (x(1)+x(2)-2) ]

képlet alapjan:

xlzxo—/\vf(%):(g)_o'l( 1§>

A kovetkezd iteralt pontok a Matlab

utasitasaval kiszamitva:
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[ 124 [ 0.984 _ ( 0.8720
2= 180 )0 ™7\ 159 )0 "7\ 14768 |-

A kovetkezd néhdny kivélasztott kozelitd vektor:

[ 0.8359 [ 09245 ~/0.9930 ~(0.9999
T1o=\ 12720 ) P20 =\ 11221 /> "0 =\ 1.0113 ) *1 =\ 1.0002 |

Az iterdlt vektorok linedris konvergenciara utalnak.

7.1. Konjugalt gradiens médszer

A konjugdlt gradiens modszer optimalizdlisra és szimmetrikus pozitiv definit métrixt linedris
egyenletrendszerek megoldédsara is alkalmas. Pontos aritmetikdval ugyan véges sok 1épésben
megtaldlnd a megoldést, de a kerekitési hibdk miatt mégis iterdcios eljarasnak kell tekinteni.
Szamos varidnsa ismert.

Legyen A egy szimmetrikus, pozitiv definit matrix, akkor a

1
q(z) = éxTAx — b

kvadratikus fiiggvénynek egyetlen z* minimumpontja van, és erre Az* = b teljesiil. Mas
sz6val az Az = b linearis egyenletrendszer megoldasa ekvivalens a ¢(z) kvadratikus fliggvény
minimumpontjanak meghatarozasaval.

A tobbdimenzi6s optimalizalasi eljdrdsok rendszerint az

Tk41 = Tk + Sk

alakban keresik az 1j kozelit6 megoldast, ahol s;, egy keresési irdny, és o a lépéskoz. A kvadratikus
tiggvények optimalizdldsa sordn a kovetkez6 észrevételeket tehetjiik:

(i) A negativ gradiens (amelyik irdnyéban a célfiiggvény csokken) a rezidudlis vektor: —Vq(z) =
b—Ax =r.

(ii) Adott keresési irdny mentén nem kell adaptiv médon meghatarozni a 1épéskozt (mint alta-
lanos nemlinedris minimalizalds esetén kellene), mert az optimélis o kozvetleniil megad-
hat6. A keresési irdny mentén ott lesz a célfiiggvény minimdlis, ahol az Gj reziduélis vektor
merdleges sj-ra:

0= Lg(zps1) = Va(zrs1)T Lapir = (Azpsr — b)7 (L (g, + asp)) = =i sk
Az uj rezidudlis vektort ki lehet fejezni a régivel és a keresési irannyal:
Tre1 = b— Axg1 =b— A(zg + asg) = (b — Axy) — aAsy = rp — aAsy.

Balrol beszorozva si -vel, és megoldva ezt az egyenletet a-ra azt kapjuk, hogy

. Tgsk
st Asy
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Ezzel megkaptuk a szimmetrikus, pozitiv definit matrixa linedris egyenletrendszerek meg-
oldasédra szolgdlé konjugalt gradiens médszert. Egy adott x, indulépontra legyen sy = ry =
b — Az, és iterdljuk k = 1,2,... értékekre az alabbi lépéseket, amig a megdllasi feltételek nem
teljestilnek:

T
1. oy = S%ka (a 1épéshossz meghatédrozasa)

2. T4 = 2k + oysy (iterdlt kozelité megoldas)

3. Tp+1 = 1 — o Asy (az Gj rezidudlis vektor)
4. Byt = r’““ L (segédvaltozo)

5. Sk41 = k41 + Brt15k (az Gj keresési irany)

Vegyiik észre, hogy az « értékét most kicsit mas forméban hatéroztuk meg (7 s helyett r{r;
all). Ervényes viszont, hogy

risy =1} (re + Brsk_1) = ik + BTk Skt = Th Tk

mivel az rj, rezidudlis vektor merSleges az s;_; keresési irdnyra.

A korabbi gradiensmédszerek egyszeriien a negativ gradienst kovették minden iterdcios 1é-
pésben, de felismerték, hogy ez a meredek falt enyhén lejté volgyszer(i fliggvények esetén
sziikségteleniil sok iterdcids 1épést kovetelt a volgy két oldaldn valé oda-vissza mozgéssal. A
kisebb meredekséggel rendelkezd irdnyban viszont lényegesen gyorsabban lehetett volna haladni
a megoldas felé. A konjugalt gradiens moédszer ezzel szemben a lépésenkénti merSleges irdny-
valtoztatdssal kikiiszoboli ezt a hatranyt (innen a neve).

A megallasi feltétel szokds szerint az, hogy a felhaszndl6 el6irja, hogy az utols6 néhany
iterdlt kozelités eltérése és a linearis egyenletrendszer két oldala kiilonbsége norméja ezekben
a pontokban adott kis pozitiv értékek alatt maradjanak.

A konjugélt gradiens médszer nemlineéris optimalizalasra is alkalmas, ha minden iteracios
lépésben az eredeti célfiiggvény kvadratikus modelljére alkalmazzuk (az adott pontbeli fligg-
vényértékre, a gradiensre és a Hesse matrixra vagy ezek kozelitésére tdmaszkodva).

A konjugalt gradiens modszer egy egyszer(i megvaldsitdsa a Matlabban:

function x = kg(A, b, x);

s = b-A*Xx;
r = s;
for k=1:20
a =(r’xr)/ (s’ *Axs);
X = X+axs;
rr = r—axAx*s;
s = rr+sx((rr’ xrr)/ (r’ *xr));
r = rr

end
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Az attekinthet6ség kedvéért a megdlldsi feltételeket elhagytuk a programbdl, ezek akkor
allitottak meg az iterdciét, ha a keresési irdny, vagy a rezidudlis vektor normdja, illetve ha a
megoldas utols6 két iteraltjdnak eltérése norméja kisebb volt, mint 0.00001. A kiinduldasi adatok:

(1) () ()

Lathat6, hogy a megoldas z* = [1,1]7. A kapott eredmény két iteracié utén:

r =
1.0e-014 ~«
-0.1554
-0.0888
ans =
1.0000
1.0000

Tehat a lineéris egyenletrendszer bal- és jobb oldaldnak eltérése mar a szamabrazolas hatdran
volt, és az eredmény is nagyon kozeli az elméleti megolddshoz. Ez teljes dsszhangban van a
modszer (pontos aritmetika hasznélata esetén érvényes) véges szamu lépésben valé konvergen-
cidjaval, de latszik a kerekitési hibak hatasa is.

A linedris egyenletrendszerek megoldasédra szolgdld iteraciés Matlab eljarasokat 0sszegeztiik
az alabbi tabladzatban:

fiiggvény | matrix tipus modszer

bicg altaldnos bikonjugélt gradiens médszer

bicgstab | altaldnos stabilizalt bikonjugalt gradiens moédszer
cgs altalanos négyzetes konjugalt gradiens moédszer
gmres altalanos altalanositott minimum-rezidudl modszer
minres Hermite-szimmetrikus minimum-rezidual médszer

lsqr altalanos konjugélt gradiens normalis egyenletekre
pcg Herm. poz. def. prekondicionalt konjugalt gradiens

gmr altalanos kvazi-minimal rezidudl médszer

symmlg Hermite-szimmetrikus szimmetrikus LQ médszer

Ezek a fiiggvények (a gmres kivételével) azonos hivasi formdtumot hasznédlnak. A legegy-
szer(ibb hivasi méd az

x = solver (A,b),

ahol solver a tdbldzatban szerepld egyik eljaras neve. Ha a megallasi feltételben a toleranciat
modositani szeretnénk, akkor a hivési forma

x = solver (A,b,tol),

ahol a tol érték az a szdm, amellyel a norm (b-Axx) <= tolxnorm(b) feltétel teljesiilését
koveteljiik meg. A tolerancia alapbeéllitdsa 1e-6.
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Egy adott n x n-es A métrix nemnulla elemei szazalékos aranyét a kovetkez6 Matlab utasités
adja:

>> nnz (A)/n"2

A gyakrabban hasznalatos, érdekes matrixok, vektorok kozvetleniil is elérhet6k a Matlabban:

>> b = ones(n,1l);
az egyesekbdl all6 n hosszu oszlopvektort adja.

>> A = gallery(’wathen’,12,12); n = length(a)

N =

481
>> nnz (A)/n"2
ans =

0.0301

a 481 x 481-es Whaten matrixot generalja, amelynek rogzitett ritkasagi szerkezete van véletlen
elemekkel. A nemnulla elemek ardnya kb. 3%. A prekondicionélt konjugdlt gradiens médszer a
kovetkez6 eredményt adja a fentiekben definidlt linedris egyenletrendszerre.

>>x = pcg(A,b);

pcg stopped at iteration 20 without converging to the desired
tolerance 1e-006 because the maximum number of iterations was
reached.

The iterate returned has relative residual 0.063

Ez azt jelenti, hogy az el6irt megallasi feltétel nem teljesiilt még a rezidualra, tobb iterdcié
végrehajtasat kell ehhez engedélyezni.

x = pcg(A,b,1e-6,100);
pcg converged at iteration 86 to a solution with relative
residual 8.8e-007

Nagyon tanulsdgos a 12 helyett nagyobb paraméterrel futtatni a fenti utasitdsokat. 40 esetén
az n mar kozel 5000, a nem nulla matrixelemek ardnya 3 ezrelék. Erre a feladatra a pcg eljards
kb. 6 masodpercig futott, mig az x = b \ A hétszer tovabb. Erdekes, hogy ha a futtatdst meg-
ismételtiik, akkor méar kozel azonos id6re volt sziikség. Ennek az lehet a magyardzata. hogy az
ismételt futtatds esetén mar a memoridban volt a tobb szdz megabyte-nyi adat.

Az iterativ eljardsok a hatékony miikddéshez éltaldban prekondicionélast igényelnek, az eredeti
Az =b

egyenlet helyett az M; és M, matrixokkal, illetve az M = M;M, maétrixszal a kovetkez6
egyenleteket fogjak haszndlni:
M{YAMGY - Myx = M,
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vagy pedig » 1
M~ Ax = M™"0.

Az atalakitas célja az, hogy az eredménymaétrix bizonyos értelemben kozel legyen az egység-
matrixhoz. A jo prekondiciondlé matrixok meghatarozasa nehéz feladat, és altalaban az adott
alkalmazds ismeretét kivanja meg, amibdl a linearis egyenletrendszer szdrmazik.

Az altalunk vizsgélt A matrixnak egy j6 prekondiciondldja azM = diag(diag (7)) matrix,
az A matrix f6atldja elemeibdl 4116 diagondlis métrix. Ezzel mint 6todik argumentummal felhivva
a pcg eljarést, lényegesebben gyorsabban kapunk a megallasi feltételnek megfelel6 megoldast:

>> [x,flag,relres,iter] = pcg(A,b,1e-6,100,diag(diag(A)));
>> flag, relres, iter
flag =
0
relres =
9.0568e-007
iter =
28

Vegyiik észre, hogy amikor egynél tobb eredmény-argumentumot kériink, akkor nem jonnek
tizenetek. A flag nulla értéke azt mutatja, hogy a megoldas teljesiti az el6irt megallasi feltételt
iter darab iterdcids 1épés utan.

7.2. Ellen6rzd kérdések és gyakorlé feladatok
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8. fejezet

A korlatozas és szétvalasztas modszere

Olyan optimalizalasi feladatok megoldasara, amelyeket kozvetleniil nem lehet valamely bevett
eljarassal megoldani, hasznos az eredeti feladat egyszer{ibb részfeladatokra val6 felbontasa. Ide
tartozik az egészértékii linedris optimalizéldsi feladatok kore, és a nemlineéris programozas is.

Az alapotlet az eredeti feladat szisztematikus felosztdsa olyan kisebb, valamely szempontb6l
kezelhet8bb részfeladatokra, amelyek bizonyos értelemben a teljes leszdmoldas egy hatékony meg-
valdsitdsat adjak. A megoldott részfeladatok eredményeit természetesen megfelel6en dsszegezni
kell. A moédszer erejét az adja, hogy minden lépése automatizalhato.

Tekintstiik azt a feladatot, amelyben

min f(z)

az optimalizéldsi cél, és a lehetséges megolddsokat azonos dimenzidji, egész koordinatdju x
vektorok egy véges és nem iires L halmaza adja meg.

Ennek a feladatnak nyilvdnvaldéan van optimélis megolddsa, hiszen a véges sok lehetséges
vektor kozott nyilvan kijelolhet6 az, amelyiknél kisebb célfiiggvényértéket a tobbi nem ad. Sok
esetben a lehetséges megoldasok szdma nagyon nagy. Igy példdul az n x n-es hozzéarendelési fel-
adat esetén n! darab lehetséges megoldast kellene ellendrizni.

A korldtozds és szétvilasztds modszere (angolul branch-and-bound, B&B) két fiiggvényre tdmaszkodik:]]

e a ¢ szétvilasztdsi fiigguény az L lehetséges megoldédsi halmaz egy tetszbleges L’ (amire
|L'| > 1) részhalmazanak megadja egy val6di osztalyozasat.

e a g korlitozo fiigguény pedig az L egy tetszbleges L' # () részhalmazahoz hozzérendeli
az f(z), » € L' célfuggvényértékek egy alsé korlatjagt. Amennyiben L' egy = lehetséges
vektorbdl all, akkor g(x) = f(z).

Erre a két fiiggvényre alapozva mar fel lehet épiteni a korlatozas és szétvalasztds modszer
egy valtozatat. A korldtozds és szétvalasztds modszere egy lesziamlilisi fit épit fel a kovetkez6k
szerint:

0. 1épés Az el6készités sordn hatarozzuk meg a g(L) értéket, és legyen L a leszamlélasi fa
gyoOkere. Legyen k = 1. Cimkézziik meg a gyokeret a g(L) értékkel.

1. 1épés Az aktudlis fa levelein hatdrozzuk meg a cimkék minimumadt, és valasz-szunk ki egy
minimalis cimkéjti L' levelet.
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2. 1épés Amennyiben L' mar csak egy vektorbdl all (L' = {z}), akkor vége az eljarasnak, =
optimalis megoldas.

3. 1épés Bovitsiik az aktudlis fat ¢(L') elemeivel, legyenek ezek L’ leszdrmazottjai az épitett
keresési faban. Az 1j levelekre hatdrozzuk meg az als6 korldtokat a g fliggvény segitségével,
és rendeljiik ket cimkeként a megfelel$ levelekhez. Noveljiik a £ iterdcidszdmot eggyel, és
térjiink rd a kovetkezd iteracids 1épésre (1. 1épés).

Az eljaras végessége abbodl adddik, hogy a ¢ definicidja alapjan minden L' részfeladatnak
legfeljebb |L'| leszarmazottja van, és hogy az algoritmus futdsanak minden fazisaban az eredeti
L lehetséges megoldési halmaz egy osztdlyozasat jelentik az aktudlis levelek. A szétvalasztasi
figgvény tulajdonsdgan mualik, hogy minden Gjabb szétvélasztas valédi osztalyozast ad. Ebbdl
az adédik, hogy a keresési fa maximadlis mélysége |L|. A fa végességébdl mar kovetkezik az
eljaras végessége is.

Az algoritmus helyessége azon mulik, hogy minden iterdcios fazisban a lehetséges megolddsok-
nak az aktudlis levelek altal meghatarozott osztdlyozasa részhalmazaira ismert alsé korlatok
legkisebbike als6 korldtja lesz az optimalis célfiiggvényértéknek. A megallaskor tehat f(z) < f(x)
adodik az T vektorra. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy 7 optimalis megoldas.

Gyakran hasznos a lehetséges megolddsok L halmazat befoglalni egy konnyebben kezelhetd
halmazba, és a felosztast azon végigkovetni. Erdemes az alapmédszer inditésa sordn egy le-
hetséges megolddsra vonatkoz6 (és ezért pontos) felsd korlatot adni az optimum értékére. Ennek
segitségével a szamontartott részfeladatok szamat csokkenteni lehet.

PELDA. Tekintsiik a kovetkez6 egyszerti 0-1 értéki linearis programozasi feladatot:

min —4x, — Xy — X3 — X4

teltéve hogy a
51’1+3CL’2+21’3+[L‘4 S 5

teljestil, és x; € {0, 1},i=1,....4.
Ebben az esetben a lehetséges megoldasok halmaza:
L ={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0),(0,1,0,1),(0,1,1,0), (1,0,0,0) }.

Az L-en a célfiiggvény alsé korlatjdnak vegyiik a célfiiggvény egytitthatok Osszegét, ame-
lyekre van egyes valamely vektorban (ennél kisebb érték nem fordulhat el6): g(L) = —7.

Tegyiik fel, hogy a szétvdalasztasi fliggvény L-et olyan két halmazra bontja, hogy L,-be
kertiljenek azok a vektorok, amelyekre z; = 0, L,-be pedig azok, amelyekre z; = 1. Ekkor

L, ={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0), (0,1,0,1),(0,1,1,0) },
és g(Ly) = —3, illetve
Ly ={(1,0,0,0)},

és g(LQ) = —4.
Mivel a kovetkez6 1épésben az L, levelet kellene tovabb osztani, és az mar csak egy vektort
tartalmaz, ezért 7 = (1,0, 0,0) az optimalis megoldas.
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Vegyiik észre, hogy a fenti gyors megoldast csak az tette lehet6vé, hogy a lehetséges
megoldasok halmazabdl egy 1épésben sikertiilt elkiiloniteni egy egyelem{i részhalmazt, amelyre a
célfiiggvény értéke nem volt nagyobb, mint a tobbi, a lehetséges megoldasok kozé tartozé vektor
célfiiggvény értéke.

Gyakorlati feladatokban persze lényegesen nagyobb szamu iterdcié kell a megolddshoz —
masrészt ezzel egyiitt is hatdsos és hatékony eszkoz lehet a korldtozas és szétvalasztds modszere.

PELDA. Tekintsiik a min f(z) = z? feladatot az X = [-2,10] intervallumon. A szélséérték
nyilvdn a 0 pontban van. Az f(z) fliggvény befoglal6 fiiggvényértéke a kiindulési intervallumon
[—2,10] % [—2, 10] = [—20, 100).

A kiindulési intervallumot osszuk fel két egyenld részre. A kapott intervallumokra ad6dé
korlatok:

f([—2,4]) = [-8,16], f([4,10]) = [16,100].

Ebbdl az ad6dik, hogy a teljes feladatra vonatkozé alsé korlatunk -20-r6l -8-ra javul. Vegytiik észre,
hogy a masodik részintervallumon a célfiiggvényiink monoton, ezért a befoglalé fliggvénytink
pontos.

A kovetkezd iteracios 1épésben a legigéretesebb részintervallum a [—2, 4]. Osszuk fel most ezt.
Az ezutan meglévé részintervallumokra a korlatok:

f([_27 1]) = [_274]7 f<[174]) = [17 16]7 f([47 10]) = [167 100]

Mivel egy részintervallumon ([—2, 1]) kapott fels6 korlt kisebb, mint egy mdsik részintervallum-
ra ([4,10]) érvényes als6 korlat, ezért az utébbi torolhetd a keresési tartomanybol, hiszen nem
tartalmazhat optimélis megoldést.

A kovetkezd néhdny iterdcié utdni még figyelembe veendd részintervallumok a hozzdjuk
tartozo korlatokkal:

f([_27 _0’5]) = [0725’ 4]7 f([_0757 1]) = [_0757 1]7 f<[17 4]) = [17 16]7

f([—2, —0,5]) =1[0,25, 4], f([-0,5, 0,25]) = [0, 125, 0,25],
f(]0,25, 1]) = [0,0625, 1],

£(1=0,5, —0,125]) = [0,015625, 0,25], f([—0,125, 0,25]) = [—0, 03125, 0,0625),
£([0,25, 1]) = [0,0625, 1].

Az optimalis célfiiggvényértékre vonatkozo bizonytalansag 5 iterdcios 1épés alatt 120-r61 0,1
ala csokkent. Az optimum helye bizonytalansaga 12-r6l 1,5-re alakult.

PELDA. Ebben az esetben a feladat egy olyan kellemetlen gyar telepitési helyszin meghatdrozasa
volt, amelyre a magyarorszdgi nagyobb varosok lakosai szdmédval ardnyos elutasitas figyelem-
bevételével a lehetd legkisebb gondot okozza.

A célfiiggvény ennek megfelel6en

l;
=2 ey =

ahol = és y a telepités helyszinének koordinatdi, az i-edik varos lakosai szdma [;, koordinatéi
pedig z; és y;. Nyilvan f(z) minimalizaldsa a cél.
Az optimalizélasi feladat korlatozéasat jelentette, hogy
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e a gyarnak az orszaghatdrokon beliil legaldbb 50 kilométerre kell lennie,
e a varosok 5 kilométeres korzete is kizart a telepitésbol.

A kapott eredményt a kdvetkez6 dbra mutatja — konkrétan a megvizsgalt részintervallumok
jelolésével:

X

Erdekes eredmény, hogy ha a hatartél val6 eltérést nem koveteltiik meg, akkor az optimalis
pozici6 minden esetben a hatdrra adédott, még akkor is, ha figyelembe vettiik a hataron tali
nagyobb vérosok taszit6 hatdsat is.

8.1. Korpakolasi feladatok
Két ekvivalens megfogalmazas:

e Helyezziink el adott n darab egybevagd kort atlapolds nélkiil, maximadlis sugdarral az
egységnégyzetben.

e Helyezziink el adott n szdmu pontot az egységnégyzetben tgy, hogy a koztiik 1évd
minimadlis tdvolsag maximalis legyen.

. 2 2
max 1§r££1}1gn\/(x’_%) + (i — ;)7

ahol 0 < z;,y; < 1, 1=1,2,...,n.
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A satirozott korok kis mértékben mozgathaték az optimalitds megtartdsa mellett (a globalis
minimumpontok halmaza pozitiv mértékit). Két kor érintkezését az 6sszekotd vonalak jelzik.

Hardware: PC, Pentium IV 1800 MHz processor, 1 GB RAM. Software: Linux, GNU C/C++,
C-XSC Toolbox, PROFIL/BIAS. A sugér értékére kapott korlatok:

Fyy = [0.2305354936426673, 0.2305354936426743], w ~ 7 - 10717,

Fyy = [0.2268829007442089, 0.2268829007442240], w ~ 2 - 104,

Fy = [0.2245029645310881, 0.2245029645310903], w ~ 2 - 107 .

A teljes futadsiidék: ~ 53,50, illetve 21 6ra. A feladatok megolddsahoz kb. egy milli6 részintervallumij
kellett. A verifikdlt eljaras az optimalis pakolds helyére vonatkozé bizonytalansagot tobb mint
711, 764, illetve 872 nagysagrenddel csokkentette.

8.2. Ellendrz6 kérdések és gyakorlé feladatok
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quit, 105
realmax, 114
realmin, 114
rem, 112
sin, 106
spy, 113
sqrt, 106
symmlg, 81
tanh, 106
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tan, 106

tol, 81

wathen, 82

while, 111

zeros, 108
maximalis folyam probléma, 56
mesterséges €él, 57
modell, 71
Monte Carlo szimulacio, 68
mozgdashatar, 64

nemlinedris optimalizalasi feladat, 77
Newton moédszer, 77

normalis eloszlas, 67

numerikus differencidlés, 18

nyeld, 56

offline szaba4si feladat, 51
optimélis vezérlés, 71

PERT, 61, 66

Program Evaluation and Review Technique,
61

program kiértékelési és feliilvizsgalati tech-
nika, 61

quasi-Newton eljards, 77
rezidualis vektor, 79

SPSS, 68

standard normalis eloszlés, 68

statikus modell, 71

szétvalasztasi fliggvény, 85

szoras, 66

szabasi feladat, 42

szimmetrikus koltségmatrix, 39
sztochasztikus optimalizaldsi modell, 71
sztochasztikus programozasi probléma, 71

tablazat a standard normalis eloszlashoz, 235
tavolsagvektor, 41

tulkészletezés, 73

tliréshatar, 63

utod, 63

vagas, 59
vagas kapacitésa, 59
végesség, 86

valdszintiség maximalizalési feladat, 72
variancia, 66

worst fit eljarés, 51
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Magyar-angol szdszedet

Itt a leggyakoribb szakkifejezéseket gyfijtottem Ossze azok angol nyelvli valtozatdval. Ez
remélhetbleg segit majd az inkdbb az angol kifejezéseket ismerdknek, és forditva, megkonnyiti
majd az angol szakszoveg olvasdsat azoknak, akik nem ismerik az angol szakirodalmat.

a véaltozokra vonatkozd korldtokkal
rendelkez feladat

befoglaldsi izotonitas
direkt keres6

egészértékii optimalizalasi feladat
els6rendi modszer

feltétel nélkiili optimalizalasi feladat

globalis minimum
globalis minimumpont
gradiens modszer

helyi minimum
helyi minimumpont

intervallum felosztdsi mdédszer

konkav fiiggvény
konvex fliggvény
korlatozott feladat
kvadratikus fliggvény

legmeredekebb lejté6 médszere
Lipschitz-folytonos fiiggvény

maximum

masodrend{i médszerek
minimum

miivelet kiterjesztése

bound constrained problem

inclusion isotonicity
direct search methods

integer optimization problem
tirst order method

unconstrained optimization problem

global minimum (t6bbes szam: global minima)
global minimizer
gradient method

local minimum (tébbes szam: local minima)
local minimizer

interval subdivision method

concave function
convex function
bounded problem
quadratic function

steepest descent method
Lipschitzian function

maximum (tobbes szdm: maxima)
second order methods
minimum (tobbes szam: minima)
operation overloading
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nemdifferencidlhat6 fiiggvény
négyzetosszeg tipust fliggvény

nyeregpont
optimalizalasi feltétel

regresszio
regresszios egyenlet

sima fliggvény
stacionarius pont

szeparalt célfligggvény
szeparélt helyi minimumpont
szigoru globdlis minimumpont
szigord helyi minimumpont

véletlen keresés
vonzéaskorzet

Magyar-angol szészedet

non-differentiable function
sum-of-squares type objective function

saddlepoint
constraint

regresion
regression equation

smooth function
stationary point, critical point

separable objective function
separable local minimizer
strict global minimizer
strict local minimizer

random search
region of attraction



A Fiiggelék

Tematika

Az Optimalizalas Alkalmazésai cimfi targy felvételének feltétele: az Operacidkutatas I. targy tel-
jesitése. A targy bevezetést ad az optimalizdldsi modellezésbe, médszerekbe és alkalmazasukba.

Eldadas: Kotelezd, 2 6ra/5 kredit. Teljesitési médja: Kollokvium.
Gyakorlat: Kotelezd, 1 6ra/0 kredit. Teljesitési modja: Aldiras.

Tematika

e Egészértékii programozas vagasokkal

e A hozzarendelési feladat

o A szallitasi feladat megolddsa magyar modszerrel
e A hatizsak feladat

e Utaz6 tigynok feladat

e A szabasi feladat (cutting stock)

e A maximalis folyam probléma

e Sztochasztikus programozés

e Ujsagérus probléma

e Gradiens médszer

o A korldtozés és szétvalasztas modszere
Ajanlott irodalom

1. Bajalinov Erik és Imreh Baldzs: Operacidkutatés, Polygon, Szeged, 2001.

2. Az anyagot tartalmazoé jegyzet el6zetesen elérhetd lesz a kovetkezd internetes cimen:
http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes/optalk.ps.gz
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3. R.B. Kearfott: Rigorous Global Search: Continuous Problems, Kluwer, 1996.
Osszehasonlitasul, a jelen targy elédje, az Operaciokutatas II. targy tematikéja roviden:

e Dualitéas

Egészértékii programozas

Hozzéarendelési feladat megolddsa magyar médszerrel

Szallitasi feladat megoldasa magyar modszerrel

Hiperbolikus programozasi feladat

Konvex programozasi feladat

Gradiens moédszer

Ugyanezen targy tételjegyzéke:

Egészértékli programozasi feladat, LP relaxécio, kerekités; Gomory-féle metsz6 sikok moéd-
szere; Dual all integer eljards; Hozzarendelési feladat (ekvivalens koltségmatrixokra vonatkozé
segédtétel, a magyar mddszer, a matrixsorozat tulajdonsédgai), ezek alapjan az optimaélis megoldés
konstrukcidja; Hozzarendelési feladat, a magyar médszer helyességének igazolasa; tiltdsos hoz-
zarendelési feladat; Szallitasi feladat (modell, megoldhatdsdg sziikséges és elegendd feltétele, ek-
vivalens koltségmatrixokra vonatkoz6 segédtétel); Szallitasi feladat (magyar médszer, az el64ll6
matrixsorozat tulajdonsédgai, ezek alapjan az optimalis megoldas meghatdrozasa); Széllitési fel-
adat (magyar modszer, helyessége bizonyitdsa); Nyitott, tiltdsos és korlatos széllitasi feladatok;
Hiperbolikus programozasi feladat; Konvex programozési feladat; Altaldnos gradiens médszer;
Frank-Wolfe eljaras.

A Valogatott fejezetek az operacidkutatdsbol cimii specialkollégium tematikéja:
o 0-1 értékii programozas

e unimoduldris métrixok

e leszdmolési eljarasok

e online algoritmusok

e hatizsdk feladat

e halmazlefedési feladat

e utazo ligynok feladat

e Hamilton p-median

e logisztika

e szabési feladat
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Mintafeladatok a dolgozatokhoz

2.1. Feladatok ropdolgozatokhoz

Példa dolgozatfeladatok az évkozi kis felmérd dolgozatokhoz:

1. Definialja a hatizsak feladatot!

2. Adjon meg egy alkalmazasi példat, amelyhez olyan hatizsdk feladat tartozik, amelyben a
mind a salyok, mind a célfiiggvény egyiitthatok pozitivak!

3. Definidlja a hatizsak feladatot!
4. Oldja meg a max 2x; + x2, 1 + 225 < 2 hatizsak feladatot!
5. Mi a lényegi eltérés a hatizsak- és a hajorakodasi feladat kozott?
6. A fix koltség feladatot melyik optimalizalasi feladatosztalyba sorolja?
7. Mutasson egy gyakorlati problémat, amely utazé tigynok feladatra vezet!
8. Definidlja a fix koltség feladatot!
9. Oldja meg a max z1 + 2x2, 221 + x5 < 2 hatizsak feladatot!
10. Mi a lényege az implicit leszamol4si algoritmusnak?
11. Melyik optimalizalasi feladatosztélyba sorolja a hajérakodéasi feladatot?

12. Mi a megoldédsa az olyan utazé tigyndk feladatnak, amelyben minden vérosok kozti
tavolsag egyenlt?

13. Mennyi a legolcsébb beszirds aszimptotikus hanyadosa szimmetrikus, és a hdromszog
egyenlGtlenséget kielégitd tdvolsdg matrixra?

o 2

o3

e 30 000
e 300 000
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B FUGGELEK, MINTAFELADATOK A DOLGOZATOKHOZ

Feladatok a tudasfelmér6 dolgozathoz

Példaként &lljon itt néhany feladat a félév végi tudasfelmér6d dolgozatra vald felkésziiléshez,
iranymutatdsul. A felmérés célja az, hogy a hallgaték bemutassédk, hogy az el6éaddson megismert
fogalmak osszefiiggéseivel tisztdban vannak, értik az ismertetett algoritmusokat, és az elhangzott
informdciok lényegét elsajatitottak. A dolgozatban tiz feladat lesz, mindegyikkel 4 pontot lehet
elérni. A kredit megszerzésének sziikséges feltétele legalabb 20 pont elérése.

1.

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Indokolja, hogy miért hasznos a héatizsak feladat implicit leszamolasi eljardsdhoz az, hogy a
célfiiggvény-egytitthatok nem pozitivok, és hogy a stilyok novekvd sorrendben vannak az
els6 1épés utan!

. Ha egy 2 Ghz-es PC 10 Orajel alatt tudja egy vektorrél eldonteni, hogy az lehetséges

megolddsa-e a hatizsdk feladatnak, akkor egy nap alatt milyen méret(i feladat megoldaséra
lehet biztosan szamitani (tehat a legrosszabb esetben)?

frja le a hatizsak feladatot részletesen!

. Mi a lényege a hétizsak feladat implicit leszamoldssal valé megoldasanak?

. Milyen esetben elény6s a hatizsak feladat megoldasédra az implicit leszdmolds médszere?
. Mi a lényegi eltérés a hatizsak- és a hajérakodasi feladat kozott?

. Ismertesse részletesen az utazo iigynok feladatot!

. Soroljon fel legaldbb 4 olyan gyakorlati feladatot, amelyek az utazé tigynok feladatra

vezethet6k vissza!

. Adja meg az utaz6 tigynok feladat révidebb alakjat! Miért elényos ez?

Mondja ki az utaz6 tigynok feladat két alakjanak ekvivalencidjara vonatkozo tételt! Vazolja
a bizonyitast!

Mit lehet mondani ekvivalens méatrixokhoz tartozé utazé tigynok feladatokrél? Hogyan
lehet bizonyitani?

Mi a viszonya az utazo tigynok feladatnak a hozzarendelési feladathoz?

Mi az oszlopgenerédlds médszerének szerepe? Miért el6nyos?

Ismertessen néhdny heurisztikat az utazé tigynok feladatra!

Mi a szerepe a tdvolsdgvektornak az utazé tigynok feladat heurisztikdiban?

Milyen médszerek hasznélatosak heurisztikus algoritmusok hatdsossdgénak jellemzésére?
Térgyalja részletesen az aszimptotikus hanyados definicidjat és jelentését!

Mit tud az utazé tigynok feladat heurisztikdinak aszimptotikus hdnyados értékeir61?

Fogalmazza meg a szabasi feladat modelljét!
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20

21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.
28.
29.

30.
31.

32.
33.
34.

35.

36.
37.

38.
39.

40.
41.
42.
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. Adjon meg olyan gyakorlati feladatokat, amelyek a szabdsi feladatra vezetnek!
Definidlja a szabdsi feladat 4 heurisztikajat!

Definidlja a legrovidebb 1t feladatot részletesen!

Adja meg Dijkstra algoritmusat!

Adja meg a maximalis folyam feladat alapfogalmait!

Adja meg a Ford-Fulkerson algoritmust és a cimkézési eljarast!

Mondja ki a maximalis folyam probléma cimkézési eljdrdsara vonatkozo éllitast, és igazolja
roviden!

Mondja ki és igazolja a folyamok er6sségét korlatozo vagds kapacitdsokra vonatkoz6 tételt!
Ismertesse a kritikus it modszerét a kapcsolodé fogalmakkal egyiitt!

Mutasson olyan példat, amelyben a CPM mddszer korai és kései id6zitése minden csticsra
megegyezik!

Magyarazza el a 1ényegi kiilonbséget a tliréshatar és a mozgashatar kozott!

Hogyan lehet a CPM modszert a projekt leroviditése optimalis véltozatdnak meghatdroza-
séra hasznalni?

Ismertesse a PERT mddszert!
Mit tud az Gjsdgarus problémarol?!

Mi az eltérés a diszkrét- és a folytonos kereslet(i Gjsdgarus probléma megolddsi médszere
kozott?

Adjon meg egy olyan konkrét, részletes gyakorlati feladatot, amely az tGjsagarus problémara
vezethetd vissza!

Mit tud a sztochasztikus programozasi modellekr6l?

Ismertesse a nemlinedris optimalizalasi feladatot és a megoldédsara szolgdlé Newton maéd-
szert!

Ismertesse a konjugalt gradiens moédszert!

Adjon példat a nemlinedris optimalizalds témakorébdl olyan algoritmusra, amely véges
szdmu lépésben konvergal, amelyre linedris-, szuperlinedris-, illetve olyanra is, amely
kvadratikus konvergencia érvényes!

Adjon példat az automatikus differencidldsra és az intervallum aritmetikéra!
Mi mindenre j6 a Newton médszer? Hogyan jellemezhet6 a konvergencidja?

Definidlja a korlatozas és szétvalasztas modszerét! Mikor érdemes alkalmazni?
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A tudasfelmér6 dolgozat feltételei

El6szor is, irja fel a nevét a dolgozatra, és irja ala a megfelel6 helyen!

Készitsék ki a didkigazolvanyukat, vagy mads fényképes igazolvanyt az asztalra.
Minden feladat 4 pontot ér, 6sszesen tehat 40 pontot lehet elérni.

A megoldésra 60 perc all rendelkezésre, kezdje a neve megadaséval, és az alairassal.

A feladatokat 6nalléan kell megoldani.

A mobiltelefonokat kérem kikapcsolni.

A megadott hely elegend? a helyes vélasz megadasdhoz, ne kérjenek tjabb papirlapot.

A dolgozat megirdsahoz semmilyen segédeszkozt (kalkulator, jegyzet, konyv, a szomszéd
tanacsa, ...) sem szabad hasznalni.

A fenti szabalyokat megszeg6t6l a dolgozatat elvessziik, és a tudasfelmérés sikertelennek
mindsiil.

Ha nem szeretné, hogy a dolgozat eredményének kozzétételekor a neve megjelenjen, akkor
adja meg a hallgat6i azonositéjat.

Ha valami nem vildgos, kérem, kézfelemeléssel jelezze. A jelenlevé oktaték valaszolnak.

J6 munkat!
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Bevezetés a MATLAB haszndalataba

A MATLAB egy numerikus programkonyvtar, amely els6sorban matrixmiiveletek hatékony
alkalmazdsara késziilt (innen a neve is). Mindazok, akiknek van tapasztalata magasszint(i prog-
ramozasi nyelvekkel, és dolgoztak mar ciklusokkal, feltételes utasitasokkal, szubrutinhivassal, és
logikai relaciokkal, azok ezt a tudast kozvetleniil hasznalhatjdk a MATLAB alkalmazasa soran.

A programcsomag szdmos numerikus eljarast tartalmaz, konnyen hasznalhat6 két- és harom-
dimenziés megjelenitést, és magas szintli programozhatésdgot. A MATLAB els6sorban azért
alkalmas a kozelit6 szamitadsok oktatdsdra, mert konnyen lehet a segitségével ilyen programokat
irni és moédositani.

A kovetkez6 rovid bevezetés a MATLAB haszndlatdba inkdbb csak tdmogatast nyujt, de a
programcsomag teljes kor(i megismeréséhez valamely felhaszndléi kézikonyvet érdemes elolvas-
ni (pl. [15]).

A MATLAB programot a Linux és a Windows operacids rendszerekben a szokdsos médon, a
megfelel6 ikonra valé dupla kattintassal lehet elinditani. Az ezutdn kapott parbeszédes ablakban
a felhasznal6 altal begépelt utasitdsokat a >> prompt utdn lehet megadni. A programbdl vald
kilépéshez egyszertien irjuk be a quit vagy az exit utasitast a prompt utan.

A targyaland6 tovabbi nagyobb témak:

Programozas m-fajlokkal: szkriptek

Adattipusok (osztalyok) a MATLAB-ban

Hogyan lehet hatékony programokat ifrni MATLAB-ban?

Adatéllomanyok olvasdsa és irdsa

Ritka méatrixok kezelése

A MATLAB stg6 rendszere

Polinomok a MATLAB-ban

Aritmetikai miiveletek és fiiggvények

Itt és a tovabbiakban is a MATLAB utasitdsokat typewriter betlitipussal irjuk. Az alapvet6
miiveletek frdsmédja nem nagyon meglep6:
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+ Osszeadas

- kivonas

* SZOrzZas

osztas

- hatvanyozas

i, pi a megfelel6 konstansok

NaN Not-a-Number, nem abrazolhat6 szam
Inf végtelen

A programozasi nyelvekben megszokott standard fiiggvények itt is elérheték, és neviik is
kozel van a szokasoshoz, pl.:

abs (#) cos (#) exp (#) log (#) logl0 (#) cosh (#) sin (#)
tan (#) sgrt (#) floor (#) acos(#) tanh (#)

A # persze az adott fliggvény argumentumat jeloli, és tovabbi informéaciét més fiiggvényekrol
a MATLAB online suggéja ad.

PELDA. Tekintsiik a kovetkez6 egyszerti képletet, amely a m egy kozelitésének pontos decimalis

jegyei szdmat adja meg:
3.141626 — m

Ennek MATLAB kédja, amit tehdt a >> jelti prompt utdn kell begépelni:
>> —-1logl0 ((3.141626 - pi) / pi)
Az ENTER megnyomadsa utdn a kovetkez6 valaszt (answer) kapjuk:

ans =
4.9741

Ennek eléréséhez tehat nem kellett semmit se irni a sorvégére. Ha visszairt valasz nélkiil
kérjiik, akkor pontosvesszot kell irni a sor végére, mint hasonlé rendszerekben.

Alapértelmezésben tehat 5 jegyet kapunk. Ha pontosabb megjelenitésre van sziikség, akkor a
format long utasitds kb. 15 decimdlis jegyet eredményez:

>> format long
3xcos(sqrt (4.7))
ans =

-1.68686892236893

A felhaszndlok sajat fliggvényeiket in. M-file-okban adhatjadk meg. Ezek az adatalloméanyok a
MATLAB sajat formatumét kovetik, .m kiterjesztéstiek, és a MATLAB tdmogatja a szerkesztésii-
ket. A fentiek szerint definidlt Gj fiiggvényeket ugyantgy lehet a MATLAB-on beliil hasznalni,
mint a rendszer sajat fiiggvényeit. Ha els6re nem taldlja a frissen irt .m &alloményt, akkor
ellendrizziik a Set Path utasitidst a File meniisorban, és ha kell, adjuk az Gj konyvtarat az
eddigiekhez.
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PELDA. Definidljuk a fun(z) = 1 + = — 2%/4 fuggvényt a MATLAB Editor/Debugger ablakaban,
és mentsiik el a fun.m &llomédnyba. Ehhez a kovetkez6 formatumot kell kdvetni:

function y=fun (x)
y=1+x-x."2/4;

A ,,."” hasznalatat hamarosan megmagyardzzuk. A valtozok és a fiiggvények nevében hasz-
nélhatunk kis és nagybettiket, a 1ényeg az, hogy a hivatkozdsok sordn kovetkezetesen jarjunk el.
Ezutdn a MATLAB parancsablakdban (Command Window) a kovetkezé médon hasznalhatjuk a
definialt fliggvényt:

>> cos (fun(3))
ans=
-0.1782

A fliggvény kiértékelésére hasznalhatjuk a feval utasitést is:

>> feval ('’ fun’,4)
ans=

Vegyiik észre, hogy ebben az esetben a fiiggvény nevét karaktersorozatként kell megadni.

Miiveletek matrixokkal

A maétrixok kezelése érthetd6 médon az eré6ssége a MATLAB-nak. Lényegében minden valtozot
matrixként kezel:

>> A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]
A:

Ahogy lathat6, a matrixok definidlasdban a sorokat pontosvesszdvel vdalasztjuk el, az egyes
matrixelemeket pedig sz6kozzel. A métrixokat soronként begépelve is be lehet vinni:

>> A=[1 2 3
4 5 6
7 8 9]

~ D
o U1 N
O oy W
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A matrixokat beépitett fliggvények segitségével is generalhatjuk:

>>Z=zeros (3, 5) ; egy 3-szor 5-0s, csupa nulldbol 4116 matrixot ad,
>>X=ones (3,5); egy 3-szor 5-0s, csupa egyesbdl all6 matrixot kapunk,
>>Y=0:0.5:2 egy 1-szer 5-0s matrixot general:

Y=

0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000

A definidlt métrixokon elemenként fiiggvényeket lehet végrehajtani:

>>cos (Y) egy megfelel 1 x 5-0s matrixot ad:

ans=
1.0000 0.8776 0.5403 0.0707 -0.4161

A matrixok komponenseit ligyesen lehet kezelni a MATLAB-ban, tekintsiik példaul a kovet-

7

kez6 utasitdsokat:

>>A (2, 3) az A matrix egy elemét valasztja ki,
ans=

6
A(l:2,2:3) az A maétrix egy részmatrixat adja,
ans=

2 3

56
A([1 31,1 31) az A matrix egy részmatrixa kivélasztasdnak egy masik modja:
ans=

13

79

>>A(1,1)=sin(3.14); értékadds egy matrixelemnek.

A matrixokra a kovetkez6 miiveleteket alkalmazhatjuk:

+ Osszeadas,

- kivonas,

* SZOrZ4s,

- hatvanyozas, és

’ konjugélt transzponélés.

PELDA. A matrixmveletek illusztraldsaként tekintsiik a kovetkez6 egyszerd utasitassort:

>>B=[1 2;3 4];
>>C=B’
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C=

13

2 4
>>3% (B*C) "3
ans=

13080 29568
29568 66840

Itt tehdt C a B transzponaltja, és az utols6 métrix a 3(B x C)*.

A felsoroltakon til természetesen szamos egyéb utasitds érhetd el matrixok manipuléldsara.
Ezekkel kapcsolatban érdemes az online stigoét, a felhasznaléi kézikonyvet, vagy mads leirast (pl.
[15]) tanulmé&nyozni.

A MATLAB er6ssége azon fliggvények széles kore, amelyek maétrixok elemein hajthaték
végre. Kordbban erre lattunk példat, amikor egy 1 x 5-0s matrix elemeinek koszinuszat
hatdroztuk meg. A maétrixokra vonatkoz6 6sszeadds, kivonds és skaldris szorzds természetesen
matrix elemenként torténik, de a szorzas, osztas és a hatvdnyozds mar nem. Ahhoz, hogy ezeket
a mfiveleteket a matrixelemeken hajthassuk végre, a mfiveleti jelek elé egy pontot kell irni: .*, ./
és .”. A métrixokra és azok elemeire vonatkoz6 mfiveleteket nem szabad ¢sszekeverni:

>>A=[1 2;3 47;

>>A"2 ez az AA métrixszorzatot adja:
ans=
7 10
15 22
>>A. "2 ezzel az A métrix elemei négyzetét kapjuk:
ans=
14
9 16
>>cos (A./2) ezzel pedig az A matrix elemei felének koszinuszat hatdrozzuk meg;:
ans=

0.8776 0.5403
0.0707 -0.4161

Megjelenités

A MATLAB gorbék és feliiletek két-, vagy haromdimenzids dbrait tudja megjeleniteni. Az itt
roviden bemutatott lehetéségeken tuliakat az online stigo, szakkonyv ([15]), vagy a felhasznaloi
leiras segitségével kereshetjiik meg.

A kétdimenzids gorbék megjelenitésére a plot utasitdst lehet hasznélni. A kovetkezd példa
az y = cos(z) és az y = cos?(z) fiiggvényeket abrazolja a [0, 7] intervallumon:

>>x=0:0.1:pi;
>>y=Ccos (X) ;
>>z=cos (x) . 2;
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>>plot (x,y,x,2z,’0")

Az elsd sor adja meg a megjelenitési tartoményt, 0.1 1épéskozzel. A kovetkez6 kett6 definidlja
a két fiiggvényt. Vegyiik észre, hogy az elsé hdrom sor mindegyike pontosvesszével végzddik.
Ez megakadélyozza, hogy az ezekben definidlt matrixok megjelenjenek a parbeszédes ablakban.
A negyedik sor tartalmazza a plot utasitast, és jeleniti meg a grafikont. Az elsd két argumentum
eredményezi az y = cos(z) fliggvény &bréazoldsat, az utolsé harom pedig a z = cos?(z) megje-
lenitését, éspedig tigy, hogy az egyes (xx, z;,) pontokat "o’ jeloli.

A plot utasitdsnak egy hasznos alternativéja az fplot. Altalanos alakja a kovetkezé:
fplot (' name’, [a,b]l,n).

Ennek hatdsdra a program veszi a name .m adatdllomanybdl a fliggvényt, és az [a,b] interval-
lumbdl vett n darab alappontban meghatarozott érték alapjan elkésziil az dbra. Az n alapértel-
mezése 25.

>>fplot (' tanh’, [-2,2]) a tanh(z) fliggvényt jeleniti meg a [—2, 2] intervallumon.

A plot ésa plot3 utasitdsok alkalmasak paraméteres fliggvények két-, illetve hdromdimen-
zi6s dbrdzolasdra. Ezek kiilonosen differencidlegyenletek megoldasdnak megjelenitésére alkal-
masak. Példdul a c(t) = (2cos(t),3sin(t)) ellipszist a 0 < t < 27 tartomdnyon a kovetkezd
utasitdssal lehet abrazolni:

>>t=0:0.2:2xpi;
>>plot (2+«cos (t),3xsin(t))

A c(t) = (2cos(t),t?,1/t) 3-dimenzids gorbe képéta 0.1 < ¢ < 47 paraméter-tartomanyon pe-
dig a kovetkez6 utasitdssal lehet dbrazolni:

>>t=0.1:0.1:4xpi;
>>plot3(2xcos(t),t.”2,1./t)

A haromdimenzids feliiletek dbrazoldsahoz egy téglatestet kell megadni a feliilet értelmezési
tartomdnyan, amelyet a meshgrid paranccsal lehet definidlni. Ezutdn a mesh vagy a surf pa-
rancsokkal kapjuk az dbrat, mint a kovetkezd példédban is:

>>x=-pi:0.1l:pi;

>>y=x;
>>[x,y]=meshgrid(x,Vy);
>>z=sin (cos (x+y));

>>mesh (z)

(Vegyiik észre, hogy az utolsé sorban egyik példaban sincs pontosvessz6 a sor végén.)
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Programok, ciklusok, vezérlés

A logikai és relacios jelek, mtiveletek a MATLAB-ban is hasonlék a magasszinti programozasi
nyelvekben megszokottakhoz:

Rel4cidjelek:
== egyenl6
= nem egyenld
< kisebb
> nagyobb
<= kisebb vagy egyenld
>= nagyobb vagy egyenld

Logikai mtiveletek és konstansok:

negacio
és

vagy
igaz
hamis

O B — &

A for, if és while utasitisok a MATLAB-ban is tigy miikddnek, mint a hasonlé prog-
ramozasi nyelvekben. Ezeknek az alapvet6 forméja:

for (ciklusvaltoz6 = kifejezés)
utasitdsok
end

1f (logikai kifejezés)
utasitdsok
else
utasitasok
end

while (kifejezés)
utasitasok
end

A kovetkezd példa azt mutatja, hogyan lehet egymdsbadgyazott ciklusokkal egy matrixot ge-
nerdlni. Ha a példaprogramot nest .m néven mentjiik el, akkor a MATLAB promptjdhoz nest-et
irva az A matrixot eredményezi. Vegyiik észre, hogy a métrix bal fels6 sarkabdl kiindulva a Pas-
cal haromszoget kapjuk.
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for i=1:5
A(i,1)=1;A(1,1)=1;

end

for i=2:5
for 3=2:5

A(di,J)=A(1i,J-1)+A(i-1,73);

end

end

A

A break parancs hatédsédra befejez8dik egy ciklus:

for k=1:100
x=sqrt (k) ;
if ((k>10)& (x—floor (x)==0))
break
end
end
k

A disp utasitds szoveg, vagy egy matrix kifratdsara hasznalhato:

n=10;

k=0;

while k<=n
x=k/3;
disp([x x"2 x"3])
k=k+1;

end

A MATLAB programiras hatékony mddja a felhaszndl6 altal definidlt fiiggvények Osszedlli-
tdsa. Ezek input és output paramétereket is hasznalhatnak, és mas programokbdl szubrutinként
hivhaték. Ennek bemutataséra tekintsiik a kdvetkez6 egyszer(i programot, amit a MATLAB File
/ New meniipontban elérheté Editor / Debugger segitségével szerkessziink meg, és mentsiik el
pasc.mnéven.

function P=pasc(n,m)

$Input - n a sorok szama
% - m a primszam
$Output - P a Pascal hdromszog
for j=1l:n
P(jrl):l;P(lrj):l;
end
for k=2:n
for j=2:n

P (k, j)=rem(P (k, j-1),m)+rem (P (k-1,3J),m);
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end
end

Ezutan a MATLAB parancssordba irjuk be azt, hogy P=pasc (5, 3), és lathatjuk a mod
3 Pascal hdromszog els6 5 sordt. A madsik érdekes teszt P=pasc (175, 3); (most fontos a
pontosvesszd), és aztan gépeljiik be azt, hogy spy (P), ami ritka méatrixot generdl nagy n esetén.

PELDA. Az aldbbi rovid Matlab program megjeleniti az y = (1 — x)° fiiggvényt, és ennek Horner-
elrendezés szerint dtrendezett, de ekvivalens alakjat, ahol

z2=((((x =6) xx +15) xx —20) *x x + 15) xx — 6) x x + 1).

>> x = (9950:10050) /10000; % definialja a pontsorozatot
>> vy = (1-x).76;

>> 7z = ((((((x=6) .*#x+15) .*x—-20) .*x+15) .*x—-6) .*x+1);

>> plot(x,[y;z]); % egy grafikont jelenit meg

o

>> print —-deps hornerdemo.ps % kiirja egy fajlba

A kapott abra a két nagyon eltérs gorbével (a sima az (1 — 2°):

x107°

-4
0.995 0996 0997 0998  0.999 1 1.001  1.002 1.003  1.004  1.005

Néhany olyan Matlab utasitds, amely az adott szamitogép, illetve a szoftver kornyezet megis-
merését szolgalja:
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az eps a gépi pontossdg aktudlis értékét adja,
a computer azonositja a hasznalt szadmitégép tipusat,
a realmax alegnagyobb pozitiv gépi szdm,
a realmin alegkisebb pozitiv gépi szdm.

Végiil, meglepetésként gépeljiik be spy utasitast, és a sorvégi pontosvesszé nélkiil nyomjuk
meg az Enter gombot.



D Fiiggelék

Az esszé, illetve kotelez6 program kovetelményei, témak

A télévi munka egyik legfontosabb eleme a megirando6 esszé vagy kotelez6 program. Azt, hogy az
adott félévben esszét vagy kotelezd programot kell-e irni, a félév elején a gyakorlatvezetd szabja
meg. Ez a kaphato 6sszpontszam komoly részét adja, és ez lesz az eredménye a hallgatok énall6an
végzett munkajanak.

4.1. Az esszé

Az esszé egy a kotelezd program megirdsarol és tesztelésérdl beszamol6 olyan rovid (15-20 olda-
las) jelentés, amelynek a kovetkez6 f6bb részeket kell tartalmaznia:

1. A kitizott feladat pontos, részletes megfogalmazasa, a szakirodalom megismerése alapjan
a feladat alapos leirasa, kitérve annak nehézségeire, és eltéréseire a szomszédos teriiletektdl. Fon-
tos targyalni az alkalmazasi teriileteket. Erdemes itt kis méretdi, attekinthet példdkat hasznalni.

2. A megoldasara megirt, felhaszndlt (ha lehet, Matlab, Scilab, Netlib, esetleg Octave) prog-
ramok részletes megaddsa, lefrdsa. Ki kell térni az alkalmazott szdamitégépes megoldédsok okaira,
elényeire is (mint pl. a valasztott adattipus, szdmforméatum, algoritmus véltozat, stb.). A prog-
ramok tetszdleges programozasi nyelven késziilhetnek, de az el6bb emlitettek mellett a JAVA is
preferalt, mert a hordozhatdsdga (?) miatt j6 lehet az algoritmusok bemutataséra.

3. A bemutatott algoritmusok hatékonysagat, sebességét, mfiiveletigényét, pontossagat és
egyéb emlitésre méltd tulajdonsagat alkalmas teszteléssel kell demonstralni. Fontos azt is jel-
lemezni, hogy milyen méretii feladatok megoldasat lehet a targyalt médszerekkel elérni. Ennek
eredményét tablazatos vagy grafikonos formaban kifejez6 médon kell megadni.

4. Az esszé foglalja ssze a szlikebb szakteriilet mélyebb vagy szélesebb korti megismeréséhez
ajanlhat6 irodalmat is, legyen az nyomtatott vagy elektronikus forméja.

Az esszét nyomtatott vagy elektronikus forméban kell a gyakorlatvezetének benyujtani (a konk-
rét feltételeket a gyakorlatvezeté adja meg). A haszndlt szovegszerkesztd lehetSleg KTEX vagy
Word legyen. A program futtathaté véaltozata és a forrdskod is kell ehhez.

Vilagos, hogy a heti egy 6rdnyi gyakorlat nem elegendd az 4j tantargy olyan szint{i megis-
mertetésére, amelyre tamaszkodva az eddigiekben leirt szint{i esszé minden tovabbi nélkiil meg-
irhat6 lenne. A targy célja viszont az is, hogy az 6nallé6 munkat serkentse, hozzaszoktassa a
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hallgatésagot ahhoz, hogy egy kapott feladat megolddsdhoz a sziikséges részletesebb ismereteket
maga szerezze meg. Ehhez érdemes tdmaszkodni a hal6zaton keresztiil elérhetd el6zetes jegyzet
irodalomjegyzékére, az interneten elérhet6 adatokra, és az évfolyamtarsak segitségére is. Korla-
tozott mértékben a gyakorlatvezet6vel valé konzultacio is segithet.

Az esszé onillé munkit kell hogy tiikr6zzon. Az esszével kapcsolatos kérdésekre a hallgaténak
kimeritd, teljes valaszt kell tudnia adni. Az azonos témadju esszéket 6sszehasonlitjdk a gyakorlat-
vezetbk. Az esszé értékelésének alapja épp a végzett 6nallé munka lesz.

Az esszé értékét noveli, ha az a Matlab, Scilab, Netlib vagy Octave programijait targyalja.
A Matlab elérhet6 az intézeti kabinet gépein, de a gyakorlatvezeték egy hénapig hasznalhaté
bemutaté véltozatot is tudnak adni otthoni implementdldsra. A hallgaté javasolhat is esszé
forméban feldolgozandé témaét, ezt azonban csak a gyakorlatvezetd el6zetes egyetértése esetén
lehet elfogadni. Ez a lehet6ség példaul szakdolgozat, diplomamunka, didkkori munka sordn mér
megismert témdk bevondsa révén el6nyos lehet.

4.2. A kotelezd program

A kotelezé program olyan hézifeladat, amelyet Java nyelven kell irni, és a célja az, hogy a
hallgatok bemutassédk jartassdgukat optimalizdldsi eljarasok implementédldsaban, és az érintett
algoritmusok miikodésének attekinthets, konnyen érthet formaban valé megjelenitésében.

Az esszével szemben a kotelez program dokumentdldsa méds szempontokra helyezi a
hangsulyt:

1. meg kell adni az algoritmus folyamatédbrajat vagy pszeudokédjat,

2. a program teljes forrdsszovegét, de legyen elérhet6 a program a hal6zaton, és telepithet? is
mas gépekre,

3. meg kell adni a felhasznal6i ttmutatét, amely alapjdn a program teljesértékien hasznédlhato,
és végiil
4. részletesen lefrni egy jellemz6 futtatdsi példat, amely az algoritmus hasznalhatésadgat

mutatja.

Tehat nem kell: az adott feladatkort ismertetni, részletesen megadni a kapcsol6dé szakirodal-
mat, nem sziikséges a megirt program hatékonysdgat és hatdsossdgéat teszteléssel igazolni. Min-
taként érdemes megnézni a

http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes
vendégoldalon a korpakolési illusztrdlé Java programot. Fontos az 6ndlld6 munka. Az

értékelés alapja az lesz, hogy milyen latvanyos, tigyes illusztrdciét ad a program az adott
algoritmushoz.

4.3. Esszé- és kotelez6 program témak

Itt vegyesen adtunk meg témdkat esszéirdshoz, illetve kotelezd programhoz. ezeken feliil is
lehet témat valasztani a gyakorlatvezet6vel vald egyeztetés alapjan. A *-al jelolt feladatok
nehezebbeknek szamitanak, ezért sikeres megolddsukért tobbletpont jar. Néhany esszétéma (ettd]
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a gyakorlatvezetd nyilvan eltérhet, és el6zetes egyeztetés alapjan a hallgaté maga valasztotta
témat is kidolgozhat):

1.

10.

Kalkuldtor. Trjon egy eljarast programozhat6 kalkuldtorra egyszerfi globalis optimalizélasi
teladatok megoldésara, tigy hogy szerény méretii feladatokra realis id6ben lehessen kozelit6é
megoldast kapni. Tesztelje az algoritmust polinomokkal.

. Rdcsmenti keresés. A feladat egy olyan algoritmust kédolni, amely valamely célfiiggvény

értékeit hatdrozza meg egy n-dimenzidés intervallumban tgy, hogy a racs finomsaga a
program input paramétere.

Véletlen keresés — Monte Carlo modszer. A feladat olyan programot irni, amely egy célfiigg-
vény minimumadanak megkeresésére vallalkozik tgy, hogy az inputban meghatdrozott
tobbdimenziés intervallumba a felhasznalé altal megadott szamu véletlen pontot general
egyenletes eloszlassal, ezeken kiértékeli a célfliggvényt, majd visszaadja ezek koziil a
legjobbat.

. Excel Solver. Oldjon meg egy kifejez6 globalis optimalizalasi feladatot az Excel Solver nevii

eszkozével (ezt néha kiilon implementdlni kell a bévitménykezel6vel). Dokumentalja az
inditépont szerepét, a megbizhatdsagot.

. Maple. A Maple (vagy a Mathematica, esetleg a Derive, vagy a Mupad) programra épitve

adjon meg egy olyan optimalizalasi algoritmust, amely azon alapul, hogy a korlatozas
nélkiili optimalizalasi feladat célfiiggvényének gradiense zérushelyeit hatdrozza meg.

SPSS. Egy statisztikai programcsomag (pl. a felsboktatasban ingyenes SPSS) nemlinearis
regresszios eljarasat hasznalja egy globdlis optimalizalasi feladat megolddsara: mutasson
példat, amikor tobb, lényegesen eltérd helyi minimum létezik.

Rétegelt mintdztatds. Implementdlja a rétegelt mintdztatds moédszerét (dobjon N db. pon-
tot egyenletes eloszldssal egy n-dimenzids intervallumba, tartsa meg a célfiiggvény szerinti
legjobb 10%-ot, rajzoljon ezek koré intervallumot stb.), és oldjon meg vele globélis optima-
lizalasi feladatokat.

. Nemlinedris szimplex. Implementaljuk a nemlineéris szimplex médszert (az n-dimenzios

térben n+1 pontbol 4ll6 szimplex minden csticsdban hatdrozzuk meg a célftiggvény értékét,
majd billentsiik gy, hogy a legrosszabbat véltoztatjuk meg), és teszteljiik nem trivialis
feladatokon.

Evoliiciés modszer. Valbsitsa meg az evolicids médszer egy valtozatat (valasszon N darab
pontot egyenletes eloszldssal egy n-dimenziés intervallumban, tartsa meg ezek legjobb
50%-at, minden ilyen pontbdl képezzen egy utdédot gy, hogy a sziil6b6l mint varhato
értékbdl kiindulva normélis eloszldssal kicsit eltérd pontot generdl, vegye a teljes populécié
legjobb 50%-at stb.), és oldjon meg vele ehhez a médszerhez igazod6 globalis optimalizalasi
feladatokat.

Egy-dimenziés Lipschitz-optimalizdlds. Implementdlja az egy-dimenziés, az L Lipschitz
konstans ismeretén alapulé médszert (képezze a végpontokbdl az L meredekséggel rajzolt
alulrél korlatozo linedris tortfliggvényt, és ezt javitsa fokozatosan annak minimum-pontja-
ban val¢ fliggvénykiértékelés, és a tortvonal megfelel§ javitasa segitségével), és mutassa be
a miikodését attekinthet feladatokon.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.
23.
24.

Tobb-dimenzids Lipschitz-optimalizdlds. Implementélja a tobb-dimenziés, az L Lipschitz kon-
stans ismeretén alapulé moédszert (vegye a lehetséges megolddsok halmazanak egy befogla-
16 intervallumét, és ezen hajtson végre egy korlatozas és szétvalasztas eljarast az inter-
vallum végpontokban kiértékelt célfiiggvény és a Lipschitz konstans felhasznaldsaval meg-
hatarozott als6- és fels6 korlatokra tdmaszkodva), és mutassa be a mtikodését attekinthet6
feladatokon.

Szimulalt hokezelés. Implementdlja a simulated annealing médszer egy egyszer(i valtozatat
(dobjon egyenletes eloszlassal N véletlen pontot az n-dimenzids keresési intervallumban,
majd minden pontbdl 1épjen egy nem rosszabb célfiiggvényértékii pontba csokkend szérdst
normadlis eloszlas alapjan stb.), és tesztelje néhany feladaton.

Multistart. Val6sitsa meg a tobbszoros inditds modszerét (valasszon ki egyenletes eloszldssal
néhany igéretes indulépontot, és hajtson végre helyi keresést ezekbdl startolva...) egy
egyszer{i formdban, és illusztrdlja a miikodését egy alkalmas feladaton.

GLOBAL. Toltse le a GLOBAL programot a kovetkezd internetes cimrdl és oldjon meg vele
globalis optimalizalasi feladatokat.

ftp://ftp.jate.u-szeged.hu/pub/math/optimization/index.html

Intervallumos B&B*. Az alapmiiveletek intervallumos kiterjesztését irja meg szubrutinként
(vagy terjessze ki azokat a megfelel6 mfiveletek tultoltésével), majd erre alapozva adjon
meg egy egyszer(i korldtozas és szétvalasztds tipusti optimalizalé eljarast. Tesztelje egy
kiismerhet6 polinomon.

Korpakolds négyzetben*. A feladat az egységnégyzetben meghatarozni adott n-re azt az
n darab pontot, amelyek kozotti minimaélis tavolsdg a lehet6 legnagyobb. A feladathoz
tetszbleges alkalmas algoritmus hasznélhat6.

Fekete-pontok meghatdrozdsa*. A feladat egy gomb feliiletén adott szdmt pont meghatarozasa
ugy, hogy az azok tdvolsaganak reciprok Osszege minimadlis legyen. A megoldésra
tetsz6leges mddszer bevethetd.

Kissing number*. Hatdrozza meg (kozelit6 modszerrel), hogy egy magas dimenzids térben
az origo koriili egységsugarti gombhoz hany azonos sugart gomb illeszthet6 atfedés nélkiil.

A legrovidebb*. Adjon meg egy olyan, minimadlis hossztsaga globdlis optimalizalasi
algoritmust, amely a Shekel-10 feladatot 1 masodpercen beliil képes megoldani legaldbb
5 jegy pontossaggal.

Az utaz6 ligynok feladat magyarorszag legnagyobb n telepiilésére*.

Hova helyezziink el egy kellemetlen iizemet Magyarorszdgon tigy, hogy a kornyezd telepti-
lések lakosai szdmadval egyenesen, a tavolsdggal forditottan ardnyos dsszatalat minimaélis
legyen?*

Legkisebb négyzetek modszerének hasznélata
Egyvaltozos feltétel nélkiili széls6érték feladatok

Egyvaltozos feltételes széls6érték-feladatok
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25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

Tobbvaltozos feltétel nélkiili szélsdérték feladatok
Tobbvaltozos feltételes széls6érték feladatok

A NEOS optimalizalési szerver*

A GAMS modellezési nyelv, formalizalasi rendszer *
A CPLEX optimalizalasi rendszer*

A MINOS optimalizalasi rendszer *

Milyen segitséget kaphatunk optimalizalasi feladatok megolddsahoz a Maple szimbolikus
algebrarendszert6l?

Milyen segitséget kaphatunk optimalizalasi feladatok megolddsdhoz a Mathematica szim-
bolikus algebrarendszert61?

Milyen segitséget kaphatunk optimalizalasi feladatok megolddsahoz a Derive szimbolikus
algebrarendszertdl?

Milyen segitséget kaphatunk optimalizalasi feladatok megolddsahoz a Mu-pad szimbolikus
algebrarendszert6l?

Nemlinearis fliggvény minimumanak megkeresése (tobb véltozos eset) a Matlab numerikus
programrendszerben

Az automatikus differencidlds szerepe a nemlinedris optimalizalasban *
Az intervallum-aritmetika szerepe a nemlinedris optimalizaldsban*

A mesterséges neuronhdl6k az optimalizéldsban

Az tn. hangyakol6nidk médszere minimalizaldsban

Genetikus algoritmusok az optimalizalasban

Szimulélt megeresztés (simulated annealing) az optimalizalasban

A nemlinedris szimplex médszer (Nelder-Mead)

Pakoléasi feladatok*

Geometriai alakzatok lefedési problémai*

Mit tud az Excel Solver az optimalizalas terén?

A Matlab INTLAB nevii kiegészit csomagja az intervallumos mfiveletek tAmogatdsara
A perceptron hasznélata az optimalizdldsban

DC optimalizalas*

Az érarend Osszedllitdsa mint optimalizalasi feladat”
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50. A hatizsak feladat

51. A hajérakodasi feladat

52. A fix koltség probléma

53. Az utazé tigynok feladat

54. A kinai postés feladat

55. A legrovidebb ut probléma

56. A maximélis folyam feladat

57. Projektek iitemezése

58. Program kiértékelés és feliilvizsgalat (PERT)
59. Az tjsagarus probléma

60. A folytonos keresletti tijsagarus probléma

61. Utemezés



E Fiiggelék

Egy minta esszé

Itt egy olyan esszét adunk meg, amely mintaként szolgdl a hallgatéknak. Az itt megadott esszé
kb. a kettes szintet jelenti. Ehhez képest a jobb jegyet érdemld esszé alaposabb attekintését nytijtja
a kifrt témanak, részletesebb tesztelést és kifejez6bb illusztraciét tartalmaz.

Nemlinedris optimalizalds a Matlabban

1. A nemlinedris optimalizalas alapfeladatat a kovetkez6 formdban szokds megadni:

min f(x)

hj(x):O, j:1,2,...,m2,

ahol f(z) : R®* — R egy altalaban kétszer folytonosan differencialhat6 fiiggvény, m, darab
egyenl6tlenség és m, darab egyenlségfeltétel hatarozza meg a lehetséges megoldasok halmazat.
Itta g; és a h; fliggvények hasonldan altaldban kétszer folytonosan differencidlhaté fliggvények.
Az n szamot a feladat dimenzidjanak hivjuk. A feladat a nevét arrdl kapta, hogy az emlitett
tiggvények nemlinedrisak lehetnek.

Ezzel szemben az operdcidkutatds cimii targyban megismert linedris programozasi feladat
leirdsdban szereplé minden fiiggvény linedris. Ez az eltérés lényegi, a linedris programozasra
hasznalatos algoritmusok esetiinkben haszontalanok. Amig a linedris programozasi feladathoz
létezik polinomidlis mfiveletigényti megold6 algoritmus, addig a nemlinearis optimalizalasi
teladat tobb nagyon egyszerii részproblémdja is NP-teljes. Részben emiatt is a legtdbbszor
megelégsziink kozelité megoldassal.

A feladat nehézségét jelzi, hogy altalanos esetben tobb lényegesen kiilonb6z6 helyi minimum-
pont van (aminek van olyan kdrnyezete, amelyben nincs nalanal kisebb célfiiggvényértékii pont),
és ezek teljes korti megismerése, 6sszevetése nehéz. Maga a nemlinedris optimalizalas emiatt az
esetek tilnyomo tobbségében megelégszik egy helyi minimumpont megtalalasaval.

Az alkalmazasi teriilet meglehet6sen széles. A kozkeletti felfogds szerint 1ényegében minden
érdekes gyakorlati probléma nemlinedris. Eszerint a linearis optimalizalasi feladatok a legtobb-
szOr egyszerfisités utdn jonnek képbe. Az e felfogassal ellentétes vélemény szerint pedig minden,
amit a szamitégépen megoldunk, az linearis feladat... A val6 helyzet valdszintileg a két allaspont
kozott van.

121



122 E FUGGELEK, EGY MINTA ESSZE

A nemlinedris feladatosztaly egyik sokszor idézett példdnya a Rosenbrock feladat:

min(1 — x1)? + 100(27 — x)*
—2<x1,19 < 2.

Az érdekességét az adja, hogy egyrészt szemléletesen azonnal latszik, hogy mi a megoldas,
mégis a hagyomdnyos nemlinedris optimalizal6 algoritmusoknak meggyfilik a bajuk vele.

Ha papiron ceruzédval kell megoldani, akkor a kovetkezd érvelést lehet haszndlni. A
célfiiggvény két nemnegativ szam Osszege, ennek lehet6 legkisebb értéke igy nulla. Vilagos, hogy
az els6 tag akkor lesz nulla, ha z; = 1. Ha ezt beirjuk a méasodik tagba, akkor azt kapjuk, hogy ;-
nek is egynek kell lennie ahhoz, hogy a célfiiggvény optimuméat megkapjuk. Ezutdn mar csak az
van hatra, hogy ellendrizziik, hogy ez a pont benne van-e a lehetséges megolddsok halmazaban.
Mivel a korlatozo6 feltételek most csak egyszerti alsé- és fels6 korlatok az argumentumokra, ezt
konnyti ellendrizni.

Ez kénnyen ment, nehéz elképzelni, hogy mi miatt jelent ez gondot a szamitégépes algorit-
musoknak. A magyardzathoz nézziik meg a célfiiggvény szintvonalait (azon gorbéket, amelyek
mentén a célfiiggvény értéke allando):

(1-x)2+100 (x*-y)?
2 T

15 N

0.5F b

il w /

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
X

1. Abra. A Rosenbrock fiiggvény szintvonalai a [—2, 2]? tartomanyon. Az sajnos nem nagyon
latszik, hogy a kisebb fliggvényértékii pontok egy ivelt, bandn format mutatnak. A rajz az
ezcontour (/ (1-x) "2+10* (x"2-y) "2’ ,[-2 2 -2 2]); Matlab utasitassal késziilt.

A legtobb optimalizal6 program a célfiiggvény kiilénb6z6 modelljén alapulva annak linedris,
de inkdbb kvadratikus alakjat haszndlja. Ezek a modellfiiggvények viszont a célfiiggvény
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relativ egyszer(isége ellenére kovetkezetesen eltérnek attél, és emiatt a keres6 programok sok
1épésbdl 4ll6 iterdciora kényszeriilnek. A megoldasok jellemz6 megjelenése emiatt egy sok rovid
szakaszbdl 4ll6 tortvonal, amely megkisérli a banan alaku volgy aljat kovetni. Osszefoglalva azt
mondhatjuk, hogy a Rosenbrock fiiggvény nehezen, viszonylag nagy mfiveletigény dran oldhaté
meg.

2. A Matlab maga meglehet6sen kevés tdmogatdst nyujt optimalizdldshoz. Van viszont egy
kiegészitd csomagja, az Optimization Toolbox. A jelen esszé ennek lehetdségeire nem tér ki.
Emlitésre mélt6 viszont harom Matlab rutin: az fzero, amely valdjdban egyvaltozos fliggvények
zérushelyét keresi meg, az fminbnd, ami egyvéltozoés fliggvények minimalizaldsara vallalkozik
és az fminsearch, ami pedig ‘tobbdimenzids fiiggvények minimalizdlasat végzi. Lassuk ezek
alkalmazasat.

2.1 Tekintsiik el6szor az fzero eljarast. Ahhoz, hogy ezt be lehessen vetni, az eredeti feladatot
at kell fogalmazni egyenlet megolddssd. Sajnos a feladat maga nagyon tobbdimenzits, egy
valtozéval épp a lényegét, a kanyarodé volgyet veszitjilk el. Minden esetre tekintsiik azt
az egyenest, amely dtmegy a minimumponton, és amely mentén egyszertien kifejezhet6 a
fiiggvénytink: y = x.

Ha az y minden el6forduldsat x-re cseréljiik az eredeti fliggvényben, akkor egy egyvéltozos
tiggvényt kapunk, amely épp az emlitett egyenes mentén adja meg a Rosenbrock fiiggvény
értékeit:

fi(z) = (1 —2)* +100(z* — x)%

Ez szemre még hasonl6 fiiggvény, és a polinom fokszdma is megfelel az eredetiének. Ennek a
tiiggvénynek keressiik tehat a minimumat. Ahhoz hogy ennek megtaldlasdhoz az fzero eljarast
haszndlni tudjuk, a minimaliz4lasi feladatot at kell irni zérushely keresési feladattd. Ehhez
tlizziik ki azt a feladatot, hogy megkeresendé az els6é derivalt zérushelye. Egy egyvaltozos
fiuggvény derivaltjdnak zérushelye nem mindig minimum (lehet maximum is), de legaldbb a
nyeregpontokkal nem kell foglalkozni. Az f, fliggvény derivaltja:

fo(z) = —2(1 — ) + 200(z* — 2) (22 — 1).

Ennek a zérushelyének a meghatarozasahoz gépeljiik be a kovetkez6 Matlab utasitést:
>> fzero (! -2+ (1-x)+200%x (X"2-x)* (2xx=-1)",0)
A kapott valasz meglepd:

ans =
0.0102

Ha ezt az eredményt visszairjuk a vizsgélt fliggvénybe, akkor
-2x(1-0.0102)+200%(0.010272-0.0102) x (2%x0.0102-1)

ans =
-0.0016
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adodik, ami nem nagyon szép. Biztaté azonban, hogy ha a keresett megoldas kozelében adjuk
meg a masodik argumentumban az indulépontot, akkor mér jobb eredményt kapunk:

>> fzero (! -2+ (1-x)+200% (X"2-X) * (2*xx-1)",2)
ans =
1

az eredmény, ami a kozelitd jellegre utalhatott volna. Ehhez illusztralasaként tekintsiik a
kovetkez6 szamitést:

>> 1000001/10000000
ans =
1.0000

Térjiink vissza hamisnak tin6 megoldasra. Ha most a visszahelyettesitéshez nem a kiirt
értéket haszndljuk, hanem a pontosat, akkor lényegében igazoljuk, hogy a taldlt megoldés egy
zérushely:

>> y = fzero (! -2+ (1-x)+200x (Xx"2-x) x (2+xx-1)",0)

y:
0.0102

2% (1-y) +200% (y"2-y) * (2xy-1)
ans =
2.2204e-016

Ez az érték ugyanis a dupla pontos szamabrazolas hatadrdn van — még ha a nullat épp ennél sokkal
jobban meg is lehet kozeliteni.

Ebbdl az kovetkezik, hogy itt bizony van egy masik gyok, tehat a Matlab a feltett kérdésre
helyesen valaszolt — vagyis nekiink az egyvaltozos valtozat megoldasait ellenérizniink kell.

A tapasztalatunk szerint a keresett megoldast akkor kapjuk meg, ha az indulépontot a [0.8,
10] intervallumban vélasztjuk meg. Ez minden esetre ¢vatossdgra int a fzero hasznalataval
kapcsolatban. Ha sok, véletleniil vélasztott induldéponttal kérjiik a zérushelyek meghatarozésat,
akkor 6sszesen hdrom ilyent talalunk: 0.0102, 0.4898, és 1.0000. Ha az ezeknek megfelel6 [0.0102,
0.0102], [0.4898, 0.4898] és [1.0000, 1.000] pontokat behelyettesitjiik az eredeti fiiggvényiinkbe,
akkor a kovetkezd értékeket kapjuk rendre: 0.9899, 6.5051 és 0. Innen egyértelmiien megadhatjuk
a minimum helyét és értékét, és ez 6sszhangban is van a kézzel elért eredménnyel. Az egyetlen
hidnyossdg az, hogy nem lehetiink biztosak benne, hogy az egyvaltozés fiiggvény minden
zérushelyét megtalaltuk...

A véletlen indul6pontot haszndlé utasitds a [0, 10] intervallumra vonatkozdéan:

y = fzero (/! —2x(1-x)+200% (x"2-%X) * (2*x-1)’,10*«rand (1))
y:
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Az optimaliz4lt fliggvény alakjat a kovetkez6 rovid program rajzolja ki:

>>
>>
>>
>>

x = x=0:0.01:2.0;

y = =2x(1-x)+200% (x.72-%x) . % (2*xx-1);

Z = X—X;
plot (x,y,%,2);

Ennek eredménye (a z fliggvénnyel az z-tengelyt ravaszkodtam az dbrara...):
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2. Abra. A Rosenbrock fiiggvény y = = egyenes menti értékei derivaltfiiggvénye. Kis
joindulattal leolvashat6 az fzero program &ltal megtalalt harom zérushely.

Az fzero utasitds rdaddsul csak pératlan multiplicitdsta zérushelyek meghatarozdasara jo, te-
hét példdul az z? zérushelyét nem talédlja. Ez elég rossz hir az optimalizélas szempontjdbdl, mert
altalaban egy nemlinearis fliggvény derivéltja zérushelyei multiplicitdsa mindenféle lehet.

2.2. Vegyiik most az fminbnd utasitdst. Ez egydimenzios fliggvények optimalizalasdra szolgal.
Nézziik elészor, az 2 fiiggvénnyel mit tud kezdeni:

fminbnd ("x°27,-1,1)
ans

-2.7756e-017
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Ez rendben is van lényegében. A paraméterezés: fiiggvény, als6korlat, fels6korlat. Vigyaz-
zunk, az els6 utasitds utdn ne tegyiink pontosvessz6t, mert akkor az eredmény nem jelenik meg!

o7 27

Vegyiik akkor az el6z6 szakasz egydimenzidssd atalakitott Rosenbrock fiiggvényét.

>> fminbnd (' (1-x) "2+100* (x"2-x)"2’,0,2)
ans =
1.0000

Ez is rendben van, bér az (1 — z)? fiiggvény minimumhelyeként az 1-et adta meg (tehat pon-
tosabban tudta megallapitani). Nézziik meg, hogy milyen fliggvényt is minimalizaltunk:

>> x=0.0:0.01:1.2;
>> y=(1-x).72+100% (x."2-x) ."2;
>> plot (x,vy);

! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

0

3. Abra. A Rosenbrock fiiggvény y = x egyenes mentére korlatozott, egydimenziés valtozata. J6l
lathaté a megtalalt minimum az 1 pontban.

A bal sarokban azért van egy gyanus rész, ha rdzoomolunk, akkor
>> fminbnd (' (1-x) "2+100%(x"2-x)"2’,0,0.4)

ans =
0.0102
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e

szépen megkapjuk az el6z6 szakaszban kapott masik minimumjeldltet. Akkor viszont tisztdzzuk
a 2.1. szakasz 0.4898 széls6értékét is:

>> fminbnd (' (1-x) "2+100% (x"2-x)"2’,0.4,0.6)
ans =
0.6000

Ez nem segit, mert csak a megadott keresési intervallum szélét kaptuk meg — ez azt jelezheti, hogy
az intervallum belsejében nincs megoldas. Val6ban,

>> fminbnd(’ (1-x) "2+100% (x"2-x)"2’,0.3,0.7)
ans =
0.7000

is erre utal. Nézziik akkor meg a vizsgalt fliggvényiink negaltjat:

>> fminbnd (' - ((1-x) "2+100% (x"2-x)"2)",0.3,0.7)
ans =
0.4898

Bing6. Megvan a harmadik pont is: OK, ez nem minimumpont volt, de a maximumpont de-
rivaltja is nulla. Akkor tgy érezhetjiik, hogy ez a program az eddigiek szerint 1ényegében tudja
azt, amit el lehet varni t6le, és azt megbizhatéan hozza is.

Nézziink akkor egy nehezebb feladatot. Az 2°(sin(1/z) + 2) elég ellenséges, mert bar kétszer
folytonosan differencidlhat6 (ahogy konnyen belathatd), mégis a nulla tetszbleges kornyezetében
megszdmlalhatéan végtelen sok helyi minimumpontja van. Emiatt a megolddsa lényegében
reménytelen olyan moddszerek szamadra, amelyek csak a fliggvény-kiértékeléseken alapulnak.
Egyes programok panaszkodnak, hogy a nulldban nem tudjak kiértékelni a fliggvényt. Annyiban
ez igaz is, hogy maga az 1/z fiiggvény persze gondot jelent. Mésrészt azonban az x%-al
valé beszorzds miatt a fiiggvény maga a nulldban is folytonos. Ovatos implementéléssal a
szamitégépes megvalositas is megoldhaté. A fiiggvény alakja a 4. Abran lathato, és mér ez is
elég borzaszté - bar a z{irds szakasz persze a nulla kdzelében van.
A feladat megoldasa az fminbnd programmal:

>> fminbnd ('x" 6% (sin(l1/x)+2)"2’, -1, 1)
ans =
0.0018

Bér ez nem az igazi megolddas, de azért nem nagyon rossz. Végiilis a keresési tartoméany he-
lyes kb. 4 ezrelékébe sikeriilt beletaldlni. Az mar nagyobb baj, hogy ezen nem kénnyti javitani.
Az azért érdekes, hogy a kovetkez6 egyszerii eszkoz segit:

>> fminbnd ('x"6* (sin(l1/x)+2)"2’, —-l1l-rand(l), l+4+rand(l))
ans =
2.5606e-006
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4. Abra. Az 2%(sin(1/z) +2) fiiggvény a [-0.01, 0.01] intervallumban. J61 lathat6 a f6 tendencia, és
az hogy a fliggvénynek sok helyi minimumpontja van.

Ez azért csak meglepd, hogy a keresési intervallum hatdrdnak véletlenszer( tologatasa ennyit
javit a megolddson. Ez még akkor is szép, ha a két pont kozott csak 3 nagysagrendnyi a
kiilonbség. Az még nagyobb elény, hogy amig a rogzitett intervallumon nincs értelme tjra-
futtatni a programot (mert ugyanazt az eredményt fogjuk kapni), addig a véletlennel terhelt
oldalt intervallumokkal ez hasznos lehet.

A fiiggvény ismeretében a legjobb az lenne, ha nagyon sok véletlenszer(i pontban kiérté-
kelnénk a fliggvényt, és csak a legigéretesebb kozelében inditanank el az fminbnd programot.
Tanulsagos, hogy a Matlabon beliil megkeressiik az fminbnd kédjat, az fminbnd.m &llomanyt,
akkor egy mindossze 250 soros programot taldlunk, és ebbdl is 50 sor magyarazat, megjegyzés.

2.3. Végiil lassuk az fminsearch utasitast. Ez hosszra csak kicsit bonyolultabb, mint fminbnd,
kb. 300 soros, amibdl ismét kdzel 50 sor a magyarazat. A legegyszer{ibb alakja:

X = fminsearch (FUN, X0) ;
ahol FUN a minimalizaland¢ fiiggvény, X0 az induléérték, és X a kapott eredmény, egy helyi

minimumpont. Vegyiink el8szér megint egy egyszerd, attekinthet feladatot: mi lehetaz (x +y)?
minimuma?
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>> fminsearch(’ (x(1)+x(2))"2",[1.2 1.2])
ans =
0.0249 -0.0249

Ez els¢ pillantdsra meghokkent6nek tlinhet, de rendben van, hiszen a fliggvény minden olyan
pontja optimalis, ahol a két argumentum 6sszege nulla. A csak kicsit eltér6 fiiggvénnyel alapjaban
mas megoldast kapunk:

>> fminsearch (’x (1) "2+x(2)"°2",[1.2 1.21])
ans =
1.0e-004 =
-0.3946 -0.1129

Ha alaposabban megnézziik a minimalizalandé fiiggvényt, akkor ez az eredmény is elfogad-
hat6 lesz: most a két paraméteriink mindegyikének nulldhoz kozelinek kell lennie az optimum
kozelében. Erdekes a Matlab kifratdsi formatuma: nagyon kis szdmok helyett egyszertien kiirta,
hogy az utolsé sort mivel kell beszorozni... Azért ennél pontosabb megoldast is adhatott volna —
valdszintileg az alapbeallitdsok inkdbb gyors mint pontos megoldéast preferdlnak.

Itt a megfelel6 pont, amikor az fminsearch algoritmusardl is szélnunk kell. A program
az un. Nelder-Mead algoritmuson alapul, mas néven a szimplex eljardson. Ez sajnos konnyen
Osszetéveszthet6 a linedris programozas szimplex algoritmusaval, bar 1ényegében nem sok koze
van hozza. Itt az indulépont koré a program egy szimplexet (n-dimenzios térben n + 1 pontbdl
all6 szabédlyos alakzatot) rajzol. Megvizsgalja a csticspontokban a célfiiggvény értékét, és a
legrosszabb célfiiggvényértékii pontot tiikrozi a tobbiek altal megadott sikra. Igy egy tjabb
szimplexet kapunk, és igy tovabb. Végiil is, durvan szélva a célfiiggvény altal meghatarozott
domborzaton egy szogletes targy gurul le. Mas széval, a hattérben m{ikodd algoritmus egy elég
robusztus, de nem nagyon gyors nemlinedris helyi keres6 médszer.

Ennek fényében nagyon szép a kovetkez6 eredmény:

>> fminsearch('x"6x(sin(l/x)+2)’,1.2)
ans =
-3.3307e-015

Az, hogy szemre hasonlé futdsid6 drdn az fminsearch sokkal jobb eredményt adott, mint
az fminbnd, azzal magyardzhat6, hogy az elébbi bumfordisaga most épp el6nyds: mivel a
futés elején nem tud nagyon finom keresést végezni (még nagyok a szimplexek), ezért az 2°
figgvény minimumhelyének eléggé a kozelébe tud férkézni, és nem akad fenn a korai, a globélis
minimumté] tavoli helyi minimumokban. A 12 nagysagrenddel jobb minimum becslés minden
esetre emlitésre mélto.

Ezek utan térjiink vissza a kordbban targyalt Rosenbrock fiiggvényhez:

>> fminsearch(’ (1-x(1)) "2+100* (x (1) "2-x(2))"~2",[0 01)
ans =
1.0000 1.0000

Bar ezen a feladaton érezhetéen tovdbb gondolkodott (mondjuk 1 masodpercet), de ez mar
megint szép eredmény, még ha nem is az 1-et, mint egészt mutatja az eredmény (marmint hogy
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az 1.000 a lehetséges 1 helyett a hatsé jegyekben megmutatkozo kicsi eltérésre utal).

3. Sebesség, miiveletigény, pontossag, gyakorlati alkalmazas.

Ebben a szakaszban jellemezni probéljuk az optimalizalasi eljarasunk sebességét. Ahhoz,
hogy ezt meg tudjuk tenni, egy nehéz feladatot kell vizsgdlnunk, és a megoldas min&ségén is
jo ha leolvashat6, hogy mennyire j6 a taldlt kozelité megoldds. Ezért vizsgaljuk az el6z6 szakasz
sin(1/x)-es fliggvényét.

A keresési algoritmus alapbedllitasai:

defaultopt=struct ('Display’, ' notify’, MaxIter’,

"200*numberOfVariables’, ... "MaxFunEvals’,
"200*numberOfVariables’, ' TolX’ ,1le-4,’' TolFun’,6le-4);

A Display csak annyit hatdroz meg, hogy ha a megfelel6 megoldast nem tudja elérni,
akkor ennek okét irja meg nekiink.

A MaxIter a megengedett maximdlis iterdciészamot &llitja be az optimalizalt valtozék
szdmanak 200-szorosdra. Ez az esetek tobbségében elegend6. Ha mégsem, akkor errdl
értesitést kapunk, és ha van értelme, akkor ezt az algoritmus paramétert nagyobb értékre
allithatjuk.

A MaxFunEvals a megoldashoz felhasznélt fliggvényhivasok szdmanak megengedett fels6
hatérat szabja meg. Ennek alapértelmezése is az optimalizalt valtozok szamanak 200-
sZorosa.

Azt, hogy mikor tekintjiik a feladatot megoldottnak, a megoldds pontossdgara vonatkozo
két kritérium adja meg. Az elsd, a To1X azt hatdrozza meg, hogy az optimalizdland¢ vélto-
zOkra vonatkozdan mit tekintiink elfogadhatéan kis eltérésnek. A program megvaldsitasa-
tol fliggben ezt az algoritmus paramétert kiilonféle médon lehet haszndlni. Egy jellemz6
modszer, hogy ha az utolsé két (vagy néhany) iteralt eltérése ez a korlat alatt marad, akkor
ebbdl a szempontbdl mér elfogadhaténak tekintjiik a kozelitést.

2

Hasonl6 értelmezésti a TolFun algoritmus paraméter. Ez azt {izeni a programnak, hogy
akkor kérjiikk az iterdci6 ledllitdsat, ha a legutobbi néhdny iterdcié soran a célfiiggvény
értéke nem véltozott tobbel mint a To1Fun érték. Az utébbi két algoritmus paraméterre az
alapbeallitds (10~*) mérsékelt igényeket tdmaszt — ami j6 dsszhangban van a Matlab kiiratasi
formatumaval is.

3.1 Ezek utdn vizsgaljuk meg, hogy az fminsearch milyen hatékony, mennyire gyors az
optimalizalasban. Emlékezziink vissza, hogy az abszolat minimumat a célfiiggvényiink a 0
pontban veszi fel, és a célfliggvény érték minimuma is nulla, de az ehhez a minimumhoz
tartozo6 volgy szélessége is nulla — tehat ennek megtaldldsa reménytelentil nehéz. Mésrészt minél
kozelebbi megoldast kapunk a nulldhoz, annal jobb a kozelités, annal alaposabb a keresés.

A méréseinkhez a kovetkez6 rovid programot irtuk a Matlab szerkeszt&jével (és mentettiik el
sebesség néven):
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tic
fminsearch ('x"6* (sin(1/x)+2)’,1.0,optimset (' TolX’,1le-2), ' TolFun’, le-2)
toc

Az el8z6 teszt azt tanulmanyozza, hogy milyen hatassal van a megoldés helyének pontossaga
az ennek megkereséséhez sziikséges CPU-id6re. Az eredményeket az 1. Tabladzatban foglaltuk
Ossze.

tolerancia CPU -id6

1072 0.18
1074 0.20
1076 0.24
1078 0.33
10710 0.35
10712 0.39
1071 0.44
10716 0.51
10718 0.51
10720 0.53
10730 0.82

1. Tdblazat. A tolerancia értékek hatdsa az ezek eléréséhez sziikséges CPU-id6re az
2% x (sin(1/z) + 2) optimalizélasi feladat esetén a fminsearch Matlab programmal.

Megjegyezziik, hogy az els6 hét esetben a kapott megoldds azonos volt. Az nem is meglepd,
hogy ezutdn a programnak jobban kellett igyekeznie. Megjegyzendd, hogy bar a megolddsnak
determinisztikusnak kell lennie, mégis a futasi id6k valtozatlan paraméterezés mellett is nagyon
valtoztak. Emiatt a tadblazatunk 3 fiiggetlen futds atlagat tartalmazza. A futdsidd eltérése
taldn a futtaté operdcidés rendszer egyéb futd processzein mulott. Erre utal az is, hogy a
szamitasigényesebb feladatokon a CPU-id? stabilitdsa nagyobb volt.

Erdekes, hogy a 10~° mint megallasi feltétel paraméter mar valéban sok volt a program-
nak: a tdblazatban megadott érték esetén a program panaszkodott, hogy a megengedett ma-
ximalis fliggvényhivasszdm a feladat megolddsdhoz kevésnek bizonyult. Mégis, a megfeleld pa-
raméter megnovelése sem segitett — taldn valamilyen belsd, rejtett feltétel megakaddlyozta ennek
érvényesiilését. Ekkor mér a program 4altal adott megoldds -2 .9957e-030 volt, ami nagyon jé —
még ha van is ennél is jobb, az adott szdmitdsi kornyezetben abrazolhaté megoldas.

Hogy ezt a megoldast jobban megbecsiiljiik, megmutatjuk, hogy milyen eredményre szamit-
hatnank egy egyszer(i, Monte Carlo modszertdl. Tekintsiik a kovetkez egyszerti feladatot:

min 22

a [—1, 1] intervallumon. Az ehhez tartozo véletlen keres6 program:
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tic

z = 10

for i=1:100000
x=2*rand(1l)-1;

y=x"2;
if (y<z)
Z=Y7
end
end
z
toc

A kapott eredmény 3.4373e-011 volt, 3.5700 masodperc alatt. Az fminsearch ugyanezen a
feladaton -8.8818e-016 eredményt adott 0.1600 masodperc alatt.

3.2. Vizsgaljuk meg az optimalizalds eredményének fiiggését a kiindul6 ponttol:
tic
fminsearch ('x"6* (sin(1/x)+2)’,1.0,optimset (' TolX’,1e-9), ' TolFun’, le-9)

toc

A kapott eredmények:

induléérték  eredmény CPU -id6
1.0e10 -1.4211e-005 2.5440
1.0e05 -1.1369e-009 1.0110
1.0e00 -8.8818e-016 0.0800
1.0e-05 1.0521e-005 0.0300
1.0e-10  1.0500e-010 0.0300

2. Tablazat. Az induléértékek hatdsa az ezek eléréséhez sziikséges CPU-id6re az
2% x (sin(1/z) + 2) optimalizélasi feladat esetén a fminsearch Matlab programmal.

Az els6 két sorban megadott esetben a Matlab nullaval val6 oszt4sra panaszkodott, és kevesel-
te a megengedett fliggvényhivasok szdmat. Az utols6 sorokban lathat6 eredmény pedig arra utal,
hogy ott tényleges keresés nem is tortént. Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy az fminsearch ro-
busztus eljaras, nem feltétlen igényli a megoldashoz kozeli indulépontot, bar az elényos lehet. A
szamitasi id6 is ezt tiikkrozi, még ha a technikai részletekre oda is kell figyelni.

3.3. Végiil tekintsiink egy gyakorlati feladatot. A dontéstdmogatési feladatkor egyik alap-
problémdja a paronkénti Osszehasonlitdsokon alapulé preferenciamatrixok konzisztencidjanak
megteremtése. Az alap kérdés az, hogy tobb szakértd véleményét hogyan lehet egy egységes
dontéssé formdlni szakmailag meggy6z8, elméletileg alatdmasztott formaban.

Vegyiik azt az esetet, hogy adott N darab alternativank, pl. vasdrolandé autétipusunk. A
szakértdink kiilonb6z6 szempontokat figyelembevéve olyan kijelentéseket tesznek, hogy parokat
képezve, az egyik alternativa hdnyszor tekinthet6 jobbnak a mésikndl. Az eredményeket irjuk
egy () matrixba:
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1.0000 2.0000 4.0000
@ = | 05000 1.0000 2.0000
0.2500 0.5000 1.0000

Vegyiik észre, hogy ebben a példaban a megadott preferencidk kovetkezetesek, konzisztensek,
mert pl. az els6 alternativanal a mdasodik kétszer kedvezdbb (Q(1,2) = 2), a masodikndl a
harmadik is kétszer jobb (Q(2,3) = 2), és ennek megfeleléen a harmadik alternativa az elsénél
négyszer jobb (Q(1,3) = 4). Ez persze altaldban nem sikeriil igy, a szakértdk altal kitoltott
preferenciamatrix altalaban nem konzisztens, tehat a megadott matrixra nem fog teljesiilni az,
hogy minden sora konstansszorosa egy masik sordnak. A konzisztencia azt is jelenti, hogy a @
matrix rangja 1, mert egy sorabdl a tobbi linedris kombindcidként szdrmaztathato.

Az elérni kivant esetben tehdt az egyes alternativak egymashoz val6é viszonyat kimeritéen
jellemezni tudjuk olyan formaban, hogy minden alternativahoz hozzarendeliink egy pozitiv w;
szdmot vagy sulyt, és a ()’ konzisztens matrix ebb&l mar generalhato:

1.0000 wg/wl w3/w1
Ql = wl/wg 1.0000 wg/wg
wy/ws  wa/ws  1.000

Visszatérve a kit(izott feladathoz, azt tgy formalizdlhatjuk, hogy egy altalaban nem konzisz-
tens (Q matrixhoz keresiink olyan pozitiv w stlyvektort, hogy

N N
1Q = QIF =D (Q.5) — wj/w)’
i=1 j=1
minimalis legyen.
A feladat megolddsahoz ismét az fminsearch programot hasznaltam. A feladatot most egy
kiilon fliiggvény formdjdban adtam meg:

function £ = gqw(w);

0=1124; 0.51 2; 0.25 0.5 11;

f = 0;

for i=1:3

f=f+4(Q(1,1)-w(l)/w(i)) " 2+(Q(1,2)-w(2)/w(i)) " 2+(Q(1,2)-w(3)/w(i)) 2;

A programon mindenképpen lehet még javitani, példaul a ) matrixot illene kivinni a hivé
programba, illetve a vektorizdldson is lehet még igazitani... Minden esetre a jelen forméaban is
szépen futott a program, és egy masodpercen beliil a kovetkez6 eredményt kaptuk:

>> fminsearch('gqw’,[1 1 1])
ans =
0.4215 0.8430 1.6859

Ez nem egészen az, amit vartunk (az pl. az [1 2 4] vektor lehetett volna), de lényegében
rendben van, mert a harmadik alternativa négyszer preferdltabb, mint az els6 stb. Vegyiik
észre azonban, hogy maga a program teljesen érzéketlen a w vektor abszolut értékére, csak
a vektorkomponensek aranyait érzékeli. Ha ezt a vektort visszairjuk az optimalizdlandé nem
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negativ fliggvénybe, akkor a 7.1458e-008 fiiggvényértéket kapjuk, ami elég jo érték, tekintve, hogy
a paramétereket csak 4-5 értékes jegyre adtuk meg.

Ezt az is mutatja, hogy ha az el6z6 feladatotaw = [1 2 4]’ vektorral inditjuk, akkor az
eredmény mar megnyugtatobb:

>> fminsearch('qw’,[1 2 4])
ans =
12 4

Vegyiik észre, hogy nem egyszertien kozeli értékeket kaptunk, hanem magukat az egészsza-
mokat (nem volt nehéz ezekre jutni). Ez persze azt is jelenti, hogy akkor indokolatlanul sok
véaltoz6 optimalizdldsat kértiik a programtol, hiszen ha csak w ardnyai szamitanak, akkor a w
egyik komponensét rogzithetjiik. Emlitsiik meg azt is, hogy bar nem erdltettiik, de a program csak
pozitiv eredményt adott — erre vonatkoz¢6 ténylegesen megadott korlat nélkiil is. Ez a probléma
szerkezetébdl adoédhat.

Ezek utédn tekintsiik a feladat perturbalt, kicsit elrontott véltozatat. Vegyiik azt az egyszerti
esetet, amikor a () matrix jobb fels6 sarkaban levd négyest rontjuk csak el. Ennek helyére irjunk
4+0.01 értéket, ami egy szdzad mértékben perturbalja a kordbbi szamot (megprébaltam ez utéb-
bit még rand (1) -el beszorozni, de a véletlen eltérések attekinthetetlenné tették az eredménye-
ket). A valtoz6 mértékii perturbéldsra vonatkoz6 eredményeket a 3. Tablazat tartalmazza:

perturbacié az eredmény
1.0e-2 1.0074,2.0170,4.0385]"
1.0e-3 1.0023,2.0048, 4.0100]"
1.0e-4 1.0007,2.0015, 4.0030]*
1.0e-5 1.0007,2.0015, 4.0029]*

[ ]
[ ]
% |
1.0e-6  [1.0002,2.0004,4.0009]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1.0e-7 1.0001, 2.0003, 4.0006]”
1.0e-8 1.0001, 2.0002, 4.0004]7
1.0e-9 1.0000, 2.0001, 4.0002]”
1.0e-10  [1.0000,2.0000, 4.0001]"
1.0e-11 1,2, 4)7

3. Tdblazat. A dontéstamogatdsi preferenciamétrix konzisztensé tétele optimalizalasi feladata
megolddsa az alkalmazott perturbaci6 fiiggvényében. Figyeljiik meg a pontos megoldéstol valé
eltérés csokkenését a perturbécié csokkenése fliggvényében.

Megallapithatjuk, hogy a kapott eredmények azt tiikrozik, hogy a perturbacié csokkenésével
a vart, pontos eredmény jol megkozelithetd volt, vagyis a vizsgélt feladaton az inkonzisztens
preferenciamétrix konzisztensé tétele numerikus szempontbd6l megbizhat6 eredményt ad.

Megjegyzendd, hogy a fenti vizsgdlatokat csak a Matlab 6.5 oktat6i véltozattal sikertilt meg-
csindlni, a korabbi, 5.0-4s hallgatéi valtozat nem ismerte fel az itt leirt optimalizalasi programok
neveit (ez a vizsgélat a mtiveletigény megallapitdsdhoz kellett volna, mert ott még miikodik a
flops rutin). Ennek ellenére a Matlab 6.5-0s hallgatéi demovéltozat valdszintileg eléri ezeket a
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szubrutinokat.

Osszefoglalva, a Matlab &ltal az alapcsomagban kinalt optimalizélési eljarasok hasznalhatok, tobb
esetben tligyesek voltak, ennek ellenére érdemes tapasztalatot gyfijteni miel6tt komoly, nehezebb
feladat megolddsahoz kezdiink veliik.

4. I[rodalom

A teriilettel valé alaposabb megismerkedéshez a kovetkezd konyveket, dokumentumokat ajan-
lom:

1. Csendes Tibor: Bevezetés a globdlis optimalizélasba. Jegyzet el6késziiletben. Elérhet6 a
www.inf.u-szeged.hu/~csendes/go.ps.gz internetes cimen.

2. Higham, Desmond J. and Nicholas J. Highham: MATLAB Guide. SIAM, Philadelphia, 2000.

3. Neumaier, Arnold internetes vendégoldala a globdlis optimalizélasrol. Elérhet6 a kovetkezd
cimen: www.mat .univie.ac.at/~neum

4. Stoyan Gisbert (szerk.): MATLAB (4. és 5. verzi6). TypoTgX Kiad6, Budapest, 1999.
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F Filiggelék

Az eldbadas foliai

AZ OPTIMALIZALAS ALKALMAZASALI.

Csendes Tibor
www.inf.u-szeged.hu/~csendes, csendes@inf.u-szeged.hu

Ez az 4j tantargy az el6dje, az Operacidkutatds II és a Kombinatorikus optimali-
z4lds nyomdan az optimalizdldsi modellek haszndlatidba és szadmitdgépes meg-
valdsitasukba ad bevezetést. A kredit kovetelményei:

e Az eldadasra jards ugyan nem kotelezd, de ajanlott, és a kataldogus alapjan
azok, akik csak kevés alkalommal hidnyoznak, plusz pontot kapnak

e Ugyancsak plusz pontot lehet kapni az eléaddson az elhangzott anyagra
vonatkozo6 egyszeriibb kérdések megvalaszoldsaért.

e A gyakorlat keretében az els6 félévben egy programot kell 6nalléan megirni
és az erre vonatkozo esszét leadni hatédriddre (dprilis 15., a vazlaté marcius
15.). A MATLAB rendszer elérhetd a hallgat6i kabinet gépein.

e A gyakorlaton irt tobb kisdolgozat dsszevont pontszdma el kell hogy érje
a maximadlis pontszdm 50%-at, csaktgy, mint a félévvégi tudasfelmérd
dolgozaté és az esszéé.

e Mindenkinek kell szébeli vizsgat tennie, aminek része egy 40 pontos dolgo-
zat megirasa is.

o Az Intézet dontése szerint az is kell hogy hallgassa az Optimalizalas Alkal-
mazdsai cim{i targyat, aki az Operdcidkutatas II. targyat sikeresen befejezte.

137
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MOTIVACIO

A jelenlévbk egy j6 része a végzés utan optimalizalasi feladatokat fog meg-
oldani rutinszertien, de a modellezésben val¢ jartassag is hasznos tobb munka-
korben. Egy kordbbi amerikai felmérés szerint az operacidkutatdsi végzettségii
munkdba allokat a legkeresettebbek listajan el6keld helyen szerepeltették (lasd
OR Today).

H.-P. Schwefel példédja: A Siemens megbizasdbdl atomerdmiivek szdmadra kel-
lett a flit6elemek helyét meghataroznia tgy, hogy javuljon a hatékonysag. Az
evoluciés modszerrel talalt megoldas tobb mint 1%-al volt jobb, mint a kordbban
ismert. Bar nem tudja, hogy a talalt kozelités akar csak helyileg optimalis-e,
és azt sem, hogy milyen messze van az optimumtél, a megbiz6 elégedett volt
(> 10° DEM).

SIAM 100 $, 100 Digits Challenge 2002, #4'1

A feladat a kovetkez6 fliggvény minimumanak meghatérozésa volt:

exp(sin(50z)) + sin(60e?) + sin(70sin(z)) + sin(sin(80y))—

—sin(10(x + y)) + i(azQ + 7).

A kapott eredmény a [—10.0,10.0] keresési tartomadnyon a globalis minimum
értékére a kovetkezd also- és fels6 korlatokat adta:

[—3.306868647475316, —3.306868647475196].

A kiemelt elsd 13 jegy matematikai bizonyitderével igazoltan helyes. Ehhez
0.26 masodperc CPU-id§, minimdlis memdriaigény (75 részintervallum tédrola-
sdra volt sziikség), 1975 célfiiggvény-, 1158 gradiens- és 92 Hesse-métrix kiérté-
kelés kellett mindossze.

"Nick Trefethen: A Hundred-Dollar, Hundred-digit Challenge. SIAM News 35(2002)
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AZ ESSZE

Az esszé egy olyan rovid (15-20 oldalas) jelentés, amelynek a kovetkezé f6bb
részeket kell tartalmaznia:

1. A kittizott feladat pontos, részletes megfogalmazdsa, a szakirodalom megis-
merése alapjan a feladat alapos lefrasa, kitérve annak nehézségeire, és eltéréseire
a szomszédos teriiletektsl. Fontos részletezni az alkalmazasi teriileteket. Erde-
mes itt kis méreti, attekinthetd példakat hasznalni.

2. A megoldédsara megirt, felhasznalt, lehet6leg Matlab (vagy Scilab, Net-
lib, esetleg Octave) programok részletes megaddésa, leirdsa. Ki kell térni az al-
kalmazott szamitégépes megolddsok okaira, elényeire is (mint pl. a valasztott
adattipus, szamformdatum, algoritmus véltozat, stb.).

3. A bemutatott algoritmusok hatékonysagat, sebességét, miiveletigényét,
pontossagat és egyéb emlitésre mélt6 tulajdonsdgat alkalmas teszteléssel kell be-
mutatni. Fontos azt is jellemezni, hogy milyen méretii feladatok megoldasat le-
het a targyalt modszerekkel elérni. Ennek eredményét tablazatos vagy gratikonos
forméban kifejez6 mdédon kell megadni.

4. Az esszé foglalja 0ssze a sziikebb szaktertilet mélyebb vagy szélesebb korti
megismeréséhez ajanlhaté irodalmat is (nyomtatott vagy elektronikus formajua).

e Nyomtatott vagy elektronikus formdaban kell a gyakorlatvezetének beadni,
e a hasznalt szovegszerkeszt6 lehetdleg ISTEX alapt, vagy Word legyen,

e érdemes tdmaszkodni a hdlézaton keresztiil elérhetd el6zetes jegyzet iroda-
lomjegyzékére, az interneten elérhet6 adatokra, és az évfolyamtarsakra,

e korlatozott mértékben a gyakorlatvezetdvel val6é konzultacio is segithet,

e 0ndllé munkit kell titkroznie, és a hallgaténak a kapott feladat megoldasdnak
minden részletével tisztaban kell lennie,

e az esszé értékét noveli, ha az a Scilab, Netlib vagy Octave programijait
targyalja,

e a hallgat6 javasolhat is esszé formaban feldolgozand6 témat.
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A KOTELEZO PROGRAM

A kotelez6 program olyan hazifeladat, amelyet Java nyelven kell irni, és a célja
az, hogy a hallgatok bemutassdk jartassagukat optimalizalasi eljardsok imple-
mentdldsdban, és az érintett algoritmusok miikddésének attekinthetd, konnyen
érthetd forméaban valé megjelenitésében.

Az esszével szemben a kotelezd program dokumentaldsa més szempontokra
helyezi a hangsulyt:

1. meg kell adni az algoritmus folyamatébréjat vagy pszeudokdédjat,

2. a program teljes forrdsszovegét, de legyen elérhet6 a program a hélézaton,
és telepithetd is mas gépekre,

3. meg kell adni a felhasznal6i ttmutatét, amely alapjan a program teljes-
értékiien hasznalhat6, és végiil

4. részletesen leirni egy jellemz{ futtatasi példat, amely az algoritmus hasznal-
hat6sagat mutatja.

Tehat nem kell: az adott feladatkort ismertetni, részletesen megadni a kap-
cs0l6do6 szakirodalmat, nem sziikséges a megirt program hatékonysagat és hata-
sossagat teszteléssel igazolni.

Mintaként érdemes megnézni a

http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes

vendégoldalon a korpakolasi illusztralé Java programot.

Fontos az 6ndll6 munka. Az értékelés alapja az lesz, hogy milyen latvanyos,
tigyes illusztraciét ad a program az adott algoritmushoz.
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MATLAB MINTA

Az aldbbi révid Matlab program megjeleniti az y = (1 — z)° fiiggvényt, és
ennek Horner-elrendezés szerint atrendezett, de ekvivalens alakjat, ahol

z=((((x =6)*x+15)*xx —20)xx + 15) *x — 6) x x + 1).
>> x = (9950:10050) /10000; % definialja a pontsorozatot
>> vy = (1-x).76;
>> 7z = ((((((x=6) .*x+15) .*»x-20) .*x+15) .*x—6) .*x+1);
>> plot (x,[y;z]); % egy grafikont jelenit meg

(o)

>> print —-deps hornerdemo.ps % kiirja egy fajlba

A kapott abra a két nagyon eltérd gorbével (a sima az (1 — 2%)):

-15

x 10

-4
0995 0996 0997 0998  0.999 1 1001  1.002 1003 1.004  1.005
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MAPLE MINTA

> f(x):=x"6%(sin(l/x)+3);
f(z) == 26 (sin(1/x) + 3)

> plot (f(x),x=-0.01..0.01);

3.5e-12
3e-12 |
2.5e-12
2e-12 |
1.5e-12
le-12 |

5e-13 1

001 -0008 -0.006 -0.004 —-0.002 O 0.002 0.004 0.006 0008 0.0l

X

> g(x):=diff (f(x),x);
g(x) :==6*xx 5% (sin(1/x) +3) — x4 cos(1/x)
> solve (g (x),x);

0,0,0,0
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A HATIZSAK FELADAT

Adottak szallitand6 targyak stllyal (vagy térfogattal) és értékkel (vagy fontos-
sdggal). A feladat az, hogy meghatdrozzuk a hatizsdkba beteend$ holmiknak
azt a részhalmazat, amelyek az el6z6 értelemben a leghasznosabbak, és egyiitt
betérnek a korlatozott kapacitdst hatizsdkba.

Hasznaljuk a kovetkezd jelolést:

m a targyak szdma,

a; azi. targysualya, i =1,2,...,m,

c; azi.targy értéke, 1 =1,2,...,m,

b arakomany megengedett maximalis Osszsulya.

Legyen z; értéke 1, ha az i-edik targy bekeriilt a hatizsdkba, és 0, ha nem
(1=1,2,...,m).

A megoldando feladat ezekkel felirva:

m
max E Gy,
1=1

teltéve, hogy

m

Z a;x; < b, és

1=1

r; € {0,1}, i=1,2,...,m.

A hatizsék feladat tehat egy egészértékii, bindris linedris programozasi feladat.
Egy egyszerti kiterjesztése adodik akkor, ha az elhelyezendd targyak kozott van-
nak azonosak. Ekkor az optimalizdland6 véltozok értékei nemnegativ egészek
lehetnek.

A feladat jellege miatt a kiindulasi feladatra legtobbszor fel lehet tenni azt,
hogy a stlyok és a sulyhatar nemnegativak. Ennek ellenére mind az a;, mind a
c; értékek elGjele tetszbleges.
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A HATIZSAK FELADAT MEGOLDASA TELJES LESZAMOLASSAL

A héatizsdk feladatot megoldhatjuk a durva erd modszerével (brute force,
enumeration). Ennek 1ényege, hogy felsoroljuk az dsszes véltoz6-kombinaciét,
meghatarozzuk a lehetséges megoldadsokra a célfiiggvény értékét, és kivalasztjuk
ez alapjan az optimaélisat.

Az 6sszes valtozo-kombinaciét példaul lexikografikus sorrendben hatarozhat-
juk meg. Négy bindris valtozo6 esetén az igy kapott sorozat:

(0,0,0,0), (0,0,0,1),...,(1,1,1,1).

Az eljards hatrdnya, hogy nagyszdmu valtozo esetén kezelhetetleniil sok esetre
kell ellendrizni a feltételt, és ez a szdm a valtozok szdmdval exponencidlisan nd.

PELDA. Tekintsiik a kovetkez feladatot. Legyen a targyak stlya rendre 2, 3
és 4, a hasznossaga pedig 5, 3, 1, mig a megengedett Osszsuly 5. A megoldast
tartalmaz6 tdbldzat (a lehetséges megoldasokat félkovér betli, az optimdlist
csillag jelzi):

javasolt megoldds | a stilya az értéke
(0,0,0) 0 0
0,0,1) 4 1
0,1,0) 3 3
0,1,1) 7 4
(1,0,0) 2 5
(1,0,1) 6 6
(1,1,0)* 5 8"
(1,1,1) 9 9

Vegyiik észre, hogy a megoldast a moh6é moédszerrel is megkapnank: addig
vennénk a legértékesebb targyakat csokkend hasznossagi sorrendben, amig azt a
sulyhatar megengedi.

A feladatnak megfeleltethetd a kovetkezd, tobbé-kevésbé redlis probléma:
adott egy komp, ennek teherbirdsa 5 tonna. Harom jarmi vér az atvitelre: egy
2 tonnds személyautd, egy 3 tonnds kisteherautd, és egy 4 tonnds szekér. A
viteldfjak rendre 500, 300, illetve 100 forint. Uzleti okokbdl kivancsiak vagyunk
az el6irdasoknak megfeleld, legnagyobb bevételt jelentd fuvarra.
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A HATIZSAK FELADAT MEGOLDASA KOZVETETT, IMPLICIT
LESZAMOLASSAL

A megoldasi médszer lényege, hogy a teljes leszamolést ésszertien gyorsitjuk a
feltétel és az értékek figyelembe vételével. Tobbek kozott azokat a kiértékeléseket
tudjuk megtakaritani, amelyek egyértelmtien nem lehetséges megoldasokhoz
tartoznak. Péld4ul, ha kidertilt, hogy a (0, 1,0,...,1,0,0) megsérti a stlykorlatot,
akkor nincs értelme a tobb egyest tartalmaz6 (0,1,0,...,1,0,1) ellenérzésének —
ha a megfelel6 stlyok pozitivok.

1. Els6 1épésként alakitsuk 4t a feladatunkat egy konnyebben attekinthetd, kano-
nikus alaktra: legyen minden célfiiggvény egyiitthaté nem pozitiv, és a salyok
novekvo) sorrendbe rendezettek: a1 < as < --- < a,,.

Az elsé feltételt az = = 1 — x; helyettesitéssel lehet elérni olyan valtozokra,
amelyekre az nem teljestiilt. Ezeket a valtozokat természetesen meg kell jegyezni,
és az eljaras végén a kapott optimalis értékeket megfelel6en vissza kell alakitani.
A mésodik tulajdonsag teljestiléséhez a véltozokat kell csak alkalmasan dtrendez-
ni (és a megolddas utan vissza).

2. Az = indulévektornak valasszuk a nulla vektort. A keresés soran ett6l hala-
dunk a keresési fa levelei felé, amelyek utolsé komponense egyes.

3. Ha > " a;x; < b teljestl, akkor adjuk xz-et a lehetséges megolddsok L
halmazahoz. Hagyjuk ki az ellendrizend6 cstcsok koziil azokat, amelyekre a
jelen z utols6 nullai egyikének c¢; egytitthatdja negativ.

Ha ez az egyenl6tlenség nem igaz, akkor ugorjuk 4t mindazokat a vektorokat
a keresésben, amelyek el6édllnak tgy, hogy x utolsé nulla elemei egyike helyett
egyes szerepel, és a megfelel6 suly pozitiv.

4. Generéljunk egy tjabb vektort! Ha van még ilyen, akkor folytassuk a 3. Lépés-
sel. Az 10j vektor generdldsa soran ha lehet, akkor olyant védlasztunk, amely az
el6z6 x vektor utolsé nulla jegyeit modositva kaphaté. Ha ez mar nem lehetsé-
ges, akkor visszatériink egy kordbban félbehagyott 4ghoz a keresési fdban.

5. A legnagyobb célfiiggvény értéki taldlt lehetséges megoldds az optimélis meg-
oldas az z* pontban. Az 1. Lépésben végrehajtott dtalakitdsoknak megfelel6en az
eredményt visszatranszformaljuk.



147

A HATIZSAK FELADAT MEGOLDASA KOZVETETT, IMPLICIT
LESZAMOLASSAL - PELDA

A korédbban vizsgalt példat most nem érdemes haszndlni, mert konnyen lat-
hat6, hogy abban nincs lehet&ség a keresés gyorsitdsdra, mivel a nem lehetséges
megoldasok mind a keresési fa levelein vannak.

PELDA. Tekintsiik ezért a kovetkez§, kicsit médositott feladatot. Legyen a tér-
gyak sulya rendre 4, 3 és 3, a hasznossaga pedig -5, 3, -1, mig a megengedett
Osszsuly 2.

Kovessiik a kozvetett leszamolasi algoritmus lépéseit.

1. Irjuk fel az eredeti feladatot:

3
max Z ciyi = max —dy; + 3ys — ys,
i=1

a feltétel pedig
3

Z a;y; < b, azaz 4y, + 3y + 3y3 < 2.
i=1
A kanonikus alakot tigy kapjuk, hogy az y, valtoz6t 1 — z;-el helyettesitjiik (és
co 4j értéke -3 lesz). Ezzel parhuzamosan a stlyok ndvekv sorrendje eléréséhez
cseréljiik fel a valtozokat:

r1=1—1s, To = Y3, r3 = Y1.

Az 1j feladat ezutan:
max —3xr, — X9 — 93 + 3,

—3561 + 35[)2 + 4[63 S —1.

2. Az indul6vektor 2T = (0,0,0).

3. A (0,0,0) vektorra a fenti feltétel nyilvdnvaléan nem teljesiil, ezért a tovabbi
keresésbdl kizarjuk a (0,1,0), (0,1,1) és (0,0,1) eseteket is, mivel az utolsé két suly
pozitiv, tehat ezekre az esetekre sem teljestilhet a feltételiink.
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A HATIZSAK FELADAT MEGOLDASA KOZVETETT, IMPLICIT
LESZAMOLASSAL - PELDA II.

max —3xr, — X9 — 93 + 3,

—3.%1 + 35172 + 4[63 S —1.

4. A kovetkez6 keresési vektor 27 = (1,0,0).

3. Az (1, 0, 0) vektor stlya —3 < —1, tehat L = {(1,0,0)}. Az ehhez a vek-
torhoz tartoz6 célftiggvényérték 0. Mivel az (1,0,0) vektor hatsé nulldi mind-
egyikéhez negativ célfiiggvény-egytitthato tartozik, ezért mas vektort mar nem
is kell megvizsgélni: a tovabbi lehetséges megoldédsok célfiiggvényértéke kisebb
lenne a megtalaltnal.

5. Az atalakitott feladat optimélis megoldésa tehat (1,0,0). Az 1. Lépés atalakitasa
alapjan az eredeti feladat optimalis megoldasa

y1:x3:Oa

y2:1—$1:0,
y3=:1:2=O.

Az ehhez tartozo6 célfiiggvényérték pedig természetesen 0.

Az eredmény szépen értelmezhet6 az eredeti
max —5y1 + 3y2 — ¥,

4y, + 3y2 + 3yz < 2

feladatra. Eszerint a célfiiggvény optimuma a teljes, feltétellel nem korlatozott
tartomanyon a (0,1,0) pontban lenne. Ez azonban nem lehetséges megoldés, mert
a méasodik komponens miatt az el8irt feltétel nem teljesiil. Az egyenl6tlenséget az
yo» = 0 valasztassal teljesithetjiik, ez pedig épp a kapott megoldast adja. Mivel a
célfiiggvény egyiitthatok és a stilyok egyike sem nulla, ezért mas megoldds nincs
is.
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A HAJORAKODASI FELADAT
Korlatozott térfogatt szallitéeszkoz esetén a hatizsak feladat feltételéhez a tér-
fogatra vonatkozot is meg kell adni. Kovessiik a kordbbi jelolést:

m  atargyak szdma,

a;; azi. targysualya, i =1,2,...,m,

ay; azi. targy térfogata,i =1,2,...,m,

d; az1.targybol rendelkezésre 4ll6 mennyiség,
¢, azi. targy értéke,i =1,2,...,m,

by arakomany megengedett maximalis Osszsulya,
by arakomany megengedett maximalis Ossztérfogata.

Legyen z; értéke ismét 1, ha az i-edik targy bekeriilt a rakoményba, és 0, ha
nem (¢ = 1,2,...,m). Ha tobb i-edik targy is van a rakomanyban, akkor z; értéke
legyen a megfelel6 egész szam.

A megoldando feladat ezekkel felirva:

m
max E Gy,
1=1

teltéve, hogy

m
> ajiw < by, j=1,2,
=1

€L < di? és

xriegész, 1=1,2,...,m.

Allapitsuk meg, hogy a hajérakodasi feladat is megoldhaté a korabban ismer-
tetett implicit leszamoldssal, de mddositast kell rajta végrehajtani. Bar elvileg
a két feltétel egymastol fiiggetleniil is érvényesithetd az ellenérizendd vekto-
rok szdméanak csOkkentésére, de a stulyok és a térfogatok értékei egyszerre nem
feltétleniil rendezheték novekv sorrendbe. Ennek ellenére a kapott eljards ltala-
ban hatékonyabb lesz, mint a teljes leszdmolas.

Vegyiik észre, hogy hasonlé médon tovébbi feltételek is érvényesithetdk, pl. a
rakomany 6sszhosszara stb.
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A FIX KOLTSEG FELADAT

A termeld, szolgéltat6 véllalkozdsok a koltségeik csokkentésére torekszenek.
Tekintsiik azt a feladatot, amely a fix és termeléssel ardnyos koltségek viszonyat
vizsgalja.

Hasznéljuk a kovetkezd jelolést:

m a termékek szama,

X az i. termék gyartandé mennyisége,

d; az 1. termék gyartasi korlatja,

i a j. termék egységnyi mennyiségének gyartasdhoz az i. er6forrasbol
felhaszndlt mennyiség,

b; az i. erdforrasbol rendelkezésre 4116 mennyiség,

ci az 1. termék fix koltsége (vagy nulla),

ki(x;) azi.termék mennyiségtol fliggd termelési koltsége.

A matematikai modell ezek alapjén:

minz filz;) = minz i + Z ki(;)
i=1 i=1 i=1
teltéve, hogy

OS.’L'ZSdZ, és

Ax < b.

A feladat nemlinedris k;(x) esetén szepardbilis, linedrisan korldtozott nem-
linedris optimaliz4lasi feladat. Amennyiben a gyartandé termékek mennyisége
egész, akkor rdadasul egészértékli (vagy vegyes egészértékii) nemlinedris opti-
malizalasi problémaval allunk szemben.

Gyakori eset, hogy a nem fix beruhazési fiiggvényrész =), vagy hasonl6
alakuy, és igy feladatunk a konkav optimalizdlas teriiletére tartozik.
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ELLENORZO KERDESEK ES GYAKORLO FELADATOK AZ EDDIGI
FELADATOKHOZ

. Mutasson olyan értelmes gyakorlati feladatot, amely olyan hatizsak feladat-

ra vezet, amelyben a célfiiggvény egyiitthatok mind negativok!

Hogyan fogalmazna 4t a teljes leszamolds modszerét a hatizsak feladat azon
esetére, amikor tobb azonos targyat kell elhelyezni?

Mutasson példat, amelyre az implicit leszdmolasi eljards az elsd lehetséges
megoldassal meg is taldlja az optimalis megoldést!

Mutasson példéat, amelyre az implicit leszdmoldasi eljards is minden szdba-
jovo vektort meg kell hogy vizsgdljon ahhoz, hogy megtalalja az optimélis
megoldast!

Keressen gyakorlati példat arra az esetre, amikor a hatizsak feladat célfiigg-
vény egyliitthatoi kozott vannak pozitiv és negativ eldjeltiek is!

Mi adja a 1ényegi eltérést a hatizsak- és a hajorakodasi feladat kozott?

Ha egy 2 Ghz-es PC 10 6rajel alatt tudja egy vektorrdl eldonteni, hogy az
lehetséges megoldasa-e a hatizsdk feladatnak, akkor egy nap alatt milyen
méretli feladat megoldasara lehet biztosan szamitani (tehat a legrosszabb
esetben)?

Keressen redlis alkalmazasi feladatot, amely olyan hatizsék feladatra vezet,
amelyben negativ és pozitiv stlyok is kellenek!

Indokolja, hogy a fix koltség feladat miért nem vezethet6 vissza kozvetleniil
a hatizsék feladatra!

Adjon meg egy olyan hatizsdk feladat osztalyt, amely minden elemére nem
negativ az optimdlis célfiiggvény érték!

Mit lehet mondani annak a hatizsak feladatnak a megoldasairél, amelyben
minden stly és minden célfiiggvény egyiitthat6 is megegyezik?

Jellemezze a hajorakodasi feladatoknak azt a részhalmazat, amely megfelel-
tethetd a hatizsdk feladatnak!
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ELLENORZO KERDESEK ES GYAKORLO FELADATOK AZ EDDIGI
FELADATOKHOZ 11

. Tekintsiik a max z1 + 2z, 221 + 2 < 2 hétizsdk feladatot. Milyen mértékben

lehet megvaltoztatni a stlykorldtot ahhoz, hogy a megoldas ne valtozzon?
Mi a helyzet a feladat tobbi paraméterével?

Tegytik fel, hogy egy hétizsdk feladatban a legnagyobb célfiiggvényértékhez
tartoz6 targyak Osszsulya a megadott korlat alatti. Mit mondhatunk ekkor
az optimalis megoldéasrol?

Ha a hatizsédk feladatban megadott legfontosabb targyak Osszstlya épp a
sulyhatért adja, akkor mi az optimélis megoldés?

Mutasson olyan hétizsak feladatot, amelynek optimdlis megolddsaban a
legkisebb értékii targy is benne van!

Igaz az, hogy barmely bindris vektorhoz konstrudlhat6 olyan hatizsak
feladat, amelynek ez egyetlen optimalis megolddsa? Es olyan, amelynek
csak ez nem optimdlis megoldasa?

Mi a hatranya a Monte Carlo médszernek (egyenletes eloszlassal generalunk
vektorokat, és a talélt legjobb célfiiggvényértékii vektort megjegyezziik) a
hatizsdk feladat megoldasa soran?

Oldja meg fejben a maxxz; + 2z9, 2x; + 22 < 2 hatizsdk feladatot! Melyik
modszert hasznalta?

Erveljen a teljes leszamolds mddszere mellett: mikor elénydsebb az, mint az
implicit leszamolas?

Mennyi a mtiveletigénye az implicit leszamolas els6, el6készit 1épésének?

Mi a megoldésa annak a hatizsdk feladatosztdlynak, amelyben minden stly,
érték és sulyhatar megegyezik?

Miért nincs értelme a hatizsak feladatnak m = 1 esetén?

Mutassa meg, hogy a fix koltség feladat specidlis eseteként el6all a hatizsak
feladat!
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT

Az operdcidkutatas egy nevezetes, kdozponti feladata az utazé tigynok problé-
méaja. Legyenek adottak meglatogatand6 varosok, ismerjiik a koztiik 1évd
tadvolsdgokat. A feladat egy olyan minimaélis hossztsdgu utvonal megtalélésa,
amely minden varost érint, mindegyiken csak egyszer halad at, és a korat végén
visszatér a kiinduldsi varosba.

A matematikai modell megfogalmazédsaban legyen a kordbbiaknak megfelels-
en a meghatdrozandé véltozék halmaza z;; € {0,1}, i,j5,= 1,...,n, ahol n a
varosok szdma, z;; pedig azt adja meg, hogy az . és a j. varos kozott athalad-e
az aktualis korat. A feladatot a kovetkezbek szerint fogalmazhatjuk meg:

n on
min E E Cij Lij,

=1 j=1

teltéve, hogy

Z Z .CL‘Z]Zl QC{L...,TL},Q#@,
i€Q  je{l,..n)\Q
Ti; € {0,1}, 1,7=1,...,n.

A célfiiggvény a megtett ttszakaszok koltségét Osszegzi. Az els6 feltétel
azt koveteli meg, hogy az tigynok minden vérosbdl kimegy, a masodik pedig
azt, hogy mindegyikbe bejut, mindkét esetben pontosan egyszer. E két feltétel
teljestiilése esetén még el6fordulhat, hogy a kapott ttvonal kiilonallé korutakbol
all, ami a feladat eredeti megfogalmazdsanak nem felel meg.

Ezt a problémat rendezi a kovetkezd feltétel. Ha lenne olyan zart korat, amely
nem tartalmazza az Osszes varost, akkor az ehhez tartozé varosok alkotta @)
halmazra ez a feltétel nem teljesiilne, hiszen ekkor a baloldali 6sszeg nullanak
adddna.

Allapitsuk meg, hogy a megfogalmazott operacidkutatasi feladat egy linearis
egyenldség és egyenldtlenség korlatokkal ellatott nulla-egy linedris programozési
feladat.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT A GYAKORLATBAN

Az utazé ligynok feladat szdmos alkalmazéasban fordul eld kisebb-nagyobb
modositassal.

Az egyik legkézenfekvdbb a tomegkozlekedés jaratiitemezési problémdja. Adjuk
meg azt az utvonalat, amelyet egy busznak meg kell tennie ahhoz, hogy bizonyos
jaratok ttvonaldn a megfeleld szolgéltatast nydjtsa, ehhez a lehetd legrovidebb
utvonalat keressiik, és a jaratok teljesitése utdn térjen vissza az indulési alloma-
sara.

Hasonl6 eset a fémmegmunkalasban a szerszdmgépek olyan vezérlése, hogy a befo-
gott munkadarab lehetd legkisebb mozgatasa révén minden részmfivelet helyét
érintse a furd, szegecseld stb. fej, majd térjen vissza a kiindulasi helyzetébe.

Tekintsiik azt a probléméat, amikor a feladat egy gyér altal termelt termékek sor-
rendjének meghatirozisa — tekintettel arra, hogy az egyik termék gyartasarol egy
maésiknak a termelésére val6 atallasnak iddben, vagy direkt koltségben eltérd &ra
van. Természetesen minden terméket le kell gydrtani, és a teljes termelési ciklus
utdn ugyanabba a helyzetbe tér vissza a gyartési sorrend.

Bonyolultabb a helyzet, ha repiil6gépek és azok személyzete ititervét kell optimdlisan
meghatdrozni tgy, hogy megadott varosokat érintsenek, a hatékonyséag a lehetd
legjobb legyen, de a szervizelési, pihenési stb. eléirasokat betartsak.

Kozvetve idetartozik az irégépek, szamitégépes billentyfizetek tervezése is. Ekkor
adott nyelvi kornyezetben megmérik, hogy két betii egymas utani el6forduldsa
milyen gyakori. Ennek megfelel6en a cél olyan billenty{izetet megadni, amelyre a
tipikus szovegek gépelése soran a lehetd legkevesebbet kell mozgatni a keziinket.

Utazo6 tigynok feladatot old meg a betegszillité diszpécser is, amikor meghatérozza
azt, hogy a mentd az aznapi betegeket milyen sorrendben vegye fel a lakdsukban,
széllitsa a dializis kezelésre, majd vissza otthonukba. Ebben a feladatban a kor-
hdznak kiemelt helye van, nyilvdn nem lehet azt utolséként érinteni...

Az utazé tigynok feladata interpretdlhat6 gy is, hogy minimadlis hossztsagu,
minden cstcsot érintd irdnyitott korutat kell meghatarozni egy adott grafban.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT ROVIDEBB ALAKJA

Az utaz6 ligynok feladat kordbban ismertetett modellje 2" darab feletti feltételt
tartalmazott, ez valédi feladatok esetén elviselhetetleniil nagy szdm. A. Tucker
1960-ban kevesebb feltétellel fogalmazta Gjra a feladatot:

n o n
min E E Cij Lij,

i=1 j=1

teltéve, hogy

n
dap=1(=1,...n),
t=1

n
thjzl(jzl,...,n),
t=1
u—uj+(n—1wx; <n-—2 2<i+#7j<n,
i = 0, SIJijE{O,l}, 1,7 =1,...,n,

u; >0, u; egész, 1 =2,...,n.

A részkor mentességet a 3., 1j feltétel hivatott biztositani. Az 1j feladatnak
n? nagysagrendii feltétele van. A konstrukci6 lényege, hogy az u; szédmokkal
alkalmasan sorszdmozott kortt elemekre a 3. feltétel csak akkor teljesiilhet, ha az

teljes korat (vO. a bizonyitds vége a kovetkezd oldalon).

ALLITAS. Az utazé tigynok feladat két modellje ekvivalens.

BIZONYITAS. A két feladat célfiiggvénye megegyezik, tehat a lehetséges meg-
oldasok halmazdnak megegyezését kell igazolni.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT ISMERTETETT KET ALAKJA
EKVIVALENCIAJA

Tekintstiik el6szor azt az esetet, hogy az eredeti feladatnak az X matrix egy
lehetséges megoldésa:

$1’¢2 = $i2¢3 == xinl = 1, (S}

Tij = 0 kulonben.

Ehhez megkonstrudljuk azt az (X, u) part, amely lehetséges megoldasa lesz
a masodik feladatnak. Mivel X lehetséges megoldédsa az els6 feladatnak, ezért
ehhez tartozik egy korat, amely az (1,49), (i2,13),..., (in, 1) éleket tartalmazza.
Definialjuk most u értékét a kdovetkezdk szerint:

Uit:t, t:2,...,n.

Csak a harmadik feltételrendszert kell igazolni, a tobbi teljestilése nyilvanvalo.
Tekintstink egy tetsz6leges ide valé indexpart: 2 <14 # j < n. Az u definici6jabdl
adodik, hogy u; — u; < n — 2. Mésrészt z;; = 1 pontosan akkor teljestil, ha i és
j a koratban kozvetlentil egymads utani indexek: ha ¢ = 4,, akkor j = 4,4,. Innen
erre az esetre

u—uj+n—Dry=r—(r+1)+Mn—-1)=n—2,

tehat a harmadik csoport feltétel is teljesiil, igy X lehetséges megoldésa az elsd
feladatnak.

Tekintstik most azt az esetet, amikor a mésodik feladatnak az (X,u) par egy
lehetséges megolddsa, de van egy diszjunkt részkorut, tehat x;, ;, = zj,,, = -+ =
T, = 1,és 1 < k < n. Az altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
1 ¢ {i1,ia,...,i1}. Mivel (X, u) egy lehetséges megolddsa a masodik feladatnak,
ezért

i, — Uiy + (0 — Dy < n—2,
Uiy, — Uiy + (0 — Vg, < n—2,
Uy, — Uy, + (n — 1)$ik’i1 < n-—2

teljesiil. Az egyenl6tlenségeket dsszeadva azt kapjuk, hogy k(n — 1) < k(n — 2),
ami 1 < k < n esetén ellentmondas. O
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AZ UTAZO UGYNOK FELADATOK EKVIVALENCIAJA

Mivel az utaz6 tigynok feladat feltételrendszere csak az n szamtdl fiigg, ezért
a feladatot egyértelmtien meghatdrozza az n szdm, és a C' koltségmatrix.

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy a C' mitrix ekvivalens a D matrixszal (jelolése:
C ~ D), ha vannak olyan aq,as, ...,y és (1, B2, ..., B, szdmok, hogy igaz c;; =
d;j + a; + 5; minden indexpdrra.

SEGEDTETEL. Ha C' ~ D, akkor a C' matrix 4ltal meghatarozott TSP(C') utazé
tigynok feladat optimdlis megolddsa megegyezik a TSP(D) feladatéval.

BIZONYITAS. Mivel mindkét feladatnak létezik optimadlis megoldasa, ezért
a segédtétel 4llitdsa korrekt. A két feladat lehetséges megoldasai halmaza
megegyezik, legyen ez L, a két célfiiggvény pedig zc és zp.

Azt fogjuk megmutatni, hogy létezik olyan v konstans, hogy z¢(x) = zp(x)+7
teljesiil minden x lehetséges megoldasra. Mivel C' ~ D, ezért vannak olyan
aq,00,...,0, és B, B, ..., [, konstansok, hogy c¢;; = d;; + a; + B; minden
1 <1,5 <n indexpérra.

Ekkor o o
ZO@:) = chzjxij = Z Z(dw + o; + ﬁ])x” =

i=1 j=1 i=1 j=1

n n n n n n
22 Dt D i) i+ Y B ) i
i=1 j=1 i=1  j=1 j=1 =1

Mivel z lehetséges megoldas, ezért mindkét utébbi méasodik szumma egy:
D g = Y vy = 1. Ezértaztdn v = Y11 oy + Y7, B; megfeleld valasztds:
2c(X) = Zp(X) + . Ez épp a segédtétel allitdsat igazolja. O

KOVETKEZMENY. Az optimdlis megoldds meghatdrozasat illetéen elegendd o-
lyan utaz6 tigynok feladatokat vizsgélni, amelyekre C' > 0 teljesil.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT ES A HOZZARENDELESI FELADAT

Vegyiik észre, hogy a harmadik feltételcsoporttdl eltekintve az utazé tigynok
feladat a hozzarendelési feladatot adja. Emiatt az utaz6 tigynok feladat L lehet-
séges megoldasai halmaza része a megfelel6 hozzarendelési feladat S lehetséges
megoldasai halmazénak: L C S. Mivel

min {z(X): X € S} <min {2(X): X € L},

ezért

(i) ha X optimdlis megoldasa a H(C') hozzarendelési feladatnak és X teljes
korat, akkor X egyben optimdlis megolddsa a TSP(C') utazé tigynok fel-
adatnak is, és

(ii) Ha X optimdlis megoldasa a H(C') hozzarendelési feladatnak, akkor z(.X)
egy also korlatja a TSP(C') utazé tigynok feladat optimumértékének.

Az 1-2-3-4-5 teljes koruthoz tartozé egy hozzarendelési feladat koltség-
maétrixa (M az adott szamitégépes kornyezetben abrazolhat6 legnagyobb szam):

(M 1 5 5 5]
5 M1 5 5
5 5 M 1 5
5 5 5 M 1
1 5 5 5 M

A kovetkez6 koltségmatrixhoz tartozé hozzarendelési feladat optimadlis meg-
oldédsa (1 -2 - 3, 4 - 5) nem ad lehetséges megoldast a kapcsol6dé utazé tigynok
feladatra:

= Q1 U1 U1

[ M
5
1
5

aua e~

5
5
5
M

a <~ u

' 5 5 5 1 M|

A megfelel6 optimélis célfiiggvényérték mindkét el6z6 hozzarendelési fel-
adatra 5. Az utébbi koltségmatrixhoz tartozo utazé tigynok feladat egy optimalis
megoldadsa az 1-2-3-4-5atvonal, amihez az optimalis koltség 13.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT ES A HOZZARENDELESI FELADAT II.

Az utaz6 tigynok feladat tulajdonsagai miatt szamos esetben ésszerti azt felté-
telezni, hogy a koltségmatrix szimmetrikus. E szabdly al6l azonban vannak termé-
szetes kivételek. Még varosok kozti tdvolsag esetén is lehet eltérés az oda és a
visszaut kozott, de még gyakoribb a termékek gyartasi sorrendje megvalasztasa
esetén, hogy az A termék gyartdsardl a B-re pl. gyorsabban lehet attérni, mint
forditva.

Az utaz6 ligynok feladat nagyszamu feltételére, és a leszdmolasi eljaras re-
ményteleniil nagy miiveletigényére tekintettel a feladatot szokds egyrészt korld-
tozds és szétvilasztds modszerrel megoldani, masrészt gyors, heurisztikus kozelito el-
jardsokat alkalmazni.

A korlatozas és szétvélasztas modszerét gyorsitani lehet akkor, ha j6 korlatokat
tudunk megadni az optimum értékére. Ennek eszkoze lehet a kordbban ismer-
tetett attérés a megfelel6 hozzarendelési feladatra.

Egon Balas és Paolo Toth szamitégépes kisérleteket végzett, amelynek soran
400 problémat generéltak véletlenszertien. Egyenletes eloszldssal hatdroztak meg
a feladat méretét az 50 < n < 250 hatarok kozott, és a célfiiggvény egyiitthatokat
is az 1 és 100, illetve més esetben az 1 és 1000 kozotti egészek koziil.

Az igy el6alld feladatokat megoldottak mint TSP feladatot, és mint hozza-
rendelési feladatot is. Azt kaptdk, hogy a hozzarendelési feladatok optimum-
értékei atlaga 99.2 %-a volt az utazé tigynok feladat optimumai atlagdnak. Az
eredményekbdl kitlint, hogy n novekedésével a relativ eltérés csokkent.

Ezzel egyiitt az utaz6 tigynok feladat az tiin. NP nehéz feladatok kozé tartozik,
tehdt nem ismeretesek azt az n feladatméret polinom fiiggvényével korlatozott
id6 alatt megold¢ eljarasok. Emiatt el6térbe kertiltek a kozelitd moédszerek, ame-
lyek csaknem optimalis megoldast adnak viszonylag rovid id6 alatt.

A heurisztikus algoritmusok lényege, hogy ezek az eljardsok gyorsan, kevés
miiveletigény ardn javitjdk a kozelité megolddsokat — de arra nem mindig van
remény, hogy ezek minden esetre konvergalnanak az optimélis megoldashoz.
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HEURISZTIKAK AZ UTAZO UGYNOK FELADATRA

Legkdzelebbi viros beillesztése: az eddigi részkorutat bévitsiik egy olyan tjabb va-
rossal, hogy a részkorut varosain kiviili varosok kozott megkeressiik azt a k-t,
amelynek tavolsaga a legkisebb a részkorut valamely varosdhoz. Ezutdn ezzel
bdvitjiik a részkorutat: Ha c;; volt a kivalasztasban talalt minimdlis tdvolsag, ak-
kor az 0j részkoratban az i. varos utan a k. kovetkezik, majd ezutdn az ¢ varost
eddig kovetd 7'

PELDA. Tekintsiik a legutébb vizsgélt feladatot, amelynek C' koltségmatrixa

M 1 5 5 5
5 M1 5 5
1 5 M 5 5
5 5 5 M 1
5 5 5 1 M

Kiinduldshoz vegyiik az 1 - 1 kdrutat. A tobbi véros ett6l mért tdvolsaga rend-
re 1,5,5 és 5. Ez alapjan a 2. varossal boviil a részkorat: 1-2 - 1.

A kovetkez6 lépésben tekintsiik a 3., 4. és 5. vdrosok tdvolsdgait az 1. és 2.
vérosoktol. Ezek a C' matrix f64tloja feletti elemek, az els6 és masodik sorban (c;o
kivételével). A minimumot a cy3 = 1 tdvolsag adja, ezzel a kibdvitett részkorat:
1-2-3-1.

A harmadik 1épésben a minimalizdlandé tavolsdgok cia, cau, c34, C15, €25 €S C35.
Ezek mindegyike 5, valasszuk a 4. varost a bévitéshez. Ezzel az 1j részkorut: 1 -
2-3-4-1.

Az utolsé lépésben mar csak egy varosbdl valaszthatunk, és ezt a 4. varoshoz
kell kotni: 1-2-3-4-5-1 lesz a heurisztika 4ltal talalt teljes korat. Ez nyilvan
lehetséges megoldas, a hozza tartoz6 Ossztdvolsdg 13. Ez egyben optimalis
megoldas is — bar ez nem jellemzd a heurisztikdk esetén. O
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HEURISZTIKAK AZ UTAZO UGYNOK FELADATRA 1I.

A legkozelebbi vdiros hozzdaddsa: Az el6z6nél egyszeriibb heurisztika: az aktudlis
utvonalat moh6 moédon béviti a meglevd ttvonal végpontjahoz legkozelebbi va-
rossal. Ha minden véros szerepel mér az ttvonalban, akkor az utolsét osszekoti
az elsbvel, és igy képez teljes korutat.

PELDA. Mutassunk most egy olyan példat, amely szuboptimalis megoldast
eredményez. 3 varos esetén ez nem lehetséges, ahogy konnyen belédthato.
Tekintsiik akkor a kovetkezd tavolsdgmatrixot:

M 4 5 73
4 M 3 5
5 3 M 4
V73 5 4 M

Ez két, a rovidebb oldaldval dsszeforditott Pitagorasz-hdromszoget tartalmaz.
Az igy kapott paralelogramma természetes médon ad egy koriiljarast, amely 18
hosszu. Eza korataz1-2-4-3-1.

3 4

Kovessiik végig a legkozelebbi varos hozzdadéasa heurisztikat az 1. varosbol
indulva. Az els6hoz a masodik véros a legkozelebbi (l4sd a tdvolsdgmatrix elsd
sordt). A 2. varosbdl (az els6t kivéve a keresésbdl) a 3. varos van a legkozelebb.
A harmadikbdl mar csak a 4.-be mehetiink. Ezutan zarjuk a korutat, ami igy 1 - 2
-3 -4-1. Az ehhez tartozo teljes megtett Gt 4 + 3 + 4 + /73 ~ 19.544. O
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT MEGOLDASA MATLABBAL

-) Travel: The Traveling Salesman Pr =10] %]
File Edit “iew Insett Toolz ‘Window Help

Cities

Az dbrdn az utazé iigynok feladat egy esetének kezd6 helyzetét lehet latni.
Az Amerikai Egyesiilt Allamok véletleniil generalt 30 varosa van kiemelve, és a
koztiik keresett korut kezdeti véltozata. Figyeljitkk meg, hogy a jelen helyzet még
nagyon tavol van az optimdlis megoldéstdl, tobb helyen még az is kérdéses, hogy
egydltaldn korat-e a megadott.

A Matlab Help mentisordban a Demos utasitds kiaddsa utdn kapott parbeszé-
des ablakban kérjiik a Matlab bemutat6 programokat, azutdn a More demos fiilet
valasszuk, majd a kapott listdbdl a Travelling Salesman programot.

A jelen abra a Corel Draw Capture programjdval késziilt, és a kapott postscript
abra 30-szor nagyobb, mint a kovetkezd, amit a Matlab sajat export utasitdsa
adott.
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT MEGOLDASA MATLABBAL II.

Az alabbi programrészlet a Matlab utazé tigynok feladatra irt bemutat6 prog-
ramjabol valé. Az eljaras célja nem a gyors megoldds, hanem a feladat nehézsé-
gének, és a megoldas menetének illusztrdlasa volt. A teljes Matlab program kb.
300 soros.

Figyeljiik meg a viszonylag konnyen olvashat6 algoritmust, amely az eddigi
kozelitd megoldason azt kisérli meg, hogy egy véletleniil generalt korat szaka-
szon a bejarés sorrendjét az ellenkezgjére valtoztatja. Amennyiben a beavatkozés
sikeres volt, akkor a javitott itvonal lesz a tovabbiakban a jel6lt a megoldasra.

% Try a point for point swap

) S e

swptl=floor (nptsxrand) +1;
swpt2=floor (nptsxrand) +1;

swptlo=min (swptl, swpt2) ;
swpthi=max (swptl, swpt2);

order=1:npts;
order (swptlo:swpthi)=order (swpthi:-1:swptlo);
pnew = p(order);

lennew=LocalPathLength (pnew,distmatrix) ;
if lennew<len,

p=pnew;

len=lennew;

drawFlag=1;
end;

Erdekes és hatékony a témbok cimzési médja, pl.

order (swpthi:-1:swptlo).
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AZ UTAZO UGYNOK FELADAT MEGOLDASA MATLABBAL III.

Cities

2l *

Ez az abra a feladat kozel stabilizalédott kozelitd megolddsat mutatja. Az
ehhez sziikséges szadmitasi id6 par masodperc volt.
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A TAVOLSAGVEKTOR SZEREPE A HEURISZTIKAKBAN

A legkozelebbi varos beillesztése heurisztika O(n?) miiveletigényti, ha az tn.
tavolsiguektorokat hasznaljuk: az iterdcié minden 1épésében ez a vektor tartal-
mazza az eddigi részkorutbeli, és az azon kiviili varosok tavolsagat.

Kiinduldsként ez a vektor az 1. varostdl val6 tdvolsdgokat tartalmazza. Ez ké-
s6bb, a k. varosnak a részkorutba val6 bevondsa utdan tgy médosul, hogy a k.
varosnak a részkoraton kiviili varosoktdl mért tadvolsagai és az adott varosokra
vonatkozg, a tdvolsdgvektorban meglévd értékek minimumat kell képezni.

A tavolsagvektor hasznalatdval minden iteracios 1épésben n-nél kisebb szamu
Osszehasonlitdst végziink, mig enélkiil a tdvolsagmatrix n?-tel ardnyos szamu
elemét kellene megvizsgélni, és ez nyilvdnval6an lényegesen rontana a heuriszti-
ka mfiveletigényét.

PELDA. Tekintsiik ismét a kordbban vizsgalt utazé tigynok feladatot, amelynek
koltségmatrixa

M 1 5 5 5
5 M 1 5 5
1 5 M 5 5
5 5 5 M 1
5 5 5 1 M

A legkozelebbi varos beillesztése heurisztika elsé 1épésében az 1 - 1 részkort-
hoz a tavolsagvektor az (1, 5, 5, 5) elemeket tartalmazza (ez a métrix elsd sora, a
to6atlobeli elem kivételével).

A kovetkezd 1épésben a részkorutat a 2. varossal bévitjiik. A tavolsagvektor-
ban a 2. varosra vonatkozé elemet torolhetjilk. A kovetkezé vektorelem min(5, 1)
= 1 lesz. A tobbi komponens nem valtozik: az 1j tavolsagvektor (-,1,5,5).

Az eljarast tovabb folytatva az utolsé két képzett tavolsdgvektor rendre (-,-,5,5)
és (--,-,1) lesz. O
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A HEURISZTIKUS ALGORITMUSOK HATASOSSAGA VIZSGALATA

A heurisztikus algoritmusok eredményessége mindsitésére harom vizsgalati
maodszerosztdly hasznélatos:

e alegrosszabb esetek vizsgalata (worst case analysis),
e a val6szintiségi analizis (probabilistic analysis), és
e az empirikus analizis (empirical analysis).

1. Az els6 megkozelités azt vizsgalja, hogy a legrosszabb lehetséges esetben
milyen eltérést kaphatunk a heurisztika altal adott kozelité6 megoldas és a valodi
optimum kozott. Ezt fejezi ki lényegében a heurisztika aszimptotikus hinyadosa.
Legyen A egy a tekintett C problémaosztaly feladatai megoldasat megkozelits
heurisztika, A(P) a P feladaton a heurisztika altal adott kozelités lehetséges
megoldédsanak célfiiggvény értéke, és OPT(P) a P feladat optimuma. Ekkor
amennyiben

M, = limsup {—Oﬁgfj(;) | P e C}
létezik, akkor az a heurisztika aszimptotikus hadnyadosa. Az aszimptotikus
hdnyados értelmezéséhez tekintsiik a kovetkezd egyenl6tlenséget:

A(P) < (M4 +¢) OPT(P).

Ez az Osszefliggés véges sok eset kivételével érvényes minden C-beli feladatra.
Mivel minden feladatnak van egy bizonyos (véges) mérete, ezért elegendben
nagy feladatméret esetén a fenti feltétel mar mindig érvényes, tehat ekkor mér
minden ekkora feladatra tudjuk, hogy a kapott kozelité megoldas legfeljebb
héanyszor rosszabb eredményt ad.

Nagyon j6, 1 és 2 kozé esd aszimptotikus hanyadosok érvényesek egyes
ladapakolisi, szabdsi feladatokra. Masrészt 1976-ban S. Sahni és T. Gonzalez
igazoltdk, hogy ha létezik aszimptotikus hanyados valamely polinomkorlatos
TSP heurisztikara, akkor P = NP.

Ez utébbi megéllapitas alapjan arra lehetne kovetkeztetni, hogy akkor nem
érdemes polinomkorlatos TSP heurisztikdkat keresni. Mégis (v0. a linedris prog-
ramozas esetét a 3n atlagos, és 2" legrosszabb esetre vonatkoz¢6 iteraciészam-
mal) specidlis utazé tigynok feladatok esetén szdmithatunk j6 aszimptotikus ha-
nyadosra, és a gyakorlatban el6fordulé feladatok esetén is lehetnek egyes heu-
risztikak gyorsak.
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2. A val6szinfiségi analizis (probabilistic analysis) mddszere alkalmazasa sordn
azonos méretfi feladatok paramétereit (egyiitthatoit) fliggetlen valdszintiségi val-
tozoknak tekintjiik. Ezek eloszldsara alkalmas feltételek teljesiilését feltételezziik
(gyakran azt, hogy az eloszlasok egyenletesek).

Ebben az esetben A(P), OPT(P), és ezek hanyadosa is valdszintiségi valtozo.
Az utébbi varhato értékébdl az atlagos eltérésre lehet kovetkeztetni. Ezzel a
modszerrel szemben az a gyakori kifogas, hogy az eloszlasokra vonatkozo6 felté-
telek nem feltétlentil helyesek, mérpedig ezek a kapott eredményt dontéen be-
folyasolhatjak.

3. Az empirikus vizsgdlat konkrét feladatmegoldasbdl kapott eredményekbdl
képez mutatdkat. Az eljards lényege, hogy nagy szamu feladatot generdlunk agy,
hogy a feladat egytitthatoit valamely adott (dltaldban egyenletes) eloszldssal egy
rogzitett szamtartomanybol valasztjuk. Ezekre a problémdakra mind a heurisztika
altal adott kozelitést, mind a pontos megoldast meghatarozzuk.

Ezutédn kiszdmoljuk a hanyadosokat és azok atlagat képezziik. Ha elegenden
sok feladatot vizsgéltunk meg, akkor az eredmény, az empirikus hanyados jelle-
mezni fogja a vizsgalt feladatosztdlyon a heurisztika kozelitéseinek josdgat. Mas-
részt a szamtartomanynak a gyakorlati problémak halmazahoz val6 viszonya, és
a feltételezett eloszlas altalaban kérdéses.

Osszefoglalva az eddigieket, a heurisztikus algoritmusok kozelité megoldasai
mindségének jellemzésére érdemes mindhdrom tdrgyalt moédszert haszndlni,

hogy igy kiegyensulyozottabb képet kaphassunk.



168 FFUGGELEK, AZ ELOADAS FOLIAI
TOVABBI HEURISZTIKAK AZ UTAZO UGYNOK FELADATRA

Az els6ként ismertetett legkozelebbi varos beillesztése (nearest addition) heu-
risztika polinomkorlétos a tdvolsagvektor hasznalatdval, a mtiveletigénye O(n?).
Nincs rd aszimptotikus hdnyados.

Ehhez a heurisztikdhoz hasonld, de anndl jobb megoldéast ad a legkdzelebbi viros
besziirdsa (nearest insertion) nevii eljards. Ez is egy részkoruttal indul, majd az
aktuédlis részkorutat olyan véarossal boviti, amelynek tdvolsaga a részkorut egyik
varosahoz minimalis.

Az eltérés abban van, hogy az 1j vérost oda fogjuk beszarni a részkorutba,
ahol a beillesztés a legkisebb Ossztavolsdag novekedést okozza. Ez a heurisz-
tika is O(n?) miiveletigény(i. Masrészt olyan utaz6 tigynok feladatokra, amelyek
koltségmatrixa szimmetrikus, és érvényes rd a hdromszog egyenl6tlenség, a leg-
kozelebbi varos besztirdsa heurisztika aszimptotikus hdnyadosa 2. Mas széval
véges sok esettd] eltekintve legfeljebb kétszer nagyobb lesz a heurisztikaval ka-
pott célfiiggvény, mint az optimalis.

Erdekes, hogy nem mohé algoritmus, de van értelme a legtdvolabbi vdros besziird-
sinak (farthest insertion). Az eljards beszurasa az el6z6 heurisztika moédszerével
torténik, itt is a lehet legkisebb koltség-novekedést jelentd helyre torténik a hoz-

zdadas. Az empirikus vizsgélatok szerint ez a jobb, mint az elébbi hdrom.

A legolcsobb besziirds (cheapest insertion) médszer az eddigiek bizonyos értelmii
kiteljesitése: azt a varost valasztjuk a meglevd részkorat bévitésére, amelyik al-
kalmas helyre val6 besztirdsa a lehet6 legkisebb koltségnovekedést jelenti. Az
eljaras mtiveletigénye O(n?®), és a kordbban mar emlitett szimmetrikus koltség-
matrixd, a hdromszog-egyenl6tlenséget teljesitd koltségmatrixti TSP feladatokra
az eljaras aszimptotikus hanyadosa 2.

Mivel az emlitett heurisztikdk mind viszonylag gyorsak, és ezek eredménye
fiigg az indulévaros megvalasztasatol, ezért szokdsos a heurisztikus algoritmu-
sokat tobbszor is végrehajtani, eltérd varosokbdl indulva. Ha minden varosra
lefuttattunk egy heurisztikat, akkor az 6sszevont eljarast szokas all cities valtozat-
nak nevezni. Az emlitetteken kiviil hasznalatosak heurisztikdk a hozzarendelési
feladat megoldasabol kapott két vagy tobb részkornut 6sszekapcsoldsara is.
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Adott méretti rudak, egyéb munkadarabok leszabasa soran gyakran felmertil
az a feladat, hogy adott hossztsdgu nyersanyagbdl hogyan végjuk le az el6irt
Osszetételli végtermék halmazt tigy, hogy a lehetd legkevesebb veszteség marad-
jon. Ezt a probléméat egydimenzids szabdsi, vagy lddapakolasi feladatnak (bin
packing) nevezik.

A gyakorlati feladatok koziil ide tartozik az, amikor egy épit6ipari véllalat
adott profild, rogzitett hossztisagn fémrudakbdl a konnytiszerkezetes épitkezés-
hez nagyszdmu rovidebb rudat, oszlopot akar levdgni, de figyelembe kell venni,
hogy a lehet legkevesebb teljes rudat kezdjiink meg, vagy az a cél, hogy az el-
dobandé nyersanyag mennyisége legyen minimalis.

Ilyen feladatra vezet az is, ha egy sikiiveggyarban adott szélességti, hosszu
tivegtablakbol kell megadott Osszetételii (az eredeti tdbla szélességét megtarto)
tiveglapokat kivagni.

A hétizsdk feladathoz hasonlé megfogalmazast is lehet adni: adottak kiilonbo-
z6 salyu targyak, ezek mindegyikét el kell helyezni minimélis szdmu hatizsdkban
ugy, hogy azok kozos stlykorlatjat ne 1épjiik tul.

A szamitastechnikdbdl azt a problémat idézhetjiik, amikor rogzitett méretti
tarhelyekre (pl. particidkra) kell kiilonb6z6 méretti adatallomanyokat agy elhe-
lyezni, hogy ehhez a minimaélis szdmu tarhelyet hasznéljuk fel.

A logisztikaban az a feladat, hogy adott teherbirdst jarmtivekbdl mennyit kell
minimélisan alkalmazni ahhoz, hogy adott, kiilonb6z6 salya targyakbdl 4ll6 ra-
komany elszallithato legyen,...

Tobbdimenzids szabdési feladatot kapunk, ha az elhelyezendd targyak tobb
kiterjedését is korldtozzuk, pl. a hosszat és a szélességét. Felmeriilhet, hogy
ebben az esetben mindenféle vagast megengediink-e, vagy csak az anyag szélét6l
széléig mend, tn. guillotine-vagasokat.
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A SZABASI FELADAT MODELLJE

Tekintstik el6szor az egydimenzids szabdsi feladat L.V. Kantorovicstdl szarma-
z6 modelljét. Legyenek adva korlatlan mennyiségben K hosszusagu félkész ter-
mékek, ahol K pozitiv egész. Az egyes végtermékek hossza legyen ki, ks, ..., k,.
Ezek egyike sem nagyobb K -ndl. A végtermékekbdl rendre 71,79, ..., 7, darabot
kell levagni.

A modellben az a; vektort lehetséges szabdsnak nevezziik, ha

CLijZO, (izl,...,n),

n
Z ktat’j < K.
t=1

Ezek utén jelolje A = (ai,...,a,) az Osszes lehetséges szabasokbodl elballitott
maétrixot. Legyen r az rq,...,r, komponensekbdl 4ll6 oszlopvektor, és c az a

sorvektor, amelynek minden eleme egyenld, egy félkész termék pozitiv koltsége.

Az egydimenzits szabdsi feladat optimumszamitdsi modellje ezekkel a para-
méterekkel:
min z(z) = cz,

teltéve, hogy
Ar =,
x>0, x egész, (r>0).

A modell hasznalatdnak nehézségét az mutatja, hogy mar a lehetséges szaba-
sok A matrixdnak az 0sszedllitdsa is komoly problémat jelent.

A céltiiggvény konstans egyiitthat6it az magyardzza, hogy igy a célfiiggvény
a lehetséges szabasokbdl a minimaélis darabszdmuhoz tartozé megoldast fogja
kivalasztani.

Vegyiik észre, hogy a megadott modell egy egészértékii linedris programozasi
feladat, amely a felirt formédban a standard feladatnak felel meg.
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PELDA. Tekintsiink egy nagyon egyszer(i szabasi feladatot: a félkész termékek
hossza legyen 1, az egyes végtermékeké pedig 0.25 és 0.5. frjuk el6, hogy dssze-
sen 4 darabot kell levagni az els6 termékbdl és kett6t a masodikbol.

Ahogy konnyen ellendrizhet6, a lehetséges szabasok ezek alapjan:
(0,0)", (0,1)", (0,2)", (1,0)", (1,1)", (2,0)", (2,1)",(3,0)" és (4,0)".

Ezek segitségével felirhatjuk az optimalizalasi feladatot:

9
min z(z) = cx = in,
i=1

e (00 234\ (4
=101 100)/)""\2

x>0, x egész, (r>0),

teltéve, hogy

0112
2010
és

A teladat spekulativ megoldasa sordn vegytiik észre, hogy z; értéke nulla kell
hogy legyen az optimadlis megolddsban, hiszen ez a teljesitend6 termékszdmhoz
nem jarul hozz4, de noveli a koltséget.

A maésik végletet z9 képviseli, mert egy ilyen felosztdst félkész termék fel-
hasznalédsa adja a legtobb teljesitett készterméket. Ilyen szabasokbdl viszont nem
all Ossze a teljes szabasi eliras.

Masrészt megdllapithatjuk, hogy a jobboldali r vektor ardnyait pontosan adja
az x7 valtozéhoz tartoz6 szabds. Ebbdl két darab kell ahhoz, hogy teljesiiljon az
egyenl6ség feltételiink. Ehhez a 2 célfiiggvényérték tartozik.

Lathat6, hogy ennél jobbat nem lehet elérni, mert nincs olyan lehetséges
szabds, amelybdl egy adna a jobboldali r vektort. Van viszont még egy optimalis
megoldas, az x3 = 1,z9 = 1 (és minden tovébbi z; = 0): ez is kettes célfiiggvény
értéket ad — és ezzel ki is meritettiik az optimalis megoldasok halmazat. O
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AZ OSZLOPGENERALAS MODSZERE A SZABASI FELADATRA

A szabasi feladat ismertetett modellje nehezen hasznalhato, elsésorban a lehet-
séges szabasok nagy szama miatt. P.C. Gilmore és R.E. Gomory egyszer(sitették
a modellt.

Els6 1épésben elhagytak az egészértékiiségi feltételt. Az ezt tdmogato érvelés
szerint az ipari alkalmazdsokban a nem egész optimdlis megoldds egész értékre
val6 valamilyen 4talakitdsa elfogadhato.

Az oszlopgeneralds mddszere ezutdn a modositott szimplex algoritmust hasz-
nélja, igy nem sziikséges a teljes A métrix ismerete, elegend$ annak az oszlopnak
az el6allitasa, amelyben generdl6 elemet keresiink.

Ahhoz, hogy a médositott szimplex algoritmust haszndlni lehessen, az eddigi
min z(x) = cx,

feltéve, hogy
Ar =,

x>0, (r>0).

standard alakt feladatunkat lehetséges kanonikus alakra kell hozni. A bazis-
véaltozok legyenek azokhoz a lehetséges szabdsokhoz tartozok, amelyek épp az
egységmatrixot adjak: a} = (1,0,...,0)",... a/, = (0,...,0,1)". Tekintsiik eze-
ket az A matrix elsé n oszlopanak. Ezutan mar csak annyit kell tenni, hogy
minden sornak a —c-szeresét hozzdadjuk a célfiiggvényhez. Ez a mtivelet épp

a bazisvaltozokhoz tartozo célfiiggvény-egyiitthatékat fogja nullazni.

Legyen d egy olyan n dimenziés vektor, amelynek minden komponense c.
Ezzel a feladatunk a kovetkez6 lehetséges kanonikus alakban irhato:

min z(z) = dr + (¢ — dA)zx,

feltéve, hogy
Ar =,

x>0, (r>0).
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A kovetkez feladat a legkisebb célfiiggvény-egytitthaté meghatdrozasa. Le-
gyen az A matrix egy tetszOleges oszlopvektora (vy,...,v,)". Ez alapjdn a ¢ —
> i dyvy Osszeg minimumat keressiik, ahol a d vektor n-dimenzids, és minden
komponense c. Ezt a széls6értéket ott kapjuk, ahola >, d;v; 6sszeg maximalis.
Mivel v egy lehetséges szabds, ezért >, kv < K.

A legkisebb célfiiggvény-egytitthaté meghatdrozdsahoz eszerint a kdvetkezd
specidlis egészértékii linedris programozasi feladatot kell megoldani:

max w(v) = Z dyvy,
t=1
feltéve, hogy

zn: ktvt S K7
t=1

v >0, egész, t=1,...,n.

Ez a feladat a kordbban megismert hatizsdk feladat a K sulykorlattal, k; sa-
lyokkal és d; értékekkel. Ennek megoldasaval tudjuk meghatdrozni a szabdési
feladat general6 eleme oszlopét.

A szabasi feladat legkisebb célfiiggvény-egytitthatdja és a generdldelem is-
meretében végre tudjuk hajtani a médositott szimplex algoritmus egy 1épését.
Ezutdn az eddigi lépéseket ismételjiik. Az egész eljards akkor fejez6dik be, ha
az aktudlis hatizsak feladat optimuma nem nagyobb, mint c. Ekkor az eredeti
teladat minden célfiiggvény egyiitthatdja nemnegativ.
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PELDA AZ OSZLOPGENERALAS MODSZERRE

PELDA. Tekintstik ismét az el6z6 nagyon egyszer(i szabdési feladatot: a félkész
termékek hossza 1, az egyes végtermékeké pedig 0.25 és 0.5. Osszesen 4 darabot
kell levagni az els6 termékbdl és kett6t a mésodikbdl. Az optimalizalési feladat
atrendezve ugy, hogy az egységmatrix legyen a baloldalon (z; — x4 csere):

7
min z(x) = cx = in,
i=1
teltéve, hogy
A—100012234 (4
““\lo12010100)" "2
x>0, (r>0).
Az ehhez tartoz6 tablazat ¢ = 1 értékkel
Ty X9 g X1 X5 Tg I7 Tg X9
1 0 0 0 1 2 2 3 4|4
O 1.2 0 1 0 1 0 O0]2°
1 11 1 1 1 1 1 10

A szimplex téblazat az uj,

c— > 7 diy Gj célfiggvénnyel:

r3 T1 Ts5 Tg Ty Tg X9
rxzy| 0O O 1 2 2 3 4] 4
x| 2 0 1 0 1 0 0|2
11 -1 -1 -2 -2 -3|-6

A leolvashat6 bazismegoldéas azt jelenti, hogy az (1,0) szabasbdl kellene 4 darab,
és a (0, 1) szabasbdl 2 darab. Ez Osszesen 6 félkész terméket jelent, ami nyilvan
még javithat6. Oldjuk meg el6szor a feladatot a szimplex algoritmussal.

Itt a masodik oszlop alapjan nem lehetne javitani a célfiiggvény értékét (de
nem is taldlndnk benne generdlé elemet). A legkisebb negativ célfiiggvény
egylitthaté az utolsé oszlopot jeldli ki, és ebben az els§ matrixelem (a négyes)
lesz a generaldelem. A transzformalt, kovetkezd szimplex tédblazat:

T3 T L5 L6 L7 Iy Ly
x| 0 0 1/4 1/2 1/2 3/4 1/4| 1
reo| 2 0 1 0 1 0 0| 2°
-1 1 -1/4 1/2 -1/2 1/4 3/4|-3
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Az el6z6 szimplex tablazat:

I3 I Is T 7 Xy X4
x| 0 0 1/4 1/2 1/2 3/4 1/4| 1
x| 2 0 1 0 1 0 0] 2°
11 -1/4 1/2 -1/2 1/4 3/4|-3

A legkisebb célfiiggvény-egyiitthatd az x5 valtozénak a bazisba 1épését jelenti.

Ty I L5 L6 Ty Tg L4
X9 O 0 1/4 1/2 1/2 3/4 1/4| 1
x3|1/2 0 1/2 0 1/2 0 0] 1°
1/2 1 0 1/2 0 1/4 3/4|-2

Errél a szimplex tablazatrél mar le lehet olvasni a végeredményt: a 3. és a 9.
szabdasbdl kell egyet-egyet venni. Ez lehetséges megoldas lesz, és az ezzel ad6dé
optimalis célfiiggvény érték 2. Az z;-es szabdsbol kettd is optimalis, és ez Ossz-
hangban is van az eredményiinkkel.

Tekintsiik most a feladatunkat a Gilmore-Gomory-féle oszlopgenerdldsnak meg-
feleléen. A moédositott szimplex algoritmusrdl tanultak miatt az ugyanezen ba-
zismegolddsokon keresztiil jut azonos eredményhez. Az eltérés a modositott
szimplex algoritmus kivitelezésében, és f6leg a legkisebb célfiiggvény-egytitthato
eldallitasdban van. Ennek illusztrdldsdhoz 1épjiink vissza a

Ty X9 X3 X1 X5 Xg 7 Ig X9

1 0 0 0 1 2 2 3 414
o 1.2 0 1 0 1 0 0]2
11 1 1 1 1 1 1 1]0

feladathoz. Irjuk fel erre az Gj bazisvaltozé meghatirozdsdhoz a megfelels
hatizsék feladatot:

n n n
maxw(v) = divy = cvp = Uy
tUt ’

t=1 t=1 t=1

teltéve, hogy

Zktvt <K, vy, >0, egész, t=1,...,n.

t=1
Ez a feladat lényegében azt a lehetséges szabast keresi, amely a végtermékekbol
a legtobbet allitja eld. O]
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HEURISZTIKAK A SZABASI FELADATRA

Az ismertetett egzakt mdédszerek mind nehezen végrehajthaték nagyobb mé-
reti gyakorlati feladatokra. Az alabbi heurisztikak ezzel szemben gyorsan adnak
jo kozelité megoldast.

A first fit modszer a végtermékeket felsoroldsi sorban tekinti, az aktudlis mun-
kadarabot az els6 olyan félkész termékre helyezi el, amelyen az elfér. Ebben az
értelemben ez egy moho algoritmus.

A best fit algoritmus olyan rudat ad meg, amelyr6l az aktudlis munkadarabot
levagva a legkevesebb maradék képzédik.

A worst fit eljards pedig értelemszertien olyan megkezdett rudat valaszt az
aktudlis munkadarab levagdsahoz, amelyiken a vadgds utan a leghosszabb még
felhasznélhat6 szakasz marad.

Elényds a leszaband6 végtermékeket el6zbleg nagysdg szerint rendezni. Ez
lényegesen javitja a heurisztika eredményét.

Az emlitetteken feliil tovébbi egyszerti heurisztikdk léteznek. Erdemes meg-
emliteni, hogy az eddig targyalt szabdsi problémat offline szabdsi feladatnak is ne-
vezhetjiik, hiszen az 6sszes adat ismeretében kellett megoldanunk, és az 6sszes
télkész terméket az eljarés teljes tartalma alatt felhasznalhattuk a megoldés javi-
tdsahoz.

Ezzel szemben online-nak nevezziik a szabasi feladatot, ha a leszabandé ter-
mékek adatai beérkeztekor véglegesen dontentiink kell elhelyezésiikrél (a tobbi
adat ismerete nélkiil), vagy ha egy idében csak adott rogzitett szamu félkész ter-
mékbol lehet szabni. Utdbbi esetben ha kiilonben nem tudnank tovabb haladni,
akkor valamelyik félkész termék eddigi szabasat véglegesnek kell nyilvanitani,
és egy Ujat vonunk be a szabas meghatarozaséba.

A szabaési feladat heurisztikdinak tomor, latvanyos illusztracidja taldlhato a
http://www.cs.arizona.edu/icon/oddsends/bpack/bpack.htm

cimen
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HEURISZTIKAK A SZABASI FELADATRA 1II.

A heurisztikus algoritmusok mtikodését illusztralja az aldbbi 6t abra egy
véletleniil generélt feladatra:

AR

A first tit eredménye:

A best fit eredménye:

A worst fit eredménye:

£3

Es végiil a rendezés uténi best fit adta pakolds:
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A LEGROVIDEBB UT PROBLEMA

A legrividebb 1t feladata halézati problémak kozé tartozik. Ezekben egy irdnyi-
tott griffal megadott lehetéségek koziil az ezekhez kothetd optimadlis folyama-
tokat akarjuk meghatdrozni. A halézati feladatokkal kapcsolatban mindig fel-
tessziik, hogy a hdlézat minden élének van hossza. Egy grdfot, vagy hdlézatot két
halmazzal adhatunk meg. Az els6 a csiicsokat, a masik az ezekbdl all6 péarokat, az
irdnyitott éleket hatarozza meg. Egy adott hdlézatban megjeldlhetiink kezdopontot
és végpontot is.

Liancnak nevezziik éleknek egy olyan sorozatat, amelyben az egymadst kovetd
barmely két élnek egy kdzos csticsa van.

Az 1t egy olyan lanc, amelyben az utolso él kivételével mindegyik él végpontja
a sorozatban kovetkezd él kezdbpontja. Az (1,2), (2,3) és (4,3) élek lancot adnak,
de az nem ut. Ut és lanc viszont az (1,2), (2,3) és (3,4) élek sorozata.

A legrovidebb ut problémdja egy hédlézatban egy adott csticsbdl kiindulva a
tobbi csticsba vezet6 legrovidebb tt meghatarozasat jelenti. Ennek megoldaséara
alkalmas Dijkstra algoritmusa amennyiben minden él hossza nemnegativ:

e [assuk el az els6 cstcsot az allando 0 cimkével.

e Minden olyan ¢ cstcsot lassunk el ideiglenesen az (1,4) él hosszdval mint
cimkével, amelyhez vezet él az 1 cstcsbdl. Minden mads cstcs (az els6
kivételével) kapja ideiglenesen a oo cimkét. A legkisebb ideiglenes cimkéhez
tartozo6 egyik cstcs cimkéjét dllandénak mindsitjiik.

o Tegyiik fel, hogy az ¢ volt az utols6, a (k + 1). cstics, amely allandé cimkét
kapott. Akkor i a k-adik legkozelebbi cstcs az els6hoz. Az ideiglenes
cimkével rendelkezé j csticsok cimkéit modositsuk az (i cimkéje + az (i, j)
tdvolsaga) értékre, ha ez kisebb, mint j eddigi ideiglenes cimkéje. Ezutdn
ismét adjunk végleges cimkét egy olyan csticsnak, amelynek cimkéje a
maradék ideiglenes cimkék legkisebbike.

e Folytassuk az eljarast amig minden cstics dlland6 cimkét nem kap.

e Ha minden csticsnak végleges cimkéje van, akkor az 1. cstcsbdl egy j
csticsba vezetd legrovidebb utat tgy kapjuk, hogy a j cstcsbdl visszafelé
haladva olyan csticsokon keresztiil jutunk el az 1. csticsba, amelyektdl a
rakovetkezbbe vezetd él hossza épp a két cimke kiilonbsége.
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PELDA DIJKSTRA ALGORITMUSARA

Tekintstik azt az egyszerti legrovidebb ut feladatot, amelyben négy varosunk
van: 1,2, 3 és 4, és a koztiik levd tadvolsagot a kovetkezd dbra adja:

1 2
3 1 3
3 ! 4

Ez kb. egy olyan elhelyezésnek felel meg, amikor a varosok egy all6 téglalap
csticsaiban vannak, de az 1 - 4 4tl6 nem jarhato.

A Dijkstra algoritmus elsé 1épése az 1. varosboél indulva a kovetkez6 cimkézést
adja:

[0%, 00, 00, 0],

ahol a * aztjelzi, hogy az illet6 cimke végleges.

A kovetkezd 1épésben meghatarozzuk az elsd varostol mért tavolsdgok alapjan
annak szomszédainak ideiglenes cimkéjét:

0%, 1, 3, 00].
Az 1j, ideiglenes cimkék koziil véglegesitjiik a legkisebbet:
(0%, 1%, 3, 0o].
Képezziik most a végleges cimkéjli varosoktdl mért tavolsdgok alapjan az 1j,

javitott cimkéket:
0%, 1*,2, 4].

Itt a harmadik cimke kettes értéke ugy adddott, hogy a kettes varos végleges
cimkéje + a masodik és a harmadik véros tdvolsdga kisebb mint a kordbbi
ideiglenes cimke értéke, a hdrom. Kossiik le ismét az ideiglenes cimkék koziil
a legkisebbet:

0%, 1%, 2%, 4].

Az utolso ideiglenes cimkét ismét lehet javitani, és az ezutdn mar végleges is lesz:
0%, 1%, 2%, 3*].

Ebbdl az els6 és negyedik varos kozti legrovidebb tt 3 hossza: 1-2 -3 - 4.
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A MAXIMALIS FOLYAM PROBLEMA

Egyes dontési helyzetekben olyan hélézatot kell vizsgélni, amelyben az élek-
nek kapacitdsok feleltethet6k meg. A kérdés az, hogy az egyik kitiintetett cstics-
bél, a forrasbél egy masikba, a nyel6be mi a maximalis eljuttathaté mennyiség a
hal6zat és a kapacitasok figyelembevételével. Ezt a feladatot nevezik a maximilis
folyam problémdnak.

Tekintsiik a kordbbi hdlézatot tigy, hogy az élekre irt szdmok a kapacitdsokat
jelentik, az egyes cstics a forrds és a négyes a nyelo:

1

1 2
3 1 3
3 1 4

A késobbi eljards kedvéért vezessiink be egy mesterséges élet a nyel6tdl a
forrasig. A feladat linedris programozasi feladatként valé6 megfogalmazasahoz
jelolje az z;; valtozé az (i, j) élen dthalad6é anyagmennyiséget.

Egy lehetséges folyamot kapunk példaul a kovetkezd véltozo értékekkel:

rie=1, wi3=1, 293=0, xy=1, és wgy = 1.

Az ehhez tartozé teljes atfoly6 mennyiség 2. A lehetséges folyamoknak eleget
kell tennitik a kovetkezd két feltételnek:

1. minden élre az élen dtmend folyam nemnegativ és nem nagyobb, mint a
megadott élkapacitds, és

2. minden cstcsra igaz az, hogy a bejovd folyam mennyisége megegyezik a ki-
mend folyaméval.

Az utbbbi feltételt folyammeglrzési feltételnek nevezziik. A probléma lineéris
programozasi feladatként valé6 megfogalmazasaban a fenti feltételek mellett
az zy célfiiggvényt kell maximalizdlni, ahol z, a nyel6bdl a forrdsba vezetd
mesterséges élen 4tmend folyam mértéke.
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A MAXIMALIS FOLYAM PROBLEMA II.

Az emlitett

1 2
3 1 3
3 L 4

példara vonatkozo linedris programozasi feladat ez alapjan:

max ry = o4 + T34,

feltéve, hogy
r12 <1,
ro3 <1,
r13 <3,
Toy < 3,
34 < 1,
Ty = T4+ T34,
T13 + T2z = T34
T12 = T3+ Ty
To = T12+ 13

Ez egy hatvaltozods linedris programozasi feladat 4 egyenl6ség és 5 egyenltlen-
ség feltétellel. Az 4brarol konnyen leolvashat6, hogy a kordbban emlitett

ri2=1, x3=1, 293=0, xy=1, &8 33 =1

lehetséges megoldas egyben optimalis is. Ez azon mulik, hogy a 4. csticsba 2-nél
nagyobb folyam nem folyhat be (figyelembe véve a 2. csticsba bemen6 folyamot).

Allapitsuk meg, hogy lehetséges megoldéast konny(i megadni a maximalis
folyam problémahoz: ha minden élen nulla mennyiséget széllitunk, az megfelel
a feltételeknek.

Jeloljiik I-vel azon élek halmazat, amelyeken kisebb a jelenleg atmend folyam
az él kapacitdsanal. Jelolje R azon élek halmazat, amelyeken a jelenlegi folyam
pozitiv, ez csokkenthets. Legyenek i(z,y), illetve r(z,y) a megfelels valtoztatasi
korlatok.
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FORD-FULKERSON ELJARAS A MAXIMALIS FOLYAM
MEGHATAROZASARA

Tekintsiik el6szor a cimkézési eljarast:

1. 1épés. Cimkézziik meg a forrast.

2. 1épés. Cimkézziik meg a cstcsokat és az éleket a forrdsba vezetd mesterséges
él kivételével a kovetkezd szabélyok szerint.

Ha az x cstics mar kapott cimkét, de az y még nem, és (z,y) € I, akkor
cimkézziik meg az y cstcsot és az (z,y) élt. Ekkor az (x,y) élt el6remend
élnek hivjuk.

Ha az x cstics mar kapott cimkét, de az y cstics még nem, és (y,z) € R,
akkor cimkézziik meg az y cstcsot és az (y,x) élt. Az utdbbit hitramend
élnek nevezziik.

3. 1épés. Folytassuk a cimkézési eljarast, amig a nyeld cimkét nem kap, vagy mér
nem lehet tovabbi csticsokat cimkével ellatni.

Ha a cimkézéssel elérjiik a nyel6t, akkor lesz a forrds és a nyeld kozott egy
cimkézett élekbdl all6 lanc. Jelolje ezt C'. A C-beli éleken dtmend folyam alkal-
mas modositdsaval egyrészt megorizhetjiik a folyam lehetségességét, masrészt
novelhetjiik a folyamot.

A Ford-Fulkerson moédszer a fentiek alapjan:

1. 1épés. Keressiink egy lehetséges folyamot (a minden élen 0 értékii folyam
mindig lehetséges).

2. 1épés. A cimkézési eljarassal kiséreljiik meg elérni a nyel6t. Ha nem lehet a
nyel6t igy megcimkézni, akkor az aktudlis lehetséges folyam maximalis. Ha
elértiik a nyel6t, akkor folytassuk az eljarast a 3. 1épésnél.

3. 1épés. Hatarozzunk meg egy magasabb értékii lehetséges folyamot tgy, hogy
a megcimkézett lancon az eléremutat6 élek értékeit noveljiik, a hatramuta-
tokét pedig csokkentsiik a

o | o
m{<f§l<y><rﬁl<y>}

értékkel. Folytassuk az algoritmust a 2. 1épéssel.
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PELDA A FORD-FULKERSON ELJARAS VEGREHAJTASARA

Tekintsiik ismét a

1 2
3 1 3
3 L 4

maximalis folyam feladatot.

Az elsd 1épés egy lehetséges folyam meghatarozdsa. Legyen ez az, amelyik
minden élhez a nulla folyamot rendeli hozza.

Ezutén kezdjiink egy cimkézési eljarast. El8szor a forrds, az 1. cstcs kap
cimkét, majd ez alapjan egy olyan él, ami ebbdl kivezet. Most ez esetben cimkét
kap a 2. cstcs, és az (1, 2) él. Ezt folytatva a nyel6ig tart6é cimkézett lancot (most
utat) kapunk:

1-2-3-4.

Az el6z6 lanc csak eléremend éleket tartalmaz. A lehetséges folyambd&vitési

lehet&ségek rendre:

i(1,2) =1, i(2,3) =1 és i(3,4) = 1.

Ez alapjédn az eddigi folyam a cimkézett lancunk mentén 1-el novelhets. Ez
alapjadn az ehhez tartozo lehetséges folyam értéke 1.

A lehetséges folyam javitdsa sordn azokat az éleket kell vizsgalni a cimkézés
soran, amelyek kapacitdsat még nem meritettiik ki. Ezek alapjan mar csak egy
cimkézhetd lancot lehet képezni, amely eléri a nyel6t, ez az

1-3-2-4.
Ezen beliil a 3 — 2 él hatramutato, ennek értékét legfeljebb 1-el lehet csokkenteni.
Az eddigi lehetséges folyam ismét 1-el novelhet. Ezutan a lehetséges folyam:
rip=1, T13=1, o4 =1, &és w3y = 1.

Ennek a lehetséges folyamnak az értéke 2. Ezutdn lathato, hogy tovébbi cimkézett
lancot mar nem lehet képezni, tehat az el6z6 lehetséges folyam egyben maximalis
is.
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A MAXIMALIS FOLYAM PROBLEMA ELMELETE

Legyen V' egy hal6zat csticsainak tetsz6leges olyan halmaza, amely tartal-
mazza a nyel6t, de nem tartalmazza a forrdst. Ekkor a hal6zat olyan (i,j) éleinek
halmazat, amelyek i kezd6csticsa nem V'-beli, a j végpont viszont V’'-beli, a
hilézat egy vigdsinak nevezziik. A vagas tehat élek egy olyan halmaza, amelye-
ket ha elhagyunk a hal6zatbol, akkor a forrasbol a nyeld a tovabbiakban mar nem
lesz elérhetd.

A vdgads kapacitdsa a vagast alkoto6 élekbdl a forrastél a nyeld felé vezetdk kapa-
citdsainak Osszege. A kovetkezd két segédtétel adja meg a vagasok és a maximaélis
folyamok kozti osszefiiggést.

SEGEDTETEL. A forrasbdl a nyelébe vezetd folyamok erdsségét barmelyik vagas
kapacitasa feliilrl korldtozza.

BIZONYITAS. Tekintsiik egy hdlézat valamely V'’ véagasat. A halozat tobbi
csticsdnak halmaza legyen V. Valasszunk egy tetszbleges folyamot, legyen ennek
értéke f, az (i,7) élen athaladé mennyiséget pedig z;;. Osszegezziik a V -beli
Osszes csucsra a folyammegorzési feltételeket. Ez azt adja, hogy mivel kiesnek az
olyan élekre vonatkozo tagok, amelyek mindkét végpontja V -ben van, ezért

Z xij — Z xz’j = f

1€V, jev’ eV, jev

Az ebben az egyenletben szerepld els6 6sszeg kisebb vagy egyenld, minta V'-nek
megfelel6 vagas kapacitdsa. Mivel minden z;; érték nemnegativ, igy a masodik
Osszeg is nemnegativ. Ebbdl adoédik a segédtétel allitdsa: a folyamok értéke leg-
teljebb annyi lehet mint a vagasoké. O

A segédtételbdl az is kovetkezik, hogy barmely vagés értéke fels6 korlatja a
forrasbodl a nyeldbe daraml6é maximalis folyam értékének. Tehat ha taldlunk egy
olyan lehetséges folyamot, amelynek értéke egyenld egy vagas kapacitdsaval,
akkor taldltunk egy maximalis folyamot. Ez egy fajta gyenge dualitést fejez ki.
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A MAXIMALIS FOLYAM PROBLEMA ELMELETE II.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor egy adott lehetséges folyamra vonatkozé-
an a cimkézési eljards nem tudja elérni a nyel6t. Legyen ekkor a cimkézetlen
csucsok halmaza altal meghatarozott a vizsgalt vagas.

SEGEDTETEL. Ha a cimkézési eljaras nem tudja elérni a nyel6t, akkor a kima-
rad6, nem cimkézett csticsok altal meghatarozott vagas kapacitdsa megegyezik
az aktualis folyam er6sségével.

BIZONYITAS. Legyen a korabbi jeloléseknek megfeleléen V' az aktudlis folyam
mellett megcimkézett csicsok halmaza, és V' pedig a cimkézetleneké. Tekint-
stink egy (i, ) élet a vagasbol, tgy, hogy i € V és j € V'. Ekkor az z;; értéknek
egyenlének kell lennie az (i, j) él kapacitdsaval, hiszen kiilonben tovabb tudtunk
volna haladni egy megfelel6 el6remend éllel, és akkor j nem a V'-be tartozna.

Tekintsiink ezutdn egy olyan (i, j) élt, amelyre : € V' és j € V. Ekkor vi-
szont z;; = 0 kell hogy teljesiiljon, hiszen kiilonben a cimkézési eljarasban egy
hatramend éllel el tudtuk volna érni az i cstcsot, és igy az nem tartozhatna a V'
halmazba.

Az aktualis lehetséges folyamra tehat az teljesiil az el6z8 segédtételben igazolt
> wi— ), wu={
i€V, jev’ iV, jev

egyenlet alapjan, hogy a jelen vagés kapacitdsa egyenld a ) .y, ;o ¥i; Osszeggel,
és az adott folyam er&sségével. [

Az eddigi megallapitasok szerint tehat amikor a nyel6t nem lehet megcimkéz-
ni a forrdsbdl indulva, akkor az aktudlis lehetséges folyam egy maximalis folyam.
Ez 8sszhangban van a Ford-Fulkerson médszerrel.
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PROJEKTEK UTEMEZESE, CPM, PERT

Az Osszetett munkafolyamatok rogzitett befejezési id6ponttal vald teljesitése
gondos tervezémunkat igényel. Ennek része az 6sszefiigg6 események sorrendjé-
nek, iddzitésének vizsgdalata hal6zati modellek segitségével.

Erre a célra két eljarast szokds hasznélni. Ha az egyes munkafolyamatok vég-
rehajtdsi ideje biztosan tudhato, akkor a kritikus it médszer (Critical Path Method,
CPM), mig ha a tevékenységek id6tartama bizonytalan, akkor a program kiértéke-
lési és feliilvizsgalati technika (Program Evaluation and Review Technique, PERT)
hasznélatos. Mindkét eljarast az 6tvenes években fejlesztették ki. Szdmos nagy és
kritikus projekt tervezésekor haszndaltdk ezeket a médszereket, pl. nagy szoftver
rendszerek hatdridds kidolgozasandl, tirkutatasi projektekben, vagy épp rakéta-
inditasok visszaszdmldlasi eljarasdnak kidolgozasaban.

Mindkét eljarashoz sziikség van a projektet alkoté tevékenységek listajara.
A projektet akkor tekintjiik befejezettnek, ha minden részfeladata befejez6dott.
Minden tevékenységnek lehetnek elozményei, olyan munkafolyamatok, amelyek-
nek eldbb be kell fejez6dni ahhoz, hogy az adott tevékenység elkezd6dhessen. A
munkafolyamat lépéseinek ilyen Osszefiiggését egy projekt-hdlézattal adjuk meg.

A tevékenységeket a hdlézat grafjanak irdnyitott élei definidljdk, a cstcsok
pedig a tevékenységek csoportjainak befejezését jelzik. A csticsokat emiatt
eseménynek is nevezziik. Az ilyen projekt-hdlézatot AOA (Activity On Arc)
hél6zatnak nevezziik. Ennek illusztraldsahoz tekintsiik ismét a korabbi dbrankat:

1 2
3 1 3
3 L 4

Ezen most az 1. cstics jelzi a projekt kezdetét, a 4. a befejezés csiics. A 2. cstcs az egy
hosszu elsd tevékenység végét, és a 3., illetve 4. cstiicsokba vezetd munkalépések
kezdetét jelzi. Ha egy csticsba tobb él is befut (mint pl. a 3. csticsba), akkor ez
azt jelenti, hogy mindkét korabbi tevékenységnek be kell fejez6dnie ahhoz, hogy
az esemény utdni megkezdddhessen. Az el6zmények nélkiili tevékenységeket az
els6 csticsbol kiindul6 élekkel adjuk meg.
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PROJEKTEK UTEMEZESE, CPM, PERT II.

A projekt-hal6zatot alakitsuk ki igy, hogy egy tevékenység végét mutato cstics
sorszama mindig nagyobb legyen, mint a kezdetét jelz6é. Ennek a szabdlynak
persze tobb reprezentdcié is megfelel. Tovabbi feltétel, hogy két adott cstics ko-
z0tt csak egy él mehet. Feltessziik még, hogy egy tevékenységet csak egy él rep-
rezentdlhat.

Az utdébbi két feltétel kielégitéséhez sziikség lehet az Un. fiktiv tevékenységekre.
Péld4aul abban az esetben, amikor az A és B munkafolyamatok azonos feltétellel
hajthatok végre, és mindkettd kozvetlen el6zménye a C' tevékenységnek. Ilyen
esetben a B 1épést egy 1j csticshoz kothetjiik, ahonnan egy nulla iddtartam fiktiv
tevékenység 1j D éle adja a C' munkafolyamat megkezdésének feltételét.

Tekintsiik most a kovetkez projekt feltételrendszert:

Tevékenység El6zmények Id&tartam (nap)
A = anyagbeszerzés — 1
B = alkalmazottak kiképzése - 3
C = segédanyag termelése A 1
D = valogatés és csomagolas A 3
E = szakmunka B, C 1

Ennek a projektnek épp a kordbbi irdnyitott éleket tartalmazé grafunk felel
meg az egyes csuccsal mint a projekt kezdetével, és a négyes csticcsal mint
befejezés csticcsal:

1 2
3 1 3
3 1 4

Vegyiik észre, hogy bér csak a B és C tevékenységeket tiintettiik fel, mint az
E munkafazis el6feltételét, de a hal6zat Osszefiiggései miatt az A folyamatnak is
be kell fejez8dnie az £’ megkezdése elbtt.
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CPM, A KORAI IDOZITES MEGHATAROZASA

A CPM két kulcsfogalma az esemény korai iddzitése (Early event Time, ET'),
és a kései idozités (Late event Time, LT'). Az i cstics korai id6zitése, ET(i) az a
legkordbbi idépont, amikor a cstcshoz tartoz6 esemény bekodvetkezhet. Ennek
megfelel6en az i cstcs kései iddzitése, LT'(i) az a legkésdbbi idépont, amikor a
csticshoz tartozo esemény bekovetkezhet anélkiil, hogy a projekt el6irt befejezési
iddpontjat késleltetné. Meg lehet mutatni, hogy ET(i) a kezd6ponttdl az i
csucsba vezet6 leghosszabb tt hossza.

A projekt korai id6zitésének kiszdmolasat az egyes csticcsal kezdjiik, ET'(1) =
0 adddik erre. Ebb6l kiindulva meghatarozzuk a tovdbbi E7T'(i) értékeket az élek
adta Osszefiiggéseknek megtfeleléen. Ha egy csticsba tobb él is befut, akkor a
csucs korai id6zitése az el6z6 Osszes részfolyamat teljesiilését feltételezi.

Ez alapjan az ET(i) korai id6zités meghatarozdsat a kovetkez6 lépések adjak:

1. 1épés Keressiik meg az i csticsba befuté élek kezdd csticspontjait. Ezek az
események az i esemény kozvetlen elozményei.

2. 1épés Az i esemény minden kozvetlen el6zményének ET' értékéhez adjuk
hozza az i-be vezeté megfeleld élhez tartoz6 tevékenység id6tartamat.

3.1épés ET (i) egyenld az el6z6 1épésben szamitott 6sszegek maximumaval.

PELDA. Hatdrozzuk meg a kovetkez6

1 2
3 1 3
3 1 4

projekt-hdlézat korai id6zitési értékeit! Definici6 szerint ET'(1) = 0.

Az ET(2) érték kozvetleniil az ET(1) + 1 0sszegb6l adodik, mert a 2. csticsba
csak egy él fut be.

ET(3) =max{ET(1)+3,ET(2) + 1} = max{0+ 3,1 + 1} = max{3,2} = 3.

ET(4) =max{ET(2)+ 3,ET(3) + 1} = max{1 + 3,3 4+ 1} = max{4,4} = 4.

Ez alapjan a teljes projekt befejezésének legkorabbi idépontja 4. O



189
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A kései id8zités meghatarozasat visszafelé, az utolsd, a befejezési csticsbol
kiindulva kezdjiik. Ebben az eljardsban ha egy 7 csticsot tobb esemény kovet, az
utébbiakra kordbban szamitott LT értékekbdl le kell vonni az ¢ csticsbdl ezekhez
vezetd él hosszat. Az igy kapott id6pontok koziil a legkorédbbira teljestilnie kell
az i eseménynek, hiszen csak ebben az esetben tarthat6 a kit{izott hataridd a teljes
projekt teljesitésére.

Altaldban a befejezési cstics kései id6zitésének olyan idépontot szokés vélasz-
tani, amely alatt az mindenképpen elérhetd az egyes cstcsb6l. Amennyiben
az LT(j) kései id6zitési értékek mind ismertek a j > i indexekre, az LT(i) a
kovetkez{ eljarassal szamithato:

1. 1épés Keressiik meg azokat a csticsokat, amelyekbe megy él az i csticsbol.
Ezek az események az i esemény kozvetlen kivetdi, utédai.

2. 1épés Az i esemény minden kozvetlen utédanak LT értékébdl vonjuk le az
i-bdl az utédba vezetd élhez tartozo6 tevékenység idStartamat.

3.1épés LT (i) egyenld az el6z6 1épésben szamitott értékek minimumaval.

PELDA. Hatarozzuk meg a kései ido6zités értékeket a jol ismert iranyitott
grafunkra:

1 2
3 1 3
3 L 4

Legyen az LT'(4) érték 4, hiszen ekkorra a projekt befejezhets. Innen LT'(3) =
4 — 1 = 3, hiszen a 3. csticsnak csak a 4. az utédja. Ezutan LT'(2) = min{L7T(4) —
3,LT(3)—1} = min{4—3,3—1} = min{1,2} = 1. Hasonléan LT'(1) = min{LT(3)—
3,LT(2)—1} =min{3—-3,1—-1} = min{0,0} = 0. Eszerint legkés6bb 4 id6egység-

gel kell a projektet kezdeni a tervezett teljes késziiltségi esemény el6tt. O
Amennyiben egy i cstcsra ET(i) = LT(i), akkor az illet6 csticsban valé

minden késedelem a projekt hatdridejének lekésését jelenti. Esetiinkben a (2, 4)
él 2-re véltoztatdsa azt eredményezné, hogy a 2. esemény 1 egységgel késhetne a
projekt befejezésének késedelme nélkiil: ekkor ET(2) =1, és LT(2) = 2.
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CPM, A TURESHATAR

A projekt tervezésekor fontos ismeret az, hogy az egyes tevékenységek mekko-
ra késedelme nem veszélyezteti még a teljes projekt hatariddre val6 befejezését.
Egy tevékenység, illetve az ennek megfelel6 (i, ) él tiiréshatira az a TH (3, j)
szdm, amennyivel a tevékenység kezdete a legkorabbi lehetséges id&ponttdl el-
tolédhat anélkiil, hogy a projekt befejezése elkésne — a tobbi tevékenység pontos
végrehajtisat feltételezve.

Legyen t;; az (i,7) tevékenység hossza. Az (i,j) tevékenység késése mellett
akkor tarthat6 a projekt eredeti hatdrideje, ha az i. esemény korai id6zitése +
az (i,j) tevékenység hossza + a k tliréshatdr még mindig a j. esemény kései
id6zitésénél nem késébbi id6pontot ad. Eszerint

ET(Z') + 1 + k< LT(j),
amibdl a t{iréshatarra

TH(i,j) = LT(j) — ET(i) — t;

adodik.
1 1 2
3 1 3
3 : 4

A példankra ad6do ttiréshatarok:

TH(1,2) = LT(2) —ET(1)—1=1-0—1=0,
TH(1,3)=LT(3)— ET(1)—3=3-0—3=0,
TH(2,3)=LT(3)—ET(2)—1=3-1—-1=1,
TH(2,4) = LT(4) —ET(2) —3=4—-1-3=0,
TH(3,4) = LT(4)— ET(3)—1=4-3—-1=0

Ennek megfelel6en csak a (2,3) tevékenység halaszthatd (egy egységgel)
anélkiil hogy ez a teljes projekt cstiszasat okozna.
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A nulla tliréshatara tevékenységek barmilyen elhtizéddsa késlelteti a projekt
befejezését. Ezért az ilyen éleket kritikus tevékenységnek nevezziik. A csak kritikus
tevékenységekbdl allo, a kezdés csticsbdl a befejezés csticsba vezet6 utat kritikus
uitnak hivjuk.

A vizsgalt példankon az (1, 2) és (2,4) tevékenységek példaul egy kritikus utat
adnak meg, mert ezekre a t{iréshatar nulla volt.

1 2
3 1 3
3 L 4

Természetesen egy projekt grafjaban tobb kritikus 1t is lehet. A tevékenységek
flexibilitdsdnak a tliréshatar mellett tovdbbi mér&szama a mozgdshatdir:

Egy tevékenység, illetve az ezt reprezentald (7, j) él mozgéshatéra az az id6-
tartam, amennyivel a tevékenység kezdete (vagy hossza) elhtizédhat anélkiil,
hogy ezzel barmely kés6bbi tevékenység kezdési idépontja a korabbi kezdési
idépontjanél késdbbre tolddna. A jelolése M H (i, j).

A mozgashatar meghatdrozasat a tliréshatarhoz hasonléan tehetjiik meg:
tegytik fel, hogy az i. esemény bekovetkezése, illetve az (i, j) tevékenység hossza
k id6egységnyit tolodik. Ebben az esetben a j esemény akkor nem cstuszik az
(i, 7) tevékenység miatt, ha

ET(i)+t;+k < ET(j).
Ebbdl a mozgashatar definicidja:
MH(i, j) = ET(j) — ET(i) — t,.

Mivel a példankra az ET'(i) értékek megegyeznek a megfelelé LT'(i) értékek-
kel, ezért a mozgashatarok is megegyeznek a korabbi ttiréshatarokkal.
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CPM, A KRITIKUS UT MEGHATAROZASA

A kritikus Gt meghatdrozdsdnak egyik lehetséges médja az ismertetett mod-
szer a tliréshatdr értékek kiszamitasdval, majd ezek ismeretében a nulla tiirés-
hataru élekbdl all6 at megkeresése a kezdés csticsbdl a befejezés csticsig.

Emellett a kritikus it meghatarozaséara linedris programozasi feladatot is fel
lehet irni, amely tiikr6zi az eredeti probléma sajatossagait. Tekintsiik példafel-
adatunkat ismét:

1 2
3 1 3
3 1 4

Jelolje z; az i. esemény bekovetkeztének idépontjat. Minden (i, j) tevékenységre
érvényes, hogy a j esemény el6tt be kell kovetkeznie az i-nek, és az (i, )
tevékenységnek is be kell fejez8dnie. A kritikus it meghatarozasaa z = xp — 23
fiiggvény minimalizalasat jelenti, ahol F' a befejezés cstics. A példankra ad6do
linedris programozasi feladat innen:

minz = x4 — 1,
teltéve, hogy
Ty 2> x1 + 1,
r3 > r1 + 3,
r3 > 19 + 1,
Ty > X9 + 3,
Ty > x3+ 1.

A valtozokra érdemes nemnegativitasi feltételt alkalmazni, s6t, ; = 0 természe-
tes valasztas lehet. Az utébbi feltételek nélkiil az Excel a -2, -1, 1, 2 értékeket adta,
és a kritikus at hosszara 4-et kaptunk. Ha z; értékét rogzitettiik nullara, akkor
az optimélis megoldds megfeleléen a 0, 1, 3, 4 értékekre modosult.

A kritikus Gt meghatdrozdsdra felirt linearis programozasi feladatnak 4altala-
ban sok optimalis megoldasa van (f6leg ha tobb tliréshatar pozitiv).
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Realis és gyakori feladat az, hogy egy projekt-hdl6zat ismert kritikus Gt meg-
olddsat modositani kell gy, hogy a teljes projekt id6tartamat kell csokkenteni
minimdlis koltséggel — feltételezve, hogy minden tevékenység hossza csokkent-
het6 egy ismert koltség fejében.

Moédositsuk a példdnkat annyiban, hogy minden tevékenység hossza csok-
kenthett féllel a kovetkezd koltségek megfizetése esetén: 1, 2, 3, 4, 5. Legyenek
az 4j valtozok, amelyek az egyes tevékenységek leroviditésének mértékét adjak,
rendre A, B, C, D és E. A cél azt meghatarozni, hogy hogyan kell iitemezni
a projektet ahhoz, hogy az eredeti 4 hosszu végrehajtds 3.5-re mddosuljon,
és a tevékenységek gyorsitdsanak Osszkoltsége minimdlis legyen. Az ennek
megfelel6 linearis programozasi feladat:

minz = 2A+ 4B+ 6C + 8D + 10E,
teltéve, hogy
A<0.5, B<05, 06<05 D<05 FE<O0.5,
i) > T+ 1— A,
r3 > 11 +3— B,
x3>x9+1—C,
Ty > T9+3—D,
ry > 23+1—F,
Ty — I S 3.5.
Itt z; =0,és A, B,C, D, E nemnegativ. Az optimaélis megoldés
21 =0, 20 =05, 13=25, 24=35 A=05 B=05 C=D=FE =0.

Ez azt jelenti, hogy az (1,2) és az (1,3) tevékenységeket kell postamunkaban
végezni.
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PROGRAM KIERTEKELES ES FELULVIZSGALAT, PERT

A CPM, a kritikus at médszere azt feltételezi, hogy a tevékenységek id6tarta-
ma ismert. A projekt lerdviditési vizsgalat kivételével a munkafolyamatok hossza
rogzitett. Ezzel szemben a PERT megkozelités a tevékenységek idStartaméaban a
bizonytalansag figyelembevételét is lehetdvé teszi.

A PERT egy munkafolyamat id6tartamarol harom adatot vesz szdmitasba:

a = atevékenység legrovidebb lehetséges idétartama,
b = atevékenység leghosszabb lehetséges id6tartama, és
m = atevékenység id6tartama legval6szintibb értéke.

Jelolje a T;; valoszintiségi valtoz6 az (i,j) munkafolyamat id6tartamat. A
PERT megkozelités felteszi, hogy ezek a val6szintiségi valtozok béta eloszlastak.
Amennyiben a 7j; val6szintiségi valtoz6 béta eloszlast kovet, akkor vérhato
értéke és szOrasnégyzete (varianciaja):

a+4m+b
(b—a)’
Ty =t
var j 36

A PERT feltételezi azt is, hogy a munkafolyamatok iddtartamai egymastol
tiiggetlen valdszintiségi valtozok. Ebben az esetben a projekt-hal6zat egy autjanak
id6tartama mint valdszinfiségi valtozo

> E(Ty),
(i,5)€ent

az ut teljes idejének variancidja pedig

Jeldlje most a C'P val6szintiségi véaltoz6 a CPM altal meghatarozott kritikus
ut tevékenységeinek teljes id6tartamat. A PERT feltételezi, hogy a kritikus ttban
elegendden sok tevékenység szerepel ahhoz, hogy alkalmazni lehessen a centralis
hatareloszlas tételt, és igy megallapithassuk, hogy a

cr- Y 1
(4,5)€kritikus 1t

val6szinfiségi valtozo kozelitbleg normalis eloszlasu.
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PROGRAM KIERTEKELES ES FELULVIZSGALAT, PERT PELDA

Tekintsiik ismét a korabbi projekt-hal6zatunkat:

1

1 2
3 1 3
3 L 4

Ehhez most meg kell adni az egyes munkafolyamatok id6tartaménak eloszlas-
paramétereit:

Tevékenység a b m
(1,2) 05 15 1.0
(1,3) 20 4.0 30
(2,3) 05 15 1.0
(2,4) 20 4.0 30
(34) 05 15 1.0

Vegyiik észre, hogy a legval6szintibb végrehajtasi id6knek minden élre a
korabbi rogzitett értékeket valasztottuk. Ezekkel a szdmokkal meghatarozhatjuk
az egyes tevékenységek varhat6 id6tartamat és variancidjat:

0.5+4%1+15 (15-05)?2 1

= — = 0.028
36 ’

E(Tlg) == 1, var T12 ==

6 36
24+ 4%3+4 (4—2)? 4
E(T3) = =3 Ti3 = = — =0.111
(T13) 6 ; var 113 36 36 ’
05+4x14+1.5 1.5 —0.5)2 1
E(ng) = i Z i = 1, var T23 = % = % = 0028,
24+ 4%3+4 (4—2)? 4
E(Ty) = =3 Toy = = — =0.111
(T24) 6 ; var aq 36 36 ’
05+4x14+1.5 1.5 —0.5)2 1
E(T34) = - Z i = 1, var T34 = % = % = 0.028.

Vegyiik észre, hogy paraméterezésiink mellett a kapott varhat6 értékek meg-
egyeznek a korabbi rogzitett idétartamokkal. A fiktiv élekre a varhato érték és a
variancia is nulla lenne.
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PROGRAM KIERTEKELES ES FELULVIZSGALAT, PERT PELDA II.

Mivel a feltételezés szerint az egyes projekt szakaszok hosszai fliggetlen
valészintiségi valtozok, ezért a kritikus 1t teljes ideje varhat6 értéke és annak
szorasnégyzete a kritikus ut szakaszaira kapott értékek osszege lesz. Tekintsiik
az (1,2) és (2,4) szakaszokbol allo kritikus utat:

Y E(Ty) =E(Ti2) + E(Toy) =1+3=4,

(i,j)€€kritikus it

a teljes id6 variancidja pedig

> var Tj; = var Typ + var Ty = 0.028 + 0.111 = 0.139.

(1,5)€kritikus at

Ugyanezeket az értékeket kapjuk a masik, (1,3), (3,4) kritikus tutra is. A vari-
ancidbol a megfeleld szords +/0.139 = 0.373. Eszerint a kritikus utakon a varhat6
értéktol valo eltérés varhato értéke ez a 0.373.

Feltételezve, hogy a teljes kritikus ut megtételéhez sziikséges id6 normalis el-
oszlasu (ez példankra aligha teljestilhet), meghatarozhatjuk annak a valszin{isé-
gét, hogy a teljes projekt befejez6dik adott id6, mondjuk 5 nap alatt.

Ez a valészintiség P(CP < 5). Standardizaljuk a normélis eloszlasu valdszi-
niiségi valtozénkat:

CP -4 < 5—14
0.373 — 0.373
Itt az F'(2.681) = 0.996 értéket a standard normadlis eloszlas tablazatabol
olvastuk ki'?. Itt F(z) a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye. A PERT

szerint tehat a megadott feltevések mellett annak a valészintisége, hogy a teljes
projekt 5 nap alatt befejez6dik, 99.6%.

P(CP<5) =P ( ) = P(Z < 2.681) = 0.996.

12E]érhet6 a jegyzet fliggelékében is, de az interneten is pl. a ,normal distribution table” szavakra keresve.
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PROGRAM KIERTEKELES ES FELULVIZSGALAT, PERT PELDA TIII.

A standard normalis eloszlas megfelel6 értékét a tdblazat haszndlata helyett
megtudhatjuk:

e az Excel NORM.ELOSZL fiiggvényét hasznalva,
e az SPSS nevii statisztikai program CDF . NORMAL (2.681, 0, 1) utasitasaval,

e a Matlab 0.5%erfc(-2.681/1.414) parancsdval (ehelyett persze a Mat-
lab statisztikai csomagja normcdf utasitdsa a jobb megoldds — mér ha az
elérhetd),

e aMaplepediga stats[statevalf, cdf,normald] (2.681) ; utasitdssal
adja a kért valdszinfiségi értéket.

A PERT alkalmazdasa soran tett feltevések nehezen teljesithet6k.

e {gy nem konnyti igazolni, hogy az egyes tevékenységek id6tartamai egymas-
tol fliggetlenek.

e Sokszor a munkafolyamatok ideje nem béta eloszlast kovet.

e A centralis hatdreloszlas tétel feltételei teljesiiléséhez lehet, hogy nincs
elegendd tevékenység a vizsgalt titban.

e Gyakran el6fordul, hogy a varhat6 id6tartamokra alkalmazott CPM eljaras
eredménye nem marad kritikus 1t a véletlen események hataséra.

Az utols6é probléma megoldédsara alkalmazhatunk Monte Carlo szimulaci6t
annak meghatdrozasara, hogy az egyes tevékenységek milyen valdszintiséggel
kritikusak, illetve hogy mennyi lehet a teljes projekt teljesiilése idejének varhat6
értéke és szordsa.
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BETA ELOSZLASU VALOSZINUSEGI VALTOZOK OSSZEGE

144

Std. Dev = .28
Mean = .80
N =100.00

KETTO

14

Std. Dev = .82
Mean = 3.94
N =100.00

175 225 275 325 375 425 475 525
2,00 250 3.00 350 4.00 450 5.00 5.50

TIZ

Itt az els6 dbra mutatja két béta eloszlassal generdlt (RV.BETA(2,3)) véletlen
szam Osszegének eloszldsat az SPSS nevii program hisztogram rajzol6 utasitasa
eredményeként. Be van rajzolva az illeszked6 normélis eloszlés stir{iségtiiggvé-
nye is. A kovetkez dbra tiz béta eloszldst véletlen szdm Osszegének eloszlasat
mutatja. Mindkét megjelenitett eloszlés eltér a normaélistol.
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SZTOCHASZTIKUS KESZLETMODELLEK, AZ UJSAGARUS PROBLEMA

Szamos kozgazdasagi probléma fogalmazhaté meg, vagy vezethetd vissza ar-
ra a feladatra, amikor azt szeretnénk meghatdrozni, hogy mekkora raktarkészle-
tet tartsunk fenn, illetve rendeljiink meg, ha mind a raktaron tartdsnak, mind a
tal kicsi készletnek ismert koltsége van. A dontéshozé célja nyilvan a lehetséges
legnagyobb nyereség elérése, illetve a koltségei minimalizalasa.

Az 1jsagdrus problémdnak azokat a feladatokat nevezziik amelyek elegettesz-
nek a kovetkezd feltételeknek:

o Arrdl kell donteni, hogy mennyi drut rendeljiink. Legyen ennek mennyisége
q.

o A d egységnyi kereslet a beszerzett drura egy ismert, p(d) valészintiséggel
fordulhat eld. Itt d nemnegativ szam, és a D val6szintiségi valtozo reprezen-
talja a keresletet.

e A d és q értékekre vonatkozodan egy c(d, q) koltség mertil fel.

Egy tjsagarus valoban a fenti problémaval szembesiil. Ha az adott napi
forgalmat alulbecsli, akkor egyes vevéket nem tud kiszolgélni, igy lehetséges
nyereségtdl esik el. Masrészt ha tal sokat rendel, akkor annak a koltségeit
fizetnie kell, és az el nem adott példanyok alapjan nyilvan nem jut nyereséghez.
Ha a kereslet diszkrét valdszintiségi valtoz6, akkor a diszkrét keresletii 1ijsdgdrus
problémdrdl van szo.

A koltségtiiggvény alakja arra az esetre, amikor a készlet nem kisebb, mint az
igény (d < q):

c(d,q) = c,q + a,
ahol c, az eqységnyi tiilkészletezés koltségét. Itt tehat c, az a pozitiv koltség, amivel
szdmolni kell akkor, ha a mér igy is talzott készletet még egy egységgel noveljiik.
a a g-t6l nem fliggd tagokat jelzi. A kés6bb bemutatott eljards miatt ennek részle-
tezése nem sziikséges.

Abban az esetben, amikor a megrendelt &ru mennyisége kisebb, mint az igény
(d > q+ 1), akkor a koltségfiiggvény:
C(du Q) = —Guq + b7

ahol ¢, a pozitiv egqységnyi alulkészletezési kiltség. Ez az az Osszeg, amivel a
koltségeinket csokkenteni tudjuk, ha egy egységgel tobb a készletiink. Itt b a
q-t6l nem fliggd tagokat jelzi.
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AZ UJSAGARUS PROBLEMA 1I.

Az Gjsagarus probléma elemzése sordn tekintsiik most a koltségtiiggvény val-
tozdsat. Ha E(q) a koltségfiiggvény varhat6 értéke abban az esetben, ha ¢ egy-
ségnyit rendeltiink az drubdl, akkor a feladat olyan ¢* optimadlis rendelés meg-
hatdrozdsa, amely minimalizélja E értékét.

Amennyiben az E(q) konvex fliggvény, akkor elegendé az E(q + 1) — E(q)
értékeket meghatdrozni. Konvex fiiggvény esetén ugyanis a feladatunk annak
a legkisebb ¢-nak a megkeresésére egyszertisodik, amelyre E(q + 1) — E(q) po-
zitiv. Azt az eljarast, amely ez alapjdn az E(q + 1) — E(q) ismételt kiértékelésével
hatdrozza meg a keresett optimélis megrendelést, hatdrelemzésnek nevezik. Al-
kalmazdasanak feltétele, hogy a célfiiggvény konvex legyen, és hogy az emlitett
kiilonbség konnyen szamithato legyen.

Az E(q+1) — E(q) kiilonbség meghatarozdsahoz két esetet kell megvizsgalni:

1. Amikor d < ¢. Ekkor egy Gjabb egység megrendelése tovabbi tilkészlete-
zést okoz. Ez c,-al noveli a koltséget. Ennek az esetnek a bekovetkezési valo-
szintisége P(D < q), ahol D a kereslet val6szintiségi véltozdja.

2. A maésik eset az, amikor d > ¢ + 1. Ekkor egy tovabbi egység megrendelése
csOkkenti a hidnyt, és igy csokkenti a koltséget is ¢, -val. A masodik eset bekovet-
keztének valészintisége P(D > g+ 1) =1— P(D <q).

A fentiek alapjan tehat az Osszes eset 100 - P(D < ¢) szadzalékdban a ¢ + 1
egység megrendelése c,-val keriil tobbe, mint ¢ egység rendelése, és az esetek
100 - (1 — P(D < q)) szazalékdban a ¢ + 1 egységnyi készlet koltsége c,-val
kevesebbe keriil, mint ¢ egységnyié. Ezek alapjan atlagosan a ¢ + 1 4ruegység
megrendelése

E(g+1)—E(q) =cP(D<q)—c(l = P(D<q))=(co+c)P(D<q)—cy

koltséggel kertil tobbe, mint a ¢ egység rendelése. Mivela P(D < ¢) valdszintiség
q novekedésével ng, ezért ha ¢, + ¢, nemnegativ (ez az esetek tobbségében redlis
feltételezés), akkor a fenti kiilonbség monoton néni fog, igy teljesiil a hatarelem-
zés feltétele.
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Ha E(q+ 1) — E(q) > 0, akkor (¢, + ¢,)P(D < q) — ¢, > 0-bol P(D < q) >
cu/(co + ¢,) adédik. Ha F(q) = P(D < q) a kereslet eloszlasfliggvénye, akkor azt
a minimalis ¢ értéket keressiik, amire még teljestil
Cy

F > .
W=z

Tekintsiik azt a feladatot, amikor egy jegyzet kiaddsakor a nyomtatott pél-
dényszamrol kell donteni. A hallgatosag 1étszama ismeretében a varhato igénye-
ket tobbé-kevésbé jol lehet becstilni. A kérdés nyilvan az, hogy hany példanyban
késziiljon a jegyzet ahhoz, hogy példaul a harom éven beliili teljes koltség mini-
mélis legyen.

A konkrét szdmadatok legyenek a kovetkezdk: az el6allitasi koltség 900
Ft, az eladasi 4r 1500 Ft. A harmadik év végén a teljes maradék készlettdl
megszabadulunk félaron: eladjuk 8ket egy nagykereskeddnek (750 Ft). A harom
éven beliil eladhat6 példédnyok valészintisége:

eladott jegyzet valdszintiség

50 0.30
100 0.20
150 0.20
200 0.10
250 0.10
300 0.10

A jeldlésiink kovesse a bevezet6t: legyen ¢ a megrendelt jegyzetek szdma, d
pedig a harom éven beliil ténylegesen eladottak szama. Amennyiben az eladott
példanyok szama kevesebb, mint a megrendelteké (d < ¢), akkor a teljes koltség
a kovetkezdek szerint alakul:

tevékenység koltség
q darab jegyzet vasarldsa 900 ¢
d darab jegyzet eladdsa —1500 d
q — d jegyzet eladdasa félaron —750 (¢ — d)
teljes koltség 150 ¢ — 750 d

A tovébbi vizsgélatunk szempontjabol ebbdl az a fontos, hogy a ¢ egységnyi
novelése 150 Ft-nyi koltségnovekedést jelent (hiszen 900-ért allitjdk el6 a jegyze-
tet, és a f0l6s példanyoktol csak 750-ért tudunk megszabadulni).
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Vegyiik észre, hogy a jegyzet el6allitdsdnak a példdnyszamtol nem fliggd kolt-
ségei az optimdlis példdnyszdmot nem befolydsoljék, hiszen ezeket minden ¢-ra
azonos moédon kell megfizetni.

Amennyiben az igényelt példanyok szdma legaldbb annyi, mint a megren-
delteké (d > q), akkor a teljes koltség a kovetkezbek szerint alakul (a negativ
koltséget nyereségként értelmezziik):

tevékenység koltség
q darab jegyzet vasarlasa 900 ¢
q darab jegyzet eladdsa  —1500 ¢
teljes koltség —600 ¢

Ebben az esetben a g egységnyi novelése a koltségeket 600 forinttal csokkenti
(a nyereséget 600 Ft-al noveli). Az eddigi koltségelemzés alapjan a tilkészletezési
koltség c, = 150, az alulkészletezési koltség pedig ¢, = 600.

Alkalmazzuk most az optimélis megrendelésre vonatkozo levezetett feltételt:

Flg) > c, 600 600

~ cot+c, 150+600 750

A megadott valdészintiségek alapjan példdnkban 200 darab jegyzet megren-

delése az optimadlis, mert erre adddik el6szor a kapott 0.3+0.2+0.2+0.1 = 0.8 el-
oszlasfiiggvény érték.

= 0.8.

A kapott eredmény illusztrdlasaként hatdrozzuk meg az egyes koltség eltéré-
seket
E(g+1) = B(g) = (co+ c)P(D < q) —

alapjdn az egymadsra kovetkez{ eltérések rendre:

E(51) — E(50) = (150 4 600) - 0.3 — 600 = 225 — 600 = —375,
E(101) — E(100) = 750 - 0.5 — 600 = 375 — 600 = —225,
E(151) — E(150) = 750 - 0.7 — 600 = 525 — 600 = —75,

E(201) — E(200) = 750 - 0.8 — 600 = 600 — 600 = 0,
E(251) — E(250) = 750 - 0.9 — 600 = 675 — 600 = 75,
E(301) — E(300) = 750 - 1.0 — 600 = 750 — 600 = 150.
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Bizonyos értelemben az el6z6 példdban is feltételeztiik a kereslet finomabb
felbontasat, mint az épp definidltat. Mégis, az az eset kiilon targyalando, amikor
a D keresletet egy folytonos valdszintiségi valtozéval reprezentéljuk. Az el6z6
modellre haszndlt hatdrelemzési eljarast ennek megfeleléen médositani kell.

Eszerint a dontéshoz6 varhat6 koltségét az a ¢* megrendelés minimalizélja
varhato értékben, ahol ¢* az a legkisebb megrendelési érték, amelyre teljesiil

Cy

Co + Cy

P(D <q) =

A feltételben az egyenl6séget az tette lehet6vé, hogy a kereslet most folytonos
val6szintiségi valtoz6. Egyszertien belathato, hogy a fenti feltétel ekvivalens az
Co

P(qu)zc e

egyenlettel.

PELDA. A légitarsasagok bevett gyakorlata, hogy a legnagyobb lehetséges nye-
reség elérése érdekében tobb jegyet adnak el, mint ahdny utas az adott gépre
felfér — arra szamitva, hogy nem minden utas fog ténylegesen utazni, egyesek le-
mondjak az utat kiilonb6z6 okok miatt. Vizsgéljuk meg az tjsagarus probléma
modelljével, hogy egy adott esetben hogyan hatdrozhaté meg az optimalis tiil-
foglalds.

A Fokker F70 gép 79 utast tud szdllitani. Tegyiik fel, hogy egy jaratra a jegy
ara 40 eFt, a talfoglalds miatt a géprol lemaradoé utas kdrpoétlas és egy mésik jarat
dragédbb ara miatt 20 eFt tobbletkoltséget jelent (és visszatéritik a teljes jegydrat).
A tapasztalatok szerint a jeggyel rendelkezd, de meg nem jelent utasok szdma
kozel normalis eloszldst kovet 10 varhato értékkel és 3 szérdssal.

Legyen most ¢ a légitdrsasdg altal az adott jaratra eladott jegyek szdma, d
pedig a meg nem jelent utasok szdma (ez eltér a kordbban szokdsos jelentéstdl).
Ekkor ¢ — d lesz a ténylegesen utazésra jelentkez6k szama. Ha ¢ — d < 79, akkor
mindenki utazhat, és ekkor a légitarsasag koltsége —40(q — d) (ezer Forintban).
Ha (¢ —d) > 79, akkor 79 utas lesz a gépen (ennek koltsége —79-40),és ¢ —d — 79
utas kap karpotlast fejenként 20 eFt értékben. Ekkor tehat a légitarsasag teljes
koltsége 20(q —d — 79) — 40 - 79 = 20q — 20d — 60 - 79 = 20g — 20d — 4740.
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Amennyiben ¢ — 79 a dontési véltozonk, akkor egy folytonos keresletfi
Ujsdgdarus problémat kell megoldani. A fenti adatok alapjan ¢, = 40, és ¢, = 20.
Az optimalis dontés feltétele:

¢, 40
Co+cu 20440 3

Standardizéljuk a D valészinfiségi valtozonkat a 10 varhato érték és a 3 szords
felhasznaldsaval:

[\

P(D<q—T9) =

D—1 791 .
P( 0 a=7 O):o.@

3 T 3
Bevezetve a Z = (D — 10)/3 standard normadlis eloszlast valdszintiségi
véltozot, optimalitési feltételnek azt kapjuk, hogy
— 79 —10 ,
O

A standard normalis eloszlds tablazatdbol megtudhatjuk, hogy P(Z < 0.43) =
0.6664 (és a kovetkezd értékre, 0.44-re mar 0.67 valoszintiség adodik). Innen a
kozelitd optimalis megoldas

azaZz
q = (0.43 - 3) + 89 = 90.29.

Eszerint a 1égitarsasdgnak az adott feltételek mellett a legel6nyosebb 90 vagy
91 jegyet eladnia a 79 tényleges fér6helyre. Természetesen ha az igény ennél
kisebb, akkor annyi jegyet érdemes kiadni. O
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Ahogy az Gjsdgarus probléma példajan is latszott, egy sztochasztikus programo-
zdsi probléma szokds szerint egy alapul szolgdld determinisztikus feladatra épiil.
Miutén kidertilt, hogy valamely valtoz6 valdjaban egy valoszintiségi valtozoval
adhaté meg, egy tjabb, sztochasztikus optimalizildsi modellt fogalmazunk meg.

A modell és feladat szavakat szinonimaként hasznalhatjuk. Szigortbb értelem-
ben a modell adja meg a feladatra vonatkozo feltételezéseket, és hatdrozza meg
azokat a matematikai objektumokat, amik a rendszeriink paramétereinek meg-
tfelelnek. Ez alapjan aztan felirhatjuk a konkrét megoldand¢ feladatot, majd az
eredményt alkalmazhatjuk lefrasi vagy miikodtetési céljainkra.

Abban az esetben, amikor a modellre vonatkozé dontést a véletlen esemény
eltt kell meghozni, statikus modellr6l beszéliink. Ide tartozik az Gjsadgarus problé-
ma is. Ezzel szemben dinamikus modellnek neveziink olyan modelleket, ame-
lyek olyan rendszerekre vonatkoznak, amelyek allapotaikat id6ben véltoztatjak.
Amennyiben a rendszer viselkedését nem befolyasoljak véletlen folyamatok, ak-
kor az optimilis vezérlést a rendszer induldsa el6tt meg lehet hatdrozni.

A sztochasztikus dinamikus rendszer esetén az optimalis mtikodtetéshez sziikség
van a valdszintiségi valtozok aktualis értékeinek megtigyelésére, és a rendszer
miikodésére val6 hatdsuk megéllapitasara.

Az alapul vett determinisztikus feladatokra a kovetkezd két példa szolgal
kiindulasi pontként:

Meghatarozando olyan x, hogy

gl(xaf) Z 07 QQ(x,f) Z 07 IR gr(x7§) Z 07

r€eD,

ahol D egy adott, nem véletlen halmaz, amit gyakran véges sok z-re vonatko-
z6 egyenlbtlenség hataroz meg. A ¢ szimbdélum olyan vektort jelol, amelynek
komponensei majd valészin{iségi valtozok lesznek.
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A maésodik determinisztikus feladat egy széls6érték keresés:

min h(zx, §)
teltéve, hogy

gl(x7€) Z 07 g2(£€7 é-) Z 07 Tt gr('x7 g) Z 0’

reD,

ahol D ismét egy adott, nem véletlen halmaz, amit gyakran véges sok z-re vonat-
koz6 egyenlbtlenség hataroz meg. A ¢ szimbolum itt is olyan vektort jelol, amely-
nek komponensei majd valdszintiségi valtozok lesznek.

Ezeknek a feladatoknak fontos specidlis esetei az aldbbi problémdk:

Meghatarozando olyan x, hogy
Tx>¢, (vagy Tx=¢),

Ar=0b és x>0,

illetve az, hogy

min h(z, )
feltéve, hogy

Ar=0b és x>0,
ahol esetleg nem csak &, de a 1" métrixok egyes elemei is véletlen val6szintiségi

valtozok.

A legels6 determinisztikus problémdnak felel meg példaul a kovetkezd vald-
szintiség maximalizaldsi feladat:

maXP(gl(xag) Z 07 g?(xag) Z 07 ce 97<$7€) Z 0)7
ugy, hogy x € D.
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A korldatozis nélkiili nemlinedris optimalizildsi feladatok gyakorlati problémakban
gyakran lépnek fel. Altalanos alakjuk

min f(x),

ahol a célfiiggvény kétszer folytonosan differencidlhaté (f € C?), f : R" — R.
A megoldas egyik modszere az, hogy az eredeti nemlinedris fiiggvényt a meg-
oldashoz tarté pontokban kvadratikus fliggvényekkel kozelitjiik, és a kovetkezd
iterdlt a kozelitésbél kapott megoldas lesz.

A feladat megoldasahoz helyi kereso eljarisokat szokds hasznalni, amelyek az
induléponthoz tartozo helyi minimumpont megkeresésére vallalkoznak, 4ltaldban
monoton nem novekvd célfiiggvényérték mellett.

Amennyiben a masodik derivélt, a H;;j(x) = 9°f(x)/0x;0x; képlettel adott
Hesse matrix ismeretes, akkor a leghatékonyabb a Newton médszer. Ez az érinto-
médszer alapjan miikodik, ami egydimenziés nemlinedris egyenletet old meg az
i1 = x — f(xr)/f (x)) iterdcios képlettel. A tobbdimenzids optimalizalasi
feladatra ennek a kovetkez6 formula felel meg:

1 = @ — H(2) V. f (),

ahol V f(xy) az f(z) fliggvény gradiense az xz;, pontban.

A korszerli szamitégépes megvaldsitdsokban a megadottndl kisebb 1épést
szokds tenni. Az ilyen Newton moédszerre bizonyos feltételek teljestilése esetén
kvadratikus konvergencia érvényes, azaz egy megfeleld xz* helyi minimumpontra

l2" = @l < Ofl2" — @il

érvényes egy alkalmas pozitiv C' konstansra.

Gyakran a Hesse maétrix nem 4llithat6 el egyszertien, vagypedig numerikus
differencidlassal jol kozelithets. Az erre az esetre médositott Newton moédszer-
nek quasi-Newton eljirds a neve. Erre kvadratikus konvergencia mar nem érvé-
nyes, csak a szuperlinedris konvergencia, azaz teljestil

o 7 =
1m =
k— o0 H:U* — $k||

0.
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Amennyiben csak a gradiensértékre lehet timaszkodni, akkor olyan eljarast is
fel lehet épiteni, amely az adott iterdciés pontbdl a negativ gradiens irdnydban
1ép tovabb:

Tp1 = T — AV f(2),

ahol \ alépéskoz. Az olyan médszereket, amelyek keresési irdnya a negativ gra-
dienssel pozitiv bels szorzatot ad, gradiens modszereknek nevezziik.

A gradiens moddszernek is vannak olyan véltozatai, amelyek nem igénylik a
célfiggvény derivaltjdnak ismeretét, ennek megfelel$ kozelitését maga az eljaras
allitja eld.

A gradiens moédszercsalad &ltaldban csak linearis konvergenciat mutat, de a
konjugalt gradiens médszerrel bizonyos feladatosztalyon el lehet érni a szuper-
linearis konvergenciét.

PELDA. Tekintsiikk az f(z) = (z; — 1)? 4+ (21 + @2 — 2)* fuggvényt. Ennek a
célfiggvénynek a minimuma az z; = 1, 2 = 1 pontban van, értéke 0. A gradiens

Vf(l') = (2($1 — 1) + 2(1’1 + X9 — 2), 2(ZL‘1 —+ 19 — 2))T,
a Hesse matrix és inverze pedig

H(z) = [ ;1 g ] ,illetve H(z) ™' = [ -gg _(1)8 ] '

Ennek alapjan a Newton modszer adta iteracié az zp = (3,3)” pontbdl indulva:

o=an - Vi) = (3 )= [ o2 1ol (PR

Innen

() 182 510)-() - ()-0) ()

Tehat ez alkalommal egy lépésben megkaptuk az (1,1)” optimalis megoldast.
Ez a jelenség a 1ényegében kvadratikus fiiggvényekre fordulhat eld.
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Tekintsiik az el6z6 példat, és oldjuk meg a gradiens modszerrel! Minimaliza-
lando tehat az f(z) = (v1 — 1)? + (71 + 72 — 2)? fliggvény. Ennek minimuma az
r1 =1, 9 = 1 pontban van, értéke 0. A gradiens

Vf(l') = (2(%1 — 1) + 2(1’1 + L9 — 2), 2(:131 + 19 — 2))T

Vegyiink egy viszonylag kis lépéskozt, A = 0.1-et, és ismét az =y = (3,3)"
indulépontot. Az iterdciés sorozat elsd 1épései ezzel az

Tpi1 = xp — AV f(xp)

képlet alapjan:

3 12 3 1.2 1.8
s ()0 (15)-(3)-(3)- ().
A kovetkezd iterdlt pontok a Matlab

>> X = x — 0.1+[2*x(X(1)-1)+2%x (x(1)+x(2)-2);2*(x(1)+x(2)-2)]

utasitdsaval kiszamitva:
(124 /0984 (08720
27180 )0 BT 1592 )0 T\ 14768 |-
A kovetkezd néhany kivalasztott kozelits vektor:
_( 0.8359 _ (09245 _( 0.9930 _( 0.9999
TO=\ 12722 )"0 7 11201 )"~ \ 10113 /7 "7 \ 1.0002 )°

Az iterdlt vektorok linedris konvergencidra utalnak.
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A konjugilt gradiens mddszer optimalizaldsra és szimmetrikus pozitiv definit
matrixd linearis egyenletrendszerek megoldédsara alkalmas. Pontos aritmetikaval
ugyan véges sok lépésben megtaldlna a megolddst, de a kerekitési hibak miatt
mégis iterdcids eljarasnak kell tekinteni. Szdmos varidnsa ismert.

Legyen A egy szimmetrikus, pozitiv definit méatrix, akkor a

1
q(x) = ExTA:I; — b
kvadratikus fiiggvénynek egyetlen z* minimumpontja van, és erre Az* = b

teljesiil. Mdas széval az Ax = b linedris egyenletrendszer megoldédsa ekvivalens a
q(x) kvadratikus fliggvény minimumpontjanak meghatarozasaval.
A tobbdimenzids optimalizalasi eljdrasok rendszerint az

Tk4+1 = Tk + QS

alakban keresik az 1j kozelité megoldast, ahol s, egy keresési irdny, és o a lépés-
koz. A kvadratikus fliggvények optimalizaldsa soran a kovetkezd észrevételeket
tehetjiik:
(i) A negativ gradiens (amelyik irdnyédban a célfiiggvény csokken) a rezidudlis
vektor: —Vq(x) =b— Az =r.
(ii) Adott keresési irany mentén nem kell adaptiv médon meghatérozni a 1épés-
kozt (mint dltaldnos nemlinedris minimalizalds esetén kellene), mert az op-

timdlis a kozvetleniil megadhat6. A keresési irdny mentén ott lesz a cél-
fliggvény minimalis, ahol az Gj rezidudlis vektor meréleges s;.-ra:

0= %Q(xkz—kl) = VQ(ffi?kH)T%ka = (Azg — b)" (%(xk +ask)) = —Ti8k

Az Gj rezidudlis vektort ki lehet fejezni a régivel és a keresési irdnnyal:
Tei1 =b— Axpr = b — Az + asy) = (b— Axy) — aAsy = rp — aAsy.

Balrdl beszorozva sf—vel, és megoldva ezt az egyenletet a-ra azt kapjuk,
hogy

. T,{Sk
s%Ask.
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Ezzel megkaptuk a szimmetrikus, pozitiv definit matrixa linedris egyenlet-
rendszerek megoldaséara szolgal6 konjugalt gradiens moédszert. Egy adott z( in-
dulépontra legyen sy = ryp = b — Az, ésiterdljuk k£ = 1,2, ... értékekre az alabbi
lépéseket, amig a megéllasi feltételek nem teljestilnek:

ar = (riry)/(st Asy) (alépéshossz meghatérozasa)
Tpy1 = T + oSy (iterdlt kozelitdé megoldas)
Tk+1 = Tk — o Asy (az 4j rezidudlis vektor)

Bit1 = (1 qme+1)/ (1 ri) (segédvaltozo)

A S A

Sk+1 = Tk+1 + Brr15k (az Gj keresési irdny)

Vegyiik észre, hogy az o értékét most kicsit mas formédban hatdroztuk meg
(r]'sy helyett rIry 4ll). Ervényes viszont, hogy

T T T T T
TSk = 11 (T + BpSk—1) = 7.7k + By Sk—1 = 7% Tk,

mivel az rj, rezidudlis vektor mer&leges az s;_; keresési irdnyra.

A korabbi gradiensmédszerek egyszerlien a negativ gradienst kovették min-
den iteracios 1épésben, de felismerték, hogy ez a meredek falti enyhén lejtd volgy-
szer(i fliggvények esetén sziikségteleniil sok iterdcids lépést kovetelt a volgy két
oldaldn val6 oda-vissza mozgdssal. A kisebb meredekséggel rendelkez6 irdnyban
viszont lényegesen gyorsabban lehetett volna haladni a megoldés felé. A kon-
jugélt gradiens moédszer ezzel szemben a 1épésenkénti merdleges irdnyvaltoz-
tatdssal kikiiszoboli ezt a hatranyt (innen a neve).

A megallasi feltétel szokds szerint az, hogy a felhasznal¢ el6irja, hogy az utolsé
néhdany iterdlt kozelités eltérése és a linedris egyenletrendszer két oldala kiilonb-
sége normdja ezekben a pontokban adott kis pozitiv értékek alatt maradjanak.

A konjugalt gradiens moédszer nemlinedris optimalizalasra is alkalmas, ha
minden iterdcids 1épésben az eredeti célfiiggvény kvadratikus modelljére alkal-
mazzuk (az adott pontbeli fiiggvényértékre, a gradiensre és a Hesse métrixra
vagy ezek kozelitésére timaszkodva).
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A KONJUGALT GRADIENS MODSZER A MATLABBAN

A konjugélt gradiens moédszer egy egyszerti megval6sitdsa a Matlabban:

function x = kg (A, b, x);
S = b-Axx;

r = s;
for k=1:20
a =(r’xr)/ (s’ *Axs);
X = X+ax*s;
rr = r—axAx*s;
s = rr+sx((rr’ xrr)/ (r’ *xxr));
r = rr
end

Az attekinthet8ség kedvéért a megallasi feltételeket elhagytuk a programbol,
ezek akkor allitottdk meg az iteraciot, ha a keresési irany, vagy a rezidualis vektor
normadja, illetve ha a megoldés utolsé két iterdltjanak eltérése normdja kisebb volt,
mint 0.00001. A kiinduldsi adatok:

S () )

Lathato, hogy a megoldas x* = [1,1]7. A kapott eredmény két iterdci6 utan:

r =
1.0e-014 «
-0.1554
-0.0888
ans =
1.0000
1.0000

Tehat a linedaris egyenletrendszer bal- és jobb oldaldnak eltérése méar a szadm-
abrazolas hataran volt, és az eredmény is nagyon kozeli az elméleti megoldéashoz.
Ez teljes Osszhangban van a moddszer (pontos aritmetika haszndlata esetén
érvényes) véges szamu lépésben val6 konvergenciajaval, de latszik a kerekitési
hibédk hatésa is.
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A linearis egyenletrendszerek megolddsdra szolgalo iteraciés Matlab eljara-
sokat 0sszegeztiik az aldbbi tdblazatban:

figgvény | matrix tipus modszer

bicg altalanos bikonjugalt gradiens médszer

bicgstab | dltaldnos stabilizalt bikonjugalt gradiens médszer
cgs altalanos négyzetes konjugélt gradiens modszer
gmres altalanos altalanositott minimum-rezidual médszer
minres Hermite-szimmetrikus minimum-rezidudl médszer

lsqgr altalanos konjugélt gradiens normélis egyenletekre
pcg Herm. poz. def. prekondicionélt konjugalt gradiens

gqmr altalanos kvazi-minimal rezidual modszer

symmlqg Hermite-szimmetrikus szimmetrikus LQ mdédszer

Ezek a fliggvények (a gmres kivételével) azonos hivasi formatumot haszndl-
nak. A legegyszer{ibb hivasi méd az

X = solver (A, Db),

ahol solver a tdbldzatban szerepld egyik eljards neve. Ha a megéllasi feltételben
a toleranciat modositani szeretnénk, akkor a hivasi forma

X = solver (A,b,tol),

ahol a tol érték az a szam, amellyel a norm (b-A+x) <= tolxnorm(b) feltétel
teljesiilését koveteljiik meg. A tolerancia alapbeéllitasa 1e-6.

Egy adott n x n-es A matrix nemnulla elemei szdzalékos aranyat a kovetkez6
Matlab utasitds adja:

>> nnz (A)/n"2
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EGYENLETRENDSZEREK ITERACIOS MODSZEREI / MATLAB / 2

A gyakrabban haszndlatos, érdekes matrixok, vektorok kozvetleniil is elér-
het6k a Matlabban:

>> b = ones(n,1l);
az egyesekbdl 4116 n hosszt oszlopvektort adja.

>> A = gallery ('wathen’,12,12); n = length(A)
n:

481
>> nnz (A) /n"2
ans =

0.0301

a 481 x 481-es Whaten matrixot generélja, amelynek rogzitett ritkasagi szerkezete
van véletlen elemekkel. A nemnulla elemek aranya kb. 3%. A prekondicionalt
konjugalt gradiens médszer a kovetkezd eredményt adja a fentiekben definialt
linearis egyenletrendszerre.

>>x = pcg(A,Db);

pcg stopped at iteration 20 without converging to the
desired tolerance 1e-006 because the maximum number of
iterations was reached.

The iterate returned has relative residual 0.063

Ez azt jelenti, hogy az eldirt megéllasi feltétel nem teljesiilt még a rezidualra,
tobb iteracié végrehajtasat kell ehhez engedélyezni.

X = pcg(A,b,1le-6,100);
pcg converged at iteration 86 to a solution with relative
residual 8.8e-007

Nagyon tanulsdgos a 12 helyett nagyobb paraméterrel futtatni a fenti utasi-
tdsokat. 40 esetén az n mar kozel 5000, a nem nulla matrixelemek aranya 3
ezrelék. Erre a feladatra a pcg eljards kb. 6 masodpercig futott, x = b \ A pedig
hétszer tovabb.
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Az iterativ eljardsok a hatékony miikddéshez &ltaldban prekondicionalast
igényelnek, az eredeti
Az =0

egyenlet helyett az M; és M, matrixokkal, illetve az M = M;M, matrixszal a
kovetkez6 egyenleteket fogjak haszndlni:

M{YAMGY - Moz = M1,

vagy pedig
M~ Az = M~'b.

Az atalakitds célja az, hogy az eredménymaétrix bizonyos értelemben kozel
legyen az egységmatrixhoz. A j6 prekondiciondl6é matrixok meghatdrozdsa nehéz
feladat, és altalaban az adott alkalmazds ismeretét kivdnja meg, amibdl a linearis
egyenletrendszer szarmazik.

Az altalunk vizsgdalt A matrixnak egy j6 prekondiciondldja az

M = diag(diag(A))

matrix, az A matrix f6atldja elemeibdl 4116 diagondlis matrix. Ezzel mint 6todik
argumentummal felhivva a pcg eljarast, lényegesebben gyorsabban kapunk a
megallasi feltételnek megtelel6 megoldast:

>> [x,flag,relres,iter] = pcg(A,b,1le-6,100,diag(diag(A)));
>> flag, relres, iter
flag =
0
relres =
9.0568e-007
iter =
28

Vegyiik észre, hogy amikor egynél tobb eredmény-argumentumot kériink, ak-
kor nem jonnek tizenetek. A flag nulla értéke azt mutatja, hogy a megoldés
teljesiti az el6irt megallasi feltételt iter darab iterdcids 1épés utén.
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FFUGGELEK, AZ ELOADAS FOLIAI

AUTOMATIKUS DIFFERENCIALAS / MOTIVACIO

A numerikus algoritmusok gyakran tdmaszkodnak valamely fliggvény de-
rivaltjdra. A kovetkezd eljarasokat szokds hasznélni:

1.

4.

Az illet6 fliggvény “kézzel”, papiron valé derivaldsa, majd a megfelel
szubrutin megirasa.

Numerikus derivalds: amikor a felhaszndl6 vagy a szamitégépes program
maga ad egy numerikus kozelitést (a differencia-hdnyadost) a derivalt
aktudlis pontbeli értékére: f'(x) ~ (f(z + h) — f(z))/h. Ha lehet valasztani,
akkor az algoritmusba beépitett kozelitést valasszuk!

A vizsgalt fliggvény szimbolikus derivalasa valamely szamitogépes algebra
rendszerben (DERIVE, REDUCE, MATHEMATICA, MAPLE, ...).

Az aldbb részletezend6 automatikus differencialas.

A numerikus derivalt haszndlatanak elénye (+) és hatranya (-):

+ nincs elézetes munkaraforditas a derivaltak “kézzel” torténd elballitasara,

+ emiatt javitani sem kell az azok programozdasa sordn elkovetett hibakat, és

+ akkor is miikodik, ha az illeté fliggvény képletét nem ismerjiik, csak a

kiszdmoldsara szolgal6 szubrutin adott.

— a levagasi hiba miatt sok értékes jegy veszik el. Ez a jelenség csak bonyolult,

és nem is minden szamitogépes kornyezetben rendelkezésre 4ll6 eszkdzok-
kel csokkentheté (valtozé méreti szamabrazolés, raciondlis aritmetika stb.),

— a gyorsan valtozé derivaltak becslésére alkalmatlan.

A L kézzel” val6 derivalés és a megfelel rutinok megadésa elénye és hatranya:

+ a levagasi hiba nem jelentkezik, a kiszdmitott derivaltértékek altalaban csak

nagyon kis kerekitési hibaval terheltek, és

+ a gyorsan valtoz6 derivaltértékek is jol meghatdrozhatok.

— a derivaltak képletének meghatdrozdsa munkaigényes, és a "kézzel” val6d

el6allitds esetén gyakran komoly hibaforrds, valamint

— csak a képlettel adott fiiggvények derivéltja hatdrozhaté6 meg ilyen médon,

tehat a kizarolag algoritmussal adottakat dltaldban nem lehet igy derivalni.
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A szimbolikus derivalasi lehet6ségek mellett (amelyek a képletet igénylik),
olyan moédszer is kellett, amely az el6z6 mddszerek elényeit képes egyesiteni a
hatranyok elhagyasaval, tehat:

+ lényegében nem igényel el6zetes raforditast a derivéltak "kézzel-” vagy
akar szamitégépes algebrarendszerrel, szimbolikus manipulédciéval val6
meghatdrozdsara,

+ emiatt nem is kell a megfelel6 szubrutinokat programozni és javitani,

+ akkor is m{ikddik, ha csak az illet6 fliggvény kiszamolaséara szolgélé szubru-
tin adott, de a fiiggvény képlete nem ismert,

+ a levagasi hiba miatt nem vesznek el értékes jegyek,
+ a gyorsan valtoz6 derivaltak meghatdrozésara is alkalmas, és

+ a derivaltak kiszdmitasanak mfiveletigénye altalaban kisebb, mint a numeri-
kus derivalasé, illetve az analitikus derivaltakat kiszamito szubrutinoké.

A MODSZER:

Ha egy f(x) fuggvény képlettel megadhato, illetve rendelkezésre &ll az 6t
kiszamit6é szubrutin, akkor a kovetkezd eljarassal egyszertien lehet a derivalt
értékét (nem numerikus becsléssel) meghatarozni.

1. A fiiggvény minden valtozdja és konstansa helyett hasznaljunk olyan
adatszerkezetet, amely két valos szambdl all. Az elsé felel meg a korabbi
valtozéértéknek, a mésodik pedig egy derivaltértéknek.

2. Minden valtozéra ez a mdasodik valés legyen kezdetben egy. Minden,
a fliggvény kiszdmitdsahoz haszndlt konstans 4j adatszerkezetében a masodik
érték legyen nulla.

3. Ezutdn csak olyan szabdlyokra van sziikség, amelyek minden mfiveletre
megadjak a megfelel$ operaciot az els6 tagon, és a derivélasi szabdlyoknak meg-
felel6 1épést a méasodik tagon.



218 FFUGGELEK, AZ ELOADAS FOLIAI
AUTOMATIKUS DIFFERENCIALAS / MUVELETIGENY

Példaul, ha f(z) = g(x) x h(z), akkor a szokasos programsor F' = G x H lenne.
Az automatikus differencidlas megfeleld mtivelete ezzel szemben

F(1) = G(1) * H(1),

és
F2)=G1)*x H(2)+ G(2) « H(1).

Szabdlyok néhany alapmiivelet és elemi fiiggvény differencidldsahoz:

y=f(x)latx axx af/r J/r log(xr) exp(r) cos(z)
f(x) +1 a —y/r 05/y 1/x Yy — sin(x)

Vegyiik észre, hogy a derivalt értékének kiszamitdsa soran sehol se jelenik meg
a derivaltfiiggvény képlete. Az automatikus differencidlasnak két végrehajtasi
maodja van:

1. a sima, egyszerii valtozat koveti az alapfliggvény kiszamitasanak sorrend-
jét, az argumentumoktdl halad a fiiggvényérték felé,

2. a forditott médszer ezzel szemben el8szor meghatérozza a fliggvény kisza-
mitdsi fajat, majd ennek ismeretében, a redundancidk kihaszndalasaval forditott
sorrendben haladva hatdrozza meg a fliggvény és derivéltja értékét.

A forditott algoritmus elényének az az &ra, hogy a tarigénye magasabb, és a
sima algoritmus egymenetes végrehajtadsdval szemben két menetet igényel.

A fontosabb automatikus differencialasi feladatok mtivelet- és tarigénye:

Feladat Algoritmus
sima forditott
L(f,Vf) | <4nL(f) < 4L(f)

L(f,Vf, H) | O(n*L(f)) | < (10n + 4)L(f)
L(f,J) | O@L() | <@Bm+1)L

< (f
f)) | < (f)
S(f,Vf) | O(S(f) | OWS(f) + L(f))
))) O f))

SV H) | O(S(f (S(f) + L(f)
S, J) O(5(f)) | O(S(f) + L(f)

Magyarazat: f: egy n-valtozoés fliggvény, f: m darab n-valtozos fiiggvény,
Vf:az f gradiense, H: az f Hesse-matrixa, J: az f Jacobi-matrixa, L(.): az ar-
gumentumok meghatarozasanak miveletigénye a {+, —, *, /, \/;log, exp, sin, cos}
alapmdtiveletek felett, és S(.): az argumentumok meghatdrozasanak tarigénye.
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Az automatikus differencidlds szamitégépes megvaldsitasat konnyiti, hogy a
sima valtozat idedlisan alkalmas objektum orientélt kornyezetben operator tul-
toltéssel valo elegdns megoldasra. Szdmos professziondlis megvaldsités sziiletett,
pl. a PASCAL-XSC, C-XSC, ADOL-C, ADIFOR, JAKEF rendszerek. Megemliten-
dd, hogy a legkorszertibb jelenlegi megoldédsok tobb szdzezer soros programok-
kal megadott fiiggvények differencidlasat teszik lehet6vé ezen a médon.

PELDA.

Hatarozzuk meg az f(x) = (v — 1)? fiiggvény derivaltjat az z = 2 pontban! A
differencialhanyados-fliggvény f'(x) = 2(x — 1), a keresett derivaltérték pedig 2.

A véltozénkhoz tartozé par (2,1), a fliggvényben szereplé konstanshoz tar-
toz6 pedig (1,0). A zardjelen beliili kifejezés f(x) képletében a

(2,1) — (1,0) = (1, 1)
part eredményezi. A négyzetreemelést szorzassal értelmezve az
(1,1) % (1,1) = (1,2)

part kapjuk, amelybdl kiolvashato, hogy f(2) =1, és f'(2) = 2.
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KORLATOZAS ES SZETVALASZTAS MODSZERE

Olyan optimalizalési feladatok megoldasara, amelyeket kozvetleniil nem le-
het valamely bevett eljardssal megoldani, hasznos az eredeti feladat egyszertibb
részfeladatokra valo felbontdsa. Ide tartozik az egészértékii linedris optimaliza-
lasi feladatok kore, és a nemlinedris programozas is.

Az alapotlet az eredeti feladat szisztematikus felosztdsa olyan kisebb, vala-
mely szempontbodl kezelhetSbb részfeladatokra, amelyek bizonyos értelemben a
teljes leszdmolds egy hatékony megval6sitasat adjak. A megoldott részfeladatok
eredményeit természetesen megfeleléen Osszegezni kell. A moddszer erejét az
adja, hogy minden lépése automatizalhato.

Tekintsiik azt a feladatot, amelyben

min f(x)

az optimalizalasi cél, és a lehetséges megolddsokat azonos dimenzidju, egész ko-
ordinataju = vektorok egy véges és nem tires L halmaza adja meg.

Ennek a feladatnak nyilvdnvaléan van optimdlis megoldasa, hiszen a véges
sok lehetséges vektor kozott nyilvan kijelolhetd az, amelyiknél kisebb célfiigg-
vényértéket a tobbi nem ad. Sok esetben a lehetséges megolddsok szdma nagyon
nagy. Igy példdul az n x n-es hozzarendelési feladat esetén n! darab lehetséges
megoldast kellene ellendrizni.

A korldtozds és szétvilasztis modszere két fliggvényre tdmaszkodik:

e a ¢ szétvilasztdsi fiigguény az L lehetséges megolddsi halmaz egy tetszéleges
L' (amire |L'| > 1) részhalmazdnak megadja egy valddi osztalyozasat.

e a g korlitozo fiigguény pedig az L egy tetszbleges L' # () részhalmazahoz
hozzarendeli az f(z), v € L' célfiiggvényértékek egy alsé korlatjat. Ameny-
nyiben L' egy z lehetséges vektorbdl all, akkor g(x) = f(x).

Erre a két fliggvényre alapozva mar fel lehet épiteni a korlatozas és szétvélasz-
tds modszer egy valtozatat.

Gyakran hasznos a lehetséges megoldasok L halmazat befoglalni egy kony-
nyebben kezelhet6 halmazba, és a felosztast azon végigkdvetni.
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A korlatozas és szétvalasztds (angolul branch-and-bound, B&B) mdédszere egy
leszamlaldsi fat épit fel a kovetkez6k szerint:

0. 1épés Az elSkészités sordn hatdrozzuk meg a g(L) értéket, és legyen L a
leszamlélasi fa gyokere. Legyen k = 1. Cimkézziik meg a gyOkeret a g(L)
értékkel.

1. 1épés Az aktudlis fa levelein hatarozzuk meg a cimkék minimumat, és valasz-
szunk ki egy minimadlis cimkéjii L’ levelet.

2. 1épés Amennyiben L' maér csak egy vektorbdl all (L' = {7}), akkor vége az
eljdrasnak, z optimadlis megoldas.

3. 1épés Bovitsiik az aktudlis fat ¢(L’) elemeivel, legyenek ezek L' leszdrmazott-
jai az épitett keresési fdban. Az 4j levelekre hatdrozzuk meg az alsé korlato-
kat a g fiiggvény segitségével, és rendeljiik 8ket cimkeként a megfelel6
levelekhez. Noveljiik a k iterdciészamot eggyel, és térjiink rd a kovetkezd
iterdcids 1épésre (1. 1épés).

Az eljards végessége abbol adodik, hogy a ¢ definicidja alapjan minden L'
részfeladatnak legfeljebb |L'| leszarmazottja van, és hogy az algoritmus futdsa-
nak minden fazisdban az eredeti L lehetséges megolddsi halmaz egy osztdlyoza-
sat jelentik az aktudlis levelek. A szétvalasztasi fliggvény tulajdonsdgan mulik,
hogy minden tjabb szétvalasztas valédi osztdlyozast ad. Ebbdl az adédik, hogy a
keresési fa maximadlis mélysége |L|. A fa végességébdl mar kovetkezik az eljaras
végessége is.

Az algoritmus helyessége azon mulik, hogy minden iterdcios fdzisban a lehetsé-
ges megoldasoknak az aktudlis levelek 4&ltal meghatarozott osztdlyozasa rész-
halmazaira ismert als6é korlatok legkisebbike alsé korlatja lesz az optimdlis cél-
fuggvényértéknek. A megallaskor tehat f(z) < f(z) addédik az = vektorra. Ez
pedig pontosan azt jelenti, hogy = optimalis megoldas.

Erdemes az alapmédszer inditésa sordn egy lehetséges megoldasra vonatkozé
(és ezért pontos) fels6 korlatot adni az optimum értékére. Ennek segitségével a
szdmontartott részfeladatok szamat csokkenteni lehet.
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KORLATOZAS ES SZETVALASZTAS MODSZERE, PELDA

Tekintsiik a kovetkez6 egyszerti 0-1 értékii linedris programozasi feladatot:

min —4xr; — x9 — T3 — T4

feltéve hogy a
or1 + 310+ 203+ 14 <5

feltétel teljestil, és z; € {0, 1},i=1,...,4.

Ebben az esetben a lehetséges megoldasok halmaza: L = {(0,0,0,0), (0,0,0, 1),
(0,0,1,0), (0,0,1,1),(0,1,0,0), (0,1,0,1), (0,1, 1,0), (1,0,0,0)}.

Az L-en a célfiggvény also korldtjdnak vegyiik azon célfiiggvény egyiitthatok
Osszegét, amelyekre van egyes valamely vektorban (ennél kisebb érték nem for-
dulhat el6): g(L) = —7.

Tegyiik fel, hogy a szétvalasztasi fiiggvény L-et olyan két halmazra bontja,
hogy L,-be keriiljenek azok a vektorok, amelyekre z; = 0, Ls-be pedig azok,
amelyekre z; = 1. Ekkor

Ll - {(07 07 07 0)7 (07 07 07 1)7 (07 07 17 0)7 (07 07 ]‘7 1)7 <O7 ]‘7 07 0)7 (07 17 07 1)7 (07 17 17 0)}7

és g(Ly) = —3, illetve
L, ={(1,0,0,0)},

és g(Lg) = —4.

Mivel a kovetkezd 1épésben az Ly levelet kellene tovabb osztani, és az mar
csak egy vektort tartalmaz, ezért 7 = (1,0,0,0) az optimdlis megoldas.

Vegyiik észre, hogy a fenti gyors megoldést csak az tette lehetévé, hogy a
lehetséges megoldasok halmazdbdl egy 1épésben sikeriilt elkiiloniteni egy egy-
elemfi részhalmazt, amelyre a céltiiggvény értéke nem volt nagyobb, mint a tobbi,
a lehetséges megoldadsok kozé tartoz6 vektor célfiiggvény értéke.

Gyakorlati feladatokban persze lényegesen nagyobb szamu iterdcié kell a
megoldashoz — madésrészt ezzel egyiitt is hatdsos és hatékony eszkodz lehet a
korlatozas és szétvalasztds modszere.
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INTERVALLUM ARITMETIKA

A valés szamokra végzett miiveleteket ki lehet terjeszteni intervallumokra is,
és ha valamely mennyiségrél nem egy konkrét valés szammal val6 egyenl8sé-
gét, hanem egy intervallumba valé tartozasat ismerjiik, akkor az intervallumokra
végrehajtott miiveletek eredménye tartalmazza az intervallumokban 1év6 valos
értékekre vonatkoz6 miiveletek értékét is.

HALMAZELMELETI DEFINICIO: Ao B :={aob:a € A, b€ B}; A B €1, ahol
I a valés kompakt intervallumok halmaza (azaz olyan [i, j] intervallumoké, ame-
lyekre 7,5 € R, és i < j).

ARITMETIKAI DEFINICIO:

la,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d],
[a,b] — [¢,d] = [a —d,b—¢],
la, b] * [¢,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)],
[a,b]/[c,d] = [a,b] x [1/d,1/c], ha 0 ¢ [c,d].

Az osztas definidldsanal a 0 ¢ [c, d] feltétel gyakran el6fordulé megszoritasnak
tlinik, de a tapasztalatok szerint nem az.

ALLITAS. Az aritmetikai definici6 megfelel a halmazelméletinek, és viszont. Te-
hét az intervallum-aritmetika ebben az értelemben pontos.

A bizonyités az allitdsban szereplé miiveletek monotonitasdn mulik.

Az alapmtiveleteken til a standard fiiggvényeket is ki lehet terjeszteni inter-
vallumokra. Azt az eljarast, amelynek soran egy valés fliggvény miiveleteit és
standard fiiggvényeit rendre intervallumos megfelel&jiikre cseréljiik, természetes
intervallum kiterjesztésnek nevezziik.

Azt mondjuk, hogy egy f(x) valos fiiggvény befoglalé fiiggvénye az F'(X), ha
minden x € X valésra f(x) € F(X), ahol X € I". A természetes intervallum
kiterjesztés befoglal6 fliggvényt ad. Az f(z) fliggvény értékkészletét az X inter-
vallumon f(X)-el jeloljtik.

PELDA. Az x — z? értékkészlete a [0, 2] intervallumon [—2, 0, 25]. Ezzel szemben
az intervallum-kiterjesztéssel ad6d¢6 intervallum [—4, 2].
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AZ INTERVALLUM-ARITMETIKA ALGEBRAI TULA]DONSAGAI

az + ésa —, illetve a * és az / nem inverzei egymadsnak, ha intervallumokra
alkalmazzuk 6ket. Példaul [0,1] — [0,1] = [-1,1], és [1,2]/[1,2] = [1/2,2].
Valamint [0, 0] + [0, 1] — [0, 1] = [—1, 1] és az eredmény nem |0, 0].

érvényes az un. szubdisztribticiés torvény, azaz A(B + C) C AB + AC.
Példaul [0, 1]([1,1] —[1,1]) = [0,0] c [0,1][1,1] =0, 1][1,1] = [-1, 1]. Mé&srészt
viszont az a € R konstansra a(B + C) = aB + aC'.

érvényes az az &ltalanos szabdly is, hogy a 0-szélességli intervallumokra
(amelyekre w(A) = 0, ahol w(A) = b —a, ha A = [a,b]) az intervallum-
miiveletek megegyeznek a val6s szamokon szokdsos miiveletekkel.

az Osszeadds és a szorzas kommutativ és asszociativ. Az egyetlen egység-
elem az [1,1], az egyetlen zéruselem a [0, 0].

érvényes az intervallum-miiveletek befoglaldsi izotonitasa: A C B, C' C D -
bdl kovetkezik, hogy AoC' C BoD. (Persze csak akkor, ha az illetd mtiveletek
definidltak.)

definidljuk az n-dimenziés A € 1" intervallum szélességét a koordinatan-
kénti intervallumok szélességének maximumaként: w(A) := max(w(A4;)

i=1,...,n),ha A= (A, Ay, ..., A,) € I". Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:
1. ha A C B, akkor w(A) < w(B),
2. w(C+ D) =w(C)+w(D) (az egy dimenzids esetben),
3. w(aB) = |a| w(B).

Definidljuk az A intervallum m(A) kozéppontjat a kovetkezdk szerint:

m(A) = (a+0b)/2,ha A € 1,és m(A) = (m(A1),m(Asz),...,m(A,)), ha Ael".
Ekkor m(A + B) = m(A) £ m(B),ha A, B € I".

A gépi szdmokkal végzett intervallumos miiveletek soran gondoskodni kell

arrdl, hogy a kerekités soran a befoglalési tulajdonsag ne vesszen el. Ehhez ele-
gendd az un. kifelé kerekitést alkalmazni, azaz az eredmény intervallumok als6
végpontjat lefelé, a fels6t felfelé kell kerekiteni. Ezek a kerekitési médokat egy
IEEE szabvéany biztositja, de szamos programozasi nyelv teljes intervallum kiter-
jesztést ad, pl. C-XSC, INTLAB, PROFIL/BIAS.
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PELDA AZ INTERVALLUM-ARITMETIKAN ALAPULO KORLATOZAS ES
SZETVALASZTAS MODSZERRE

Tekintsiik a min f(z) = 2? feladatot az X = [—2,10] intervallumon. A széls6-
érték nyilvan a 0 pontban van. Az f(z) fliggvény befoglalé fliggvényértéke a
kiinduléasi intervallumon [—2, 10] * [—2, 10] = [—20, 100].

A kiindulési intervallumot osszuk fel két egyenld részre. A kapott intervallu-
mokra adodo korlatok:

F([=2.4]) = [-8,16],  £([4,10]) = [16, 100].

Ebbdl az adoédik, hogy a teljes feladatra vonatkoz6 alsé korlatunk -20-rél -8-ra
javul. Vegyiik észre, hogy a mdsodik részintervallumon a célfiiggvényiink mo-
noton, ezért a befoglalé fliggvényiink pontos.

A kovetkezd iterdcids 1épésben a legigéretesebb részintervallum a [—2,4].
Osszuk fel most ezt. Az ezutdn meglévd részintervallumokra a korlatok:

f(=2,1]) = [=2,4],  F([1,4]) = [1,16],  f([4,10]) = [16,100].

Mivel egy részintervallumon (|—2, 1]) kapott fels6 korlat kisebb, mint egy masik
részintervallumra ([4, 10]) érvényes als6 korlat, ezért az utébbi torolhets a keresé-
si tartomdnybdl, hiszen nem tartalmazhat optimaélis megoldast.

A kovetkezd néhany iterdcié utani még figyelembe veendd részintervallumok

a hozzajuk tartozo korlatokkal:

f([_27 _075]) = [07257 4]7 f([_0757 1]) = [_0757 1]7 f([lv 4]) — [17 16]7

f([-2, =0,5]) =10,25, 4], f(]-0,5, 0,25]) = [0, 125, 0,25],
f([0,25, 1]) = [0,0625, 1], f([1, 4]) = [1, 16],

£(]=0,5, —0,125)) = [0,015625, 0,25], f([—0,125, 0,25]) = [—0, 03125, 0,0625],
f([0,25, 1]) = [0,0625, 1].

Az optimdlis célfiiggvényértékre vonatkozé bizonytalansag 5 iteracids 1épés
alatt 120-r61 0,1 ald csokkent. Az optimum helye bizonytalansaga 12-r6l 1,5-re
alakult.
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INTERVALLUM-FELOSZTASI ALGORITMUS

Az intervallum-felosztdsi (Moore-Skelboe) algoritmus adott nemlinedris fligg-
vény valamely intervallumon vett globdlis minimumadnak alsé- és felsébecslését
adja meg. A kezdeti X intervallumban egy olyan X' részintervallumot keres
meg, hogy F(X') tartalmazza a globalis minimum értékét, és az F'(X') inter-
vallum szélessége kisebb legyen, mint egy el6re adott ¢ pozitiv konstans. Az
algoritmus a kovetkezd:

1.
2.

Legyen Y := X és y := min F/(X). Inicializdljuk az L = ((Y,y)) listat.

Valasszunk egy olyan k koordinatat, amellyel parhuzamosan az ¥ = Y] x
-+ X Y, -nek maximélis hossztsagu éle van.

. Vagjuk ketté Y-t a k irdny mentén: igy olyan V) és V5, boxokat kapunk,

amelyekre Y =V, U Va.
Szamitsuk ki F'(V})-et és F'(V3)-t, és legyen v; = min F(V;) i = 1, 2-re.
Toroljik (Y, y)-t az L listabol.

(a) Monotonitési-vizsgalat: toroljiik a (V;,v;) part, ha 0 ¢ F;(V;) valamely j
(1<j<n)reési=1, 2-re.

(b) Kivagasi-vizsgalat: toroljiika (V;, v;) part, ha v; > f (ahol f adott eljaras-
paraméter, dltaldban a globélis minimum legjobb ismert felsd korlatja) és
i=1, 2.

Tegytik a (Vi,v1) és (Va,v2) parokbdl a megmaradtakat a listdba. Ha a lista
ures, akkor STOP.

Jeloljiik a lista azon parjat, amelynek mésodik eleme a legkisebb, (Y, y)-al.

Ha F(Y') szélessége kisebb, mint ¢, akkor nyomtassuk ki F'(Y') és YV értékét,
és STOP.

Folytassuk az algoritmust a 2. 1épésnél.
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INTERVALLUM-FELOSZTASI ALGORITMUS 1.

Az 5a pontbeli monotonitési teszt:
toroljiikk a (V;, v;) part,ha 0 ¢ FJ((V;) valamely j (1 < j <n)reési=1, 2-re

akkor torol valamely részintervallumot, ha azon az f(z) fliggvény szigortan
monoton. Ilyen esetben az adott intervallum nem tartalmazhat a belsejében mi-
nimumpontot. Ha az algoritmus azzal 4ll le, hogy iires lett a lista, akkor meg kell
vizsgélni, hogy nem lehetett-e minimumpont az eredeti X intervallum hatdran
példaul tgy, hogy az algoritmust Gjrainditjuk egy X O X intervallummal. Masik
megoldés lehet, ha az 5a 1épésben a torlés helyett az aktudlis intervallumot he-
lyettesitjiik a megfelels lapjaval. Ekkor nincs sziikség az X intervallummal val6
ellendrzésre.

Az 5b pontbeli kivagasi teszt:

toroljiik a (V;,v;) pért, ha v; > f (ahol f adott eljdrds-paraméter, 4ltaldban a
globalis minimum legjobb ismert fels6 korlétja), i = 1, 2

olyan részintervallumokat dob el, amelyekre az f(x) fliggvény lehetséges leg-
kisebb értéke is nagyobb, mint f.

Az f értékét megvalaszthatjuk a feladatra vonatkozé el6zetes informaciink
alapjan, de adaptiv médon is: kezdetben legyen f = max F(X), majd minden
vagasnal f = min(f, max F(V}), max F(V3)). Algoritmusunk 5b lépése az
utobbi eljardssal biztos nem dob ki olyan részintervallumot, amelyben globalis
minimumpont van. Szokds f javitdsa helyi keresé médszerrel (és utdna a kapott
kozelité optimum intervallumos kiértékelével).
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INTERVALLUMOS NEWTON MODSZER

Tekintstik most az f(x) = 0 egydimenzios feladatot. Feltételezziik, hogy f'(x)
folytonos fiiggvény az [a, b] intervallumon, és

0¢{f(z),x € [a,b]} valamint f(a)f(b) < 0.

Ha az f(x) zérushelyének egy X befoglaldsa ismert, akkor egy jobb, Xj.4
befoglaldst a kovetkezd iteracios képlettel kaphatunk:

f(C(Xk))) N X,

oo = (e - G

Itt ¢(X) az X intervallum egy bels6 pontja (példaul a kozéppontja). Tekintsiik az
f(z) = Vo + (z + 1) cos(z) fuggvényt a [2,3] intervallumon. A kapott iterdcios
sorozat az intervallumok w(X},) szélességével egytitt:

1 [2)0, 3,0] 1,0

2 [2,0, 2,3] 0,3

3 [2,05, 2,07] 0,02

4 [2,05903, 2,05906] 0,00003

5 [2,059045253413, 2,059045253417] 0,000000000004

Optimalizélasi feladatokra nyilvan a célfiiggvény derivéltjara kell a képleteinket
alkalmazni, hiszen annak a zérushelyeit keressiik. Ekkor az iterdciés formula a
kovetkezd lesz:

f1e(Xy))

Xpo1 = (C(Xk) - W) N X}

Itt f'(z) a célfiggvény derivaltja, F"(X) pedig a masodik derivélt befoglalé
fiiggvénye. Vegyiik észre, hogy az iterdcids képletiink nem fiigg kozvetleniil
magatol a célfiiggvénytdl. Ez rendben is van abbdl a szempontbdl, hogy nyilvan
azonos iterdcids sorozatot varunk f(x)-re, és annak eltoltjara, f(z) + c-re.

Amennyiben a célfiiggvény tobbdimenzids, akkor az intervallumos Newton
1épés:
Xir = (e(Xy) = HH(XR)VF(e(XR))) N X,

ahol H(X}) az f(x) Hesse matrixa befoglaldsa az X argumentum intervallumra.
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Ebben az esetben a feladat egy olyan kellemetlen gyar telepitési helyszin
meghatdrozésa volt, amelyre a magyarorszagi nagyobb varosok lakosai szdmaval
aranyos elutasitds figyelembevételével a lehet6 legkisebb gondot okozza.

A célftiggvény ennek megfelelGen

l;
o) = Z (= 2)* + (y — 9:)*

ahol z és y a telepités helyszinének koordindtdi, az i-edik varos lakosai szdma /;,
koordinatéi pedig x; és y;. Nyilvan f(x) minimalizaldsa a cél.
Az optimalizalasi feladat korlatozasat jelentette, hogy

e a gyarnak az orszdghatarokon beliil legalabb 50 kilométerre kell lennie,
e a varosok 5 kilométeres korzete is kizart a telepitésbdl.

A kapott eredményt a kovetkez dbra mutatja — konkrétan a megvizsgalt rész-
intervallumok jel6lésével:

X

Erdekes, hogy ha a hatartél val6 eltérést nem koveteltiik meg, akkor az
optimadlis pozicié minden esetben a hatdrra adédott, még akkor is, ha figyelembe
vettiik a hataron tili nagyobb vérosok taszit6 hatédsat is.
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KORPAKOLASI FELADATOK MEGOLDASA B&B MODSZERREL

Két ekvivalens megfogalmazas:

e Helyezziink el adott n darab egybevagd kort atlapolas nélkiil, maximalis
sugdrral az egységnégyzetben.

e Helyezziink el adott n szdmu pontot az egységnégyzetben gy, hogy a
koztiik 1é6v6 minimAlis tdvolsdag maximalis legyen.

max min \/(:1:1 — xj)z + (yi — ?Jj)Q;

1<i#j<n

ahol 0 < z;,y; <1,

n=30

A satfrozott korok kis mértékben mozgathatok az optimalitds megtartdsa mel-
lett (a globalis minimumpontok halmaza pozitiv mértékii). Két kor érintkezését az
Osszekot6 vonalak jelzik.

Hardver: PC, Pentium IV 1.8 GHz processzor, 1 GB RAM. Szoftver: Linux,
GNU C/C++, C-XSC Toolbox, PROFIL/BIAS. A kézéppontok tavolsdgédra kapott
korlatok:

Fyy = [0.2305354936426673, 0.2305354936426743), w ~ 7- 107",

Fyy = [0.2268829007442089, 0.2268829007442240], w =~ 2 - 10~

Fyy = [0.2245029645310881, 0.2245029645310903], w ~ 2 - 10~ .
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A teljes futdsi idok: ~ 53, 50, illetve 21 6ra. A feladatok megoldasdhoz kb. egy
milli¢ részintervallum kellett. A verifikalt eljards az optimélis pakolds helyére

vonatkozé bizonytalansdgot tobb mint 711, 764, illetve 872 nagysdgrenddel
csOkkentette.
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G Fiiggelék

Kiegészitd szorgalmi feladatok

1. El8szor irjunk programot N valds szam Osszeaddsdra, majd igazoljuk, hogy mar harom
szam esetén is az illet6 program éaltal (véges szamabrazolas mellett) megadott eredmény és
a valédi osszeg eltérése lehet pl. 2003-nél nagyobb. Mit lehet tenni?

2. Adott egy korpdlya véges sok benzinkittal, amelyekben pontosan annyi benzin van,
amennyivel korbe lehet autézni a palyat. Feltessziik, hogy a benzintartdly mérete elegendd-
en nagy ahhoz, hogy akar a teljes benzinmennyiséget befogadja. Igazoljuk, hogy akkor
létezik olyan pont (nyilvdn egy benzinktt, ahol tankoldssal kezdiink), ahonnan indulva
korbe lehet menni anélkiil, hogy kifogyna a benzin.

3. Le lehet-e rajzolni (pl.) egy asztalteritére kontinuum sok (4ltaldban kiilénb6z6 méretii)
nyolcast anélkiil, hogy azok vonala metszené egymdst? Nehezebb a feladat harom
szakaszbdl all6 szimmetrikus csillagokkal, de ugyanaz az eredmény.

4. Adott egy épiil6félben 1év6 hdz, a padldson 3 izz6, a pincében ezekhez hdrom kapcsold. A
pincébdl nem lehet 1atni, hogy vildgitanak-e a lampdék. Tetszbleges kapcsolgatas utan (azt
tudhatjuk, hogy melyik a bekapcsolt dllapot) a padlason meg kell mondani, hogy melyik
kapcsol6 melyik kortéhez tartozik. A pincébe tehat nem lehet mar visszamenni. Vigyazat, a
feladat megoldhato, és minél elméletibb megoldést keresiink, annal reménytelenebb!

5. Tekintsiik az 1 = V1 = /(—=1)(=1) = V/=1y/—1 = —1 levezetést! Melyik egyenléség a
hibas? Egy glinyos megjegyzés szerint mindegyik helyes, csak az egyenl6ség nem tranzitiv.
Barmilyen hihetetlen, ez nem is 41l messze az igazsagtol. Erdekességként a Derive nevii
szimbolikus matematikai program helyb&l a harmadik egyenletet véli hamisnak — ami
egybevag a hallgatok leggyakoribb tippjével (ez az egyenl6ség abszolit rendben van).

6. Vegyiink egy narancsot, tegyiik fel, hogy a héj vastagsdganak ardnya alland6 a narancs
sugardhoz képest. Igazoljuk azt a meglep® allitast, hogy a narancs dimenzidjanak novelésé-
vel (3,4,...) a héj nélkiili, ehet6 rész térfogatanak ardnya nulldhoz tart!

7. Tekintstink egy kort, amelybe bele van rajzolva 6 maximadlis sugart egybevagd, egymadst
nem &tfedd kisebb kor. Igazoljuk, hogy a nagyba ekkor még egy, az el6z6ekkel megegyezd
méretli kis kor is belefér! Még megoldatlan feladat négyzetbe 31 maximaélis sugara
egybevagd kor rajzolésa.

8. (Erd6s Pél:) Legyen adott 2 < N < oo pont a sikban tigy, hogy nem mind esik egy
egyenesre. Igazoljuk, hogy akkor van olyan két pont az N-b&l, amelyek 4ltal meghatarozott
egyenesen nincs mas pont az eredeti halmazbdl.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

G FUGGELEK, KIEGESZITO SZORGALMI FELADATOK

Huazzuk be egy tetszbleges haromszog szogharmadol6 félegyeneseit. Igazoljuk, hogy ezek
metszéspontjai egyenld oldalt haromszoget alkotnak!

Azt kiséreljiik meg igazolni, hogy 90° = 91°. Vegyiink egy AB szakaszt, mérjiink fel
az A pontban 91°-ot, a B pontban pedig 90-et (tigy, hogy a félegyenesek az AB szakasz
azonos oldaldra essenek). Meérjiik fel ugyanazt a tdvolsagot a félegyenesekre: AD = BC.
Legyen az AB felez6pontja X, a CD felez6pontja Y. Hizzuk meg ezekben a szakaszfelezd
merdlegeseket. Legyen ezek metszéspontja S. (Azt egyszeriien be lehet latni, hogy a
telezémerdlegesek egyetlen pontban metszik egymadst.) Ekkor AS = BS, és DS = CS, tehat
az ADS hdromszog egybevagd a BCS hdaromszoggel. Ebbdl adodik, hogy az SAD szog
megegyezik az SBC szdggel, amibdl kivonva az SAB = SBA szoget kapjuk, hogy 90° = 91°

Szorzas orosz moédra (vagy orosz parasztszorzas, ‘multiplication a la Russe’): tegyiik fel,
hogy csak kettével tudunk szorozni és osztani. Pl. a 27 x 13 helyett igy 54 x 6 -ot frunk,
és megjegyezziik, hogy a 27-el volt valami bajunk, hiszen a 13 nem oszthat6 kettével. A
kovetkezd 1épés: 54 x 6 helyett 108 x 3, majd 216 x 1, és a 108-al volt bajunk. Innen mar csak
az eredményt kell leolvasni: 216 + 108 + 27 = 351. Indokoljuk, hogy hogyan johetett ki az
eredmény, és miért ez a jelenlegi leggyorsabb szorzési eljards szamitogépeken!

Egy televiziés vetélkedSben a jaték egy fazisdban a nyertes valaszthat harom ajt6é koziil,
amelyek mogott egy-egy majom, illetve egy Mercedes aut6 van. A jatékos nyilvan az autét
szeretné. Mikor a kezét az egyik kilincsre teszi, a jatékvezetd (minden esetben) felkiélt, hogy
ne azt valassza. Annak igazoldsdul, hogy tudja, hogy melyik ajt6 mogott mi van, kinyitja az
egyik madsik ajtét, ami mogott egy majom van (ezt nyilvdn mindig meg lehet tenni).

Indokolt-e véltoztatni az elsd vélasztason, és milyen valdszinfiséggel van auté az egyes ajtok
mogott, ha a jaték fair, az ajandékok elosztasa egyenletes eloszlassal torténik, és a jaték alatt
nem valtozik a helytiik?

Igazoljuk, hogy minden zart sikgorbének van olyan négy pontja, amelyek egy négyzetet
hatdroznak meg! (nyitott probléma)

Igazoljuk, hogy van olyan, az = és y tengelyekkel parhuzamos oldalt, raciondlis oldal-
hosszt négyzet, amelyben van olyan pont, amelynek minden csticstdl vett tavolsdga egész
szam! (nyitott)

Tekintsiink egy ag, by oldala téglalapot. Osszuk fel ezt véges sok téglalapra, és legyenek a
kis téglalapok oldalai rendre a; és b;, i = 1,2, ..., n. Igazoljuk, hogy érvényes a

| sin(ag)| | sin(by)| < Z | sin(a;)| | sin(b;)]

=1

egyenl6tlenség! Nyitott a megforditdsa: a megadott egyenl6tlenségeknek elegettevd a;, b;
péarokhoz milyen tovabbi feltételek teljesiilése esetén rendelhetd megfeleld téglalappakolas?

Tekintsiik azt a helyzetet, amikor egy 100 iil6hellyel rendelkezé repiil6gépre minden
jegyet eladtak, az utasok beszillasra jelentkeznek, de az elsd beszallonak nincs meg a
beszéllokartyédja, és igy nem tudja hova is kell iilnie. Ezek utan 6 egy egyenletes eloszldssal
véletleniil valasztott helyre iil. Ezt kovet6en minden utas a sajat helyére iil ha az iires, illetve
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egy egyenletes eloszldssal valasztott még szabad helyre, ha a sajatja foglalt. A kérdés az,
hogy az utols6 utas milyen valészintiséggel tud a sajat helyére iilni?

"Tekintsiink eqy gombalakii tehenet.”
(Egy amerikai egyetem alkalmazott matematikai intézete altal egy rosszul tejeld
tehenekkel megvert gazddlkodé megbizasara irt tanulmany els6 mondata.)
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H Fiiggelék

A 2002-es SIAM numerikus verseny feladatai

2002-ben a SIAM News folyéirat 100 dolldr, 100 decimaélis jegy cimmel versenyt irt ki numerikus
feladatok megoldasara’®. A maximalis pontszdmot minden feladatra 10-10 pontos jegy meg-
addsaval lehetett elérni. Bar a hatdrid6 rég lejart, érdemes a kit(izott feladatokat megnézni.

1. Mi az értéke a lim,_,g | R cos(z!log x)dx integralnak?

2. Egy foton mozog 1-es sebességgel az = — y sikon, a ¢ = 0 id6pontban indul az (z,y) =
(0.5,0.1) pontbdl keletnek. Minden egész koordinatajui (z,y) pont koriil van egy 1/3 sugart
koralaku tiikor. Milyen messze van a foton az origétél a ¢ = 10 idSpontban?

3. Az A végtelen matrix, amelynek komponensei a1 = 1, a12 = 1/2, as = 1/3, a13 = 1/4,
ase = 1/5, az; = 1/6 stb., korlatos operétor ¢*-ben. Mennyi || A||?

4. Mi a globdlis optimuma a kovetkez6 fliggvénynek:
1
exp(sin(50z)) + sin(60e?) + sin(70sin(z)) + sin(sin(80y)) — sin(10(z +y)) + Z(xQ + %) 714

5. Legyen f(z) = 1/I'(z), ahol I'(z) a gamma fliggvény, és legyen p(z) egy kobos polinom,
amely a legjobban kozeliti f(z)-t az egység sugart korén a ||.|| supremum normaban.
Mennyi ||f — pll.?

6. Egy bolha a (0,0) pontbdl indul a kétdimenziés egész racson, és egy torzitott véletlen sétat
hajt végre: minden 1épésben északra vagy délre egyarant 1/4 valdszintiséggel ugrik, keletre
1/4 + e-nal, nyugatra pedig 1/4 — e-nal. Annak a valészinfisége, hogy a bolha visszatér a
(0,0) pontba, 1/2. Mennyi €?

7. Legyen A az a 20000 x 20000-es matrix, amelynek elemei nulldk a f6atléban 1év6 2,3,5,7,
..., 224737 primek, és azon egyesek kivételével, amelyek olyan a;; poziciékban vannak,
amelyekre |i — j| =1,2,4,8,...,16384. Mi lesz az A~! métrix bal fels6 eleme?

8. A [—1,1]x[—1, 1] négyzetes lemez u = 0 homérsékletli. A ¢ = 0 id6pontban a hémérsékletet
egyik oldaldn u = 5-re emeljiik, mig a tobbi oldalt valtozatlanul v = 0 hémérsékleten
tartjuk. A meleg a lemez belsejébe dramlik v, = Au szerint. Mikor éri el a hdmérséklet az
u = 1 értéket a lemez kozéppontjaban?

Nick Trefethen: A Hundred-Dollar, Hundred-digit Challenge. SIAM News 35(2002)

14Ezt a feladatot egy intervallum aritmetikan alapul6 korlatozés és szétvélasztas algoritmus 0.26 masodperc alatt,
1975 fliggvény-, 1158 gradiens- és 92 Hesse-matrixhivés dran megoldotta: az optimum befoglaldsa a kovetkezdnek
adodott: [—3.306868647475316, —3.306868647475196]
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9. Az I(a) = f02 2 + sin(10c)]zsin(a /(2 — z))dxintegral fligg az « paramétertdl. Milyen
a € [0,5] értékre lesz I(a) maximalis?

10. Egy részecske Brown-mozgast kovet a 10 x 1 téglalap kozepébdl (azaz 2D véletlen sétat
végteleniil kicsi 1épéskozzel), amig el nem éri annak hatdrat. Mi a valdszintisége annak,
hogy az als6 vagy fels6 hatarra ér ki, és nem valamelyik oldals6 szakaszra?
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A standard normalis eloszlas tablazata
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0.4990

239




240 I FUGGELEK, A STANDARD NORMALIS ELOSZLAS TABLAZATA

Ertelemszertien, ha a P(x < a) valdszintiséget keressiik, akkor a tablazatbeli értékekhez 0.5-et
hozz4 kell adni.
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Kotelez6 program témak

® N o g o= LW N

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

a hatizsak feladat megoldasa teljes leszamolassal

a hatizsdk feladat megoldasa kozvetett leszamolassal

a hajorakodasi feladat megolddsa teljes leszamolassal

a hajorakodasi feladat megoldasa kozvetett leszdmolassal
a fix koltség feladat megolddsa racsmenti kereséssel*

az utazo tigynok feladat megoldésa teljes leszamolassal
az utazé tigynok feladat megoldasa szimplex médszerrel *

az utaz6 tigynok feladat megolddsa kozelitése a hozzarendelési feladat megoldédsaval
(Magyar moédszer) *

az utazo6 tigynok feladat megoldasa a legkozelebbi varos beillesztése heurisztikaval
az utazé tigynok feladat megoldésa a legkodzelebbi varos hozzdadédsa heurisztikdval
az utazé tigynok feladat megoldasa a legkozelebbi varos besztirdsa heurisztikaval
az utazo ligynok feladat megoldasa a legtavolabbi varos besziirasa heurisztikaval
az utazo iigynok feladat megoldasa a legolcs6bb besziirds heurisztikaval

az oszlopgenerélds médszere a szabasi feladatra*

rendezés nélkiili heurisztikdk a szabasi feladatra

rendezéses heurisztika a szabasi feladatra

online szabdasi heurisztika (sajat szakirodalom feldolgozassal)*

a legrovidebb ut feladat megoldasa a Dijkstra algoritmussal

a maximadlis folyam feladat megoldasa a Ford-Fulkerson eljarassal

a CPM eljaras megval6sitdsa

a projekt leroviditési feladat megoldasa
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22.
23.
24.
25.

26.

27.
28.

29.
30.

31.

J FUGGELEK, KOTELEZO PROGRAM TEMAK

a PERT eljards megval6sitasa
a diszkrét keresletti tjsdgarus probléma megoldédsa
a folytonos kereslet{i Gjsdgarus probléma megoldésa

egyes stochasztikus modellek feladatai megolddsa Monte Carlo mddszerrel és szimulacio-
val*

a Newton moédszer megvaldsitdsa nemlinedris feltétel nélkiili optimalizalasi feladatok
megoldaséra

nemlinedris feltétel nélkiili optimalizalasi feladatok megoldésa gradiens médszerrel

a konjugélt gradiens moddszerek Osszevetése nemlinedris feltétel nélkiili optimalizalasi
teladatokon

automatikus differencialds az INTLAB csomaggal*

korlatozdas és szétvalasztds modszere nemlinedris feltételes optimalizdlasi feladatok meg-
oldasara

az intervallum aritmetika hasznélata nemlinedris optimalizdldsra az INTLAB csomaggal*

* Az igy megjelolt feladatok megitélésem szerint nehezebbek: aki jobb jegyet ambicional,
annak érdemes ilyent védlasztania, bar az egyszer{ibbeket is lehet gyonyor{ire megirni...
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