Automatikus differencialas

CsENDES TIBOR

A differencidlhanyadosoknak fontos szerepiik van a numerikus matema-
tikdban, szamos teriileten szinte elengedhetetlen a hasznalatuk. Ilyen prob-
lémék talalhatok példaul az optimalizaldsban, a nemlinedris egyenletmeg-
oldasban, az iranyitdselméletben és az érzékenységvizsgdlatban is. Talan
a legismertebb eset a fiiggvények zérushelyének megkeresése, itt a derivalt
hasznédlatdval miikodé Newton-Rawson eljards konvergenciasebessége lénye-
gesen jobb, mint a derivaltakat nem hasznalé szel6- vagy hirmoédszeré. Egy
példa sajat tapasztalatbol [1]: bizonyos globdlis optimalizalasi feladatok meg-
olddsa a derivéltak haszndlata nélkiil egyszeriien lehetetlen volt (a fellép6
hatalmas térigény miatt) — mig a gradiens alkalmazasaval hatékony algorit-
must lehetett megadni. Ma mar egyes programozasi nyelvek (pl. a PASCAL-
XSC [7]) is tamogatjak az automatikus differencidldst megfelel6 adattipussal
és miiveletekkel, és szamos szoftver is hasznalja ezt a derivalasi modszert
(pl. [10]-ban leirt optimalizalasi eljaras, amely csak a célfiiggvény megaddsat
igényli).

1. Hogyan szokds a derivaltakat szamitégépen elballitani, és
miért nem igazan jok ezek a megoldasok? A leggyakrabban hasznalt
két modszer a derivaltértékek eléallitasara azok numerikus kozelitése és a
"kézzel” val6 derivaltmeghatarozéas a derivalasi szabéalyok alkalmazasaval.

Tekintsiik példéul az f(z) = (z — 1)? figgvényt az & = 2 pontban. A
numerikus differencidlds a derivalt értékét (az egyik szokdsos modszerrel)
az (f(x) — f(z — d))/6 becsléssel kozeliti, ahol ¢ egy a szamdabrazolasnak
megfelelden vélasztott 0 és 1 kozotti kis szam. § = 107% esetén f/(2)-re
igy (Fortranban, dupla pontossiggal) 1.99999997674282781190 adédik. A
derivalasi szabdlyok alkalmazédsdval az f'(x) = 2z — 2 fiiggvényt kapjuk,
ennek szamitogépes kiértékelése (lényegében) 2-t ad.

A legtobb numerikus matematikai monografia és a professziondlis nu-
merikus programcsomagok tobbsége is ezt a két utat javasolja, bar mindkét



modszernek vannak olyan gyengéi, amelyek szamos feladatban lehetetlenné
vagy értelmetlenné teszik alkalmazasukat. A ritka kivételek egyike Skeel és
Keiper konyve [11], amely a szimbolikus differencidldssal szemben is az au-
tomatikus derivalast javasolja.

Erdekes osszefliggések vannak a derivalas és az integralds analitikus, il-
letve numerikus meghatarozasa kozott is. Az analitikus derivalds képlettel
adott, elemi fiiggvényekbdl felépitett fliggvényekre konnyen, csaknem mecha-
nikusan végrehajthat6, mig az analitikus integralas nehéz vagy akar lehetet-
len is lehet. Ezzel szemben a numerikus kozelités a derivaltra gyakran pon-
tatlan, mig az integrdlra altalaban pontosabb.

A numerikus derivaltak viszonylag kénnyen programozhatok, sokszor a
konyvtari program maga allitja ¢ket el6, ha a felhaszndlé nem adott meg
szubrutint az analitikus derivaltak kiszamitasara. A numerikus derivalt hasz-
nalatanak elonye, hogy

+ nincs el6zetes munkaraforditas a derivaltak ”kézzel” torténo eloallitdsa-
ra,

+ emiatt javitani sem kell az azok programozasa sordn elkovetett hibdkat,
és

+ akkor is miikodik, ha az illet6 fiiggvény képletét nem ismerjiik, csak a
kiszamolasara szolgald szubrutin adott.

Hétranya viszont, hogy

— a levagasi hiba miatt sok értékes jegy veszik el. Ez a jelenség csak
bonyolult, és nem is minden szamitégépes kornyezetben rendelkezésre
allé eszkozokkel csokkenthetd (valtozé méretii szamabrézolds, racio-
nélis aritmetika stb.).

— a gyorsan valtozo derivaltak becslésére alkalmatlan.

Az optimalizdldsban altaldnosan elfogadott hiivelykszabdly szerint (ha-
csak lehetséges) érdemes eléallitani a derivaltakat szamité szubrutinokat.
Ezen eljaréas elénye, hogy

+ a levdagasi hiba nem jelentkezik, a kiszamitott derivaltértékek altalaban
csak nagyon kis kerekitési hibaval terheltek, és



+ a gyorsan valtozo derivaltértékek is jol meghatarozhatok.
A hatranya ezzel szemben, hogy

— aderivaltak képletének meghatarozasa munkaigényes, és a "kézzel” valo
eléallitas esetén gyakran komoly hibaforrds, valamint

— csak a képlettel adott fiiggvények derivédltja hatarozhaté meg ilyen
modon, tehat a kizarélag algoritmussal adottakat altalaban nem lehet
igy derivdlni.

[tt kell megjegyezni, hogy a szamitogépes algebrarendszerek (mint példaul
a Mathematica, a Maple vagy a Derive) szimbolikus manipulaciéval el6 tud-
jak allitani a képlettel adott fiiggvények derivaltjait. fgy ez az el0készito
munka legalabb szamitégépesithetd, tehat nem feltétleniil kell ”kézzel” végre-
hajtani. Az ilyen szimbolikus derivalas, a vele jar6 egyszertsités és a prog-
ramozasi nyelvre valé alakitas idéigénye nagyon valtozd, mindenesetre a
szamitogépes algebrarendszerek sokat fejlodtek ezen a téren az utébbi idében
[5].

Az automatikus differencidlas egyszertien abbdl az igénybol fakadt, hogy
az el6z6 modszerek eldnyeit kell egyesiteni a hatranyok elhagyasaval. Olyan
eljarast kerestek tehat, amely

+ lényegében nem igényel el6zetes raforditast a derivaltak "kézzel-” vagy
akar szamitogépes algebrarendszerrel, szimbolikus manipulacioval valo
meghatarozasara,

+ emiatt nem is kell a megfelel6 szubrutinokat programozni és javitani,

+ akkor is miikodik, ha csak az illeté fiiggvény kiszdmolasara szolgald
szubrutin adott, de a fliggvény képlete nem ismert,

+ a levagasi hiba miatt nem vesznek el értékes jegyek,
+ a gyorsan valtozo6 derivaltak meghatdrozasara is alkalmas, és

+ a derivaltak kiszamitasanak miiveletigénye altaldban kisebb, mint a
numerikus derivalasé, illetve az analitikus derivaltakat kiszamité szub-
rutinoké.



1. Tablazat. Néhany alapmiivelet és elemi fiiggvény differencidlasa

y=f(x)|atz axzx a/x Jxr log(z) exp(z) cos(z)
f'(x) +1 a —y/r 05/y 1/z y —sin(x)

Maga az 6tlet nem nagyon bonyolult, és jellemz6 médon tébben egymastol
fiiggetleniil ratalaltak [5, 8, 12]. Ha valaki kedvet érez hozzd, maga is megpro-
balhatja az automatikus differencidldst ujra felfedezni: az el6z6 feltételeket
teljesit6 eljarast kell megadni (eddig nem &rultunk el semmi lényegeset a
triikkbél).

2. Az otlet. A triikkk minddssze annyi, hogy haszndljuk az adott
fiiggvényre ismert kiszamitdsi eljarast az egyes miiveletekhez tartoz6 de-
rivalasi szabélyokkal egyiitt. Példaul ha f(x) = fi(z) * fo(z), akkor legyen
f'(x) értéke fi(x)* fox)+ fi(z)* fi(x), ahol f](z) és fi(x) értéke mar ismert.
Minden egyes részletszamitdssal egytitt tehat a rd vonatkozd, az aktualis
valtozo- és konstansértékekhez tartozé derivaltértéket is meghatarozzuk, és
taroljuk. A kiindulashoz a valtoz6 derivéltja természetesen 1, a konstansé
nulla. Az 1. Tablazat egyes alapmiiveletek és elemi fiiggvények differencidla-
sanak formalis lefrasat tartalmazza, itt x valtozd, a pedig konstans.

Az automatikus differencialas implementaldsa sordan célszeri olyan adat-
szerkezetet valasztani, hogy minden, az illeté fliggvény kiszdmitasaban sze-
repet jatszo valtozo és konstans szamara egy rendezett part hasznalunk, a-
melynek elso tagja a szokasos értéket tartalmazza majd, a masodik tag pedig
a hozza tartozé derivaltértéket. Ilyen adatstrukturaval az Gj miiveleteket
egyszer felirni szubrutinok segitségével, vagy egyes ijabb programozasi nyel-
vekben (pl. C++ vagy FORTRAN-90) az eredeti miiveletek és standard
fiiggvények definicidjanak az 1ij adatszerkezetre valé kiterjesztésével (oper-
ation overloading). Az utébbi esetben a mar miikddo, az eredeti fliggvényt
kiszamité programban csak az adattipust kell kicserélni (pl. "real” helyett
?derivative” vagy "gradient”), és maéris rendelkezésre allnak a kivant de-
rivaltértékek.

Tekintsiink egy egyszeri példat az automatikus differencialds hasznélata-
ra: hatdrozzuk meg ismét az f(r) = (x — 1)? fliiggvény derivéltjat az x = 2
pontban! A differencidlhdnyados-fiiggvény tehdt f'(z) = 2z — 2, a keresett



derivaltérték pedig 2.

A valtozénkhoz tartozé par (2,1), a fliggvényben szereplé konstanshoz
tartozé pedig (1,0). A zdrdjelen beliili kifejezés f(x) képletében a (2,1) —
(1,0) = (1,1) part eredményezi. A négyzetreemelést szorzassal értelmezve

az (1,1) (1 1) = (1,2) part kapjuk, amelybdl kiolvashatd, hogy f(2) = 1,

1
esf()

3. Kiterjesztések. A képlettel megadott fiiggvények differencidlasa-
val szemben szokas kiemelni az ”algoritmusok differencidlasat”. Ezen az
automatikus differencialas egyszeri kiterjesztését értik feltételes utasitasokat
is tartalmazdé eljarasokkal megadott fliiggvények derivalasara. Az utébbiakkal
kapcsolatban persze felvetodik, hogy differencidlhatdk-e ezek egyéltalan. Sze-
rencsére ez a probléma inkabb elméleti jellegii, és a technikai megoldast nem
nagyon befolyésolja [3].

A magasabbrendi derivaltak eléallitdsahoz két ut kozott valaszthatunk:
vagy kozvetleniil az egyes miiveletekhez tartozé magasabbrendii derivéalasi
képleteket hasznaljuk (példaul, ha f(z) = g(z)+ h(z), akkor f"(z) = ¢"(x)+
h"(x)), vagy az alacsonyabbrendii derivaltak kiszdmitasara mar meglévé al-
goritmusra alkalmazzuk ismételten az algoritmusok differencialasat.

A t6bbvaltozés fiiggvények differencialasara a bevezetett automatikus dif-
ferencialasi modszer minden tovabbi nélkil alkalmazhato, az egyes parcialis
derivaltak meghatarozasakor csak a valtozo-konstans viszonyt kell mindig
megfeleléen tisztazni. Ez is konnyen programozhatd, és igy a gradiens, a
Hesse- és a Jacobi-matrix kiszamitasa is nagyon kényelmessé teheto.

4. Az automatikus differencialas két valtozata. Az automatikus
differenciadlas legegyszeriibb megvalésitasa az, amikor a kiilonben méar ren-
delkezésre all6, az adott fiiggvényt kiszamito programot kibovitjiik az egyes
miiveletekhez tartozo elemi derivalasi lépésekkel - megtartva az eredeti al-
goritmus szerkezetét. Ezt a moddszert a tovabbiakban sima algoritmusnak
fogjuk nevezni. Az angol nyelvii szakirodalomban nincs még kialakult egysé-
ges elnevezése, a "forward”, ” contravariant” vagy ”bottom-up” jelzokkel szo-
kas megkiilonboztetni (a masik, forditott eljards angolul "reverse”, ”back-
ward”, ”covariant” vagy ”"top-down”). A két eljards lényegében az Osszetett
fliggvények derivalasahoz hasznalatos lancszabdly végrehajtasi irdnyaban kii-
16nbozik.



A sima eljards példaul az y = f(g(h(z), k(z))) figgvény automatikus

differencialasa soran a

du =
dv =
dw =
dy =

sorrendet koveti.

B (z)dz,

K (z)dz,

[9u(u, V)1 () + g0 (u, v)K'(2)]dz,
f'(w)lgu(u, v)W' () + go(u, v)K' (z)]dz

A forditott eljaras az ellentétes iranyban alkalmazza a lancszabdlyt:

[gu(u, v)du + g, (u,v)dv],
[gu(u, v)du + gy(u, v)k' (z)dz],
[gu(u, v)dW (z) + gy (u, v)K' (z)]dz.

A forditott algoritmus elénye abban van, hogy ez a végrehajtasi sor-
rend lehetévé teszi tobbvaltozds fliggvények differencidldsa soran bizonyos
szitkségtelen miiveletek elhagydsit. Ennek az az dra (amit a kdvetkezd sza-
kasz adatai is aldtdmasztanak), hogy a forditott algoritmus tarigénye maga-
sabb, és a sima algoritmus egymenetes végrehajtasaval szemben két menetet

igényel.

A két valtozat kozotti kiillonbség megvildgitasa céljabol tekintsiik most
az f(r) = x1(1 — x,)? fiiggvényt az x = [2,1]7 pontban. A sima eljards
az egyes végrehajtott miiveletekkel egyiitt a megfelel6 derivaltértékeket is

meghatarozza:
fi=x =2
fo=x=1
f3=1
Ji=[f3—f2=0
f5s = f42 =0
Joe = [fifs =2

dl - (170)7
d2 - (071)7
d3 - (070)7

d¢ = fi1ds + dy f5 = (0,0).

A sima eljaras ekozben esetleg tobbszor is végrehajtja ugyanazt a miivele-
tet, viszont nem igényli a kiszamitdsi fa 1étrehozasat és tarolasat. A forditott
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algoritmus ezzel szemben el6szor meghatarozza az f; értékeket és a kiszamita-
si fat, majd ennek segitségével eldéllitja a d; = 0f /0 f; értékeket:

dg =1
ds = ds 3t = ds 1 = 2,
dy = dsg = ds2f4 = 0,
ds :d4g—jﬁ;‘ =dy1 =0,

dy = dy 38 = dy(—1) = 0,

dy = dsg—fff =dsfs = 0.

A gradiens értékét a [dy,dy]” vektor adja.

5. Miivelet- és tarigény. A 2. Téblazat az automatikus differen-
cialas két valtozatanak miivelet- és tarigényét adja meg néhany gyakori de-
rivalasi feladatra. A legmeglepébb adat taldan az, hogy egy tobbvaltozos
fuggvénynek és gradiensének meghatarozasa a forditott algoritmussal legfel-
jebb négyszerannyi miiveletet igényel mint az illeté fiiggvény kiszamitasa.
A fels6 korlat tehat nem is fiigg kozvetleniil az illet6 fliggvény valtozoinak
szamatol.

Az automatikus differencidlas miveletigénye nagyjabdl megfeleltetheto
egy ciklusmentes grafban a legrovidebb 1t megkeresése miveletigényének,
hozzdadva a kiszamitasi graf létrehozasanak miiveletigényét. A tarigény nagy
részét a kiszamitasi graf tarolasa okozza. A tar- és miiveletigény javitasa
terén még varhatok tovabbi eredmények, de az is latszik, hogy a tarigény
inkdbb csak a miiveletigény rovasara csokkenthet6 (és viszont).

6. Az automatikus differencidlas veszélyei. Az elozoek alapjan
ugy tinhet, hogy az automatikus differencidlds szamitégépes megvalositdasa
problémamentes. Sajnos nem egészen ez a helyzet, ime néhany példa:

1. A zérus gyokok esete. Tekintsiik az f(z) = (/o] + x4 fiiggvényt. Ez dif-
ferencialhato, és a gradiense a (0.,0.)7 pontban (0.,0.)7. Az automatikus
differencidlas a négyzetgyok miivelethez azonban nem tud értéket rendelni,
ha a gyok argumentuma nulla. A felhaszndlé szamara ilyen esetekben az a
leghasznosabb, ha az illeté implementacié felhivja a figyelmet erre a hibale-
hetéségre, pl. az IEEE aritmetikat tdmogaté szamitogépekben a NaN (Not



2. Téblazat. A fontosabb automatikus differencialasi feladatok
miivelet- és tarigénye. Magyarazat: f: egy n-valtozds fiiggvény, f: m
darab n-valtozods fiiggvény, V f: az f gradiense, H: az f Hesse-matrixa, J: az
f Jacobi-mdtrixa, L(.): az argumentumok meghatirozasanak miiveletigénye
a{+,—,x*,/, \ﬁlog, exp, sin, cos} alapmiiveletek felett, és S(.): az argumen-
tumok meghatarozasanak tarigénye.

Feladat Algoritmus
sima | forditott
L(f,V[f) || <4nL(f) < A4L(f)

L(f, V[, H) | O(n*L(f)) | < (10n+4)L(f)
L(f,J) | O(nL(f) | < (3m+1)L(f)
S(F,VF) | O(5(f) | O(S(f) + L(f))
O )
0 )

SISV H) | O(S(f) | O(S(f) + L(f)
S(f,J) O(5(f)) (S(f) + L(f)

a Number) érték hozzarendelésével.

2. A programeldgazas esete. Tekintsiik az alabbi utasitast:
if =1 then f(z) =1 else f(x) = 2?

Vilagos, hogy az igy definidlt fliggvény folytonosan differencialhato, mégis
az automatikus differencidlds a hamis f’(1) = 0 értéket adja. A példa kicsit
erOltetettnek tinik, de viszonylag gyakran el6fordul, hogy adott fiiggvény
kiszamitasara hasonlé moédon az argumentumok értékétol fliggben mas és
mas eljarast adunk meg. Valodi megoldast erre a problémara nem lehet
javasolni, legfeljebb azt, hogy a jelenség tudataban (kiilonosen az egyenldség-
feltétellel adott programeldgazas esetén) a felhasznalé ellenérizze, hogy ilyen
hiba felléphet-e.

3. A hatarértékkel adott fliggvény esete. Eddig a fiiggvények megadasara
mindig véges eljarast hasznaltunk. Mi torténik akkor, ha ez a leiras végtelen?
Konnyt olyan alkalmazasi példat mutatni, ahol a differencidlni kivant fugg-
vényt csak egy iterativ sorozattal tudjuk jellemezni. A klasszikus analizis
szerint viszont a differencidlas és a hatarértékképzés nem cserélhetok fel.
Tekintsiik a kévetkezo egyszert fliggvénysorozatot:
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fi(z) = ze fo(z) = ze P e L f= z(e ™), ..

Automatikus differencidlassal (is) limg_,o f7.(0) = 1, habdr a valédi f(z)
hatérfiiggvényre f'(0) = 0. Ebben az esetben is csak azt lehet tandcsolni,
hogy a jelenség ismeretében az automatikus differencidlassal nyert értékeket
ellendrizni kell. Ehhez viszonylag kényelmesen hasznalhato elméleti eredmé-
nyek is rendelkezésre allnak [2].

7. Az automatikus differencidlas implementaldsa. A mar emli-
tett PASCAL-XSC beépitett adattipusainak és kiterjesztett alapmiiveletei-
nek a hasznalata a legegyszeriibb. A felhaszndlénak minddssze a megfelelo
adattipusokat kell megvéltoztatnia. A FORTRAN-90 és C++ nyelvekben
ezek az 1j adattipusok és a kiterjesztett miiveletek megvalodsitasa utan ugyan-
olyan kényelmesen lehet az automatikus differencidlas sima algoritmusat al-
kalmazni, mint a PASCAL-XSC tamogatasaval. Anonymous ftp-vel elérheto
egy C++ bdvités az iamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.de cimen, a
/pub/toolbox/cxsc konyvtarban. Ismertetése a [4] kdtetben taldlhato.

A kovetkezd egyszerii példéban az f(x) = 25(x — 1)/(z + 2) fuggvény
és derivaltja értékét hatarozzuk meg automatikus differencidlassal az © = 2
pontban. A PASCAL-XSC implementacio érdekesebb részleteit adjuk csak
meg.

program pelda (input,output);
type df_type = record f,df: real; end;

operator + (u,v: df_type) res: df_type;
begin res.f:=u.f+v.f; res.df:=u.df+v.df; end;

operator * (u,v: df_type) res: df_type;
begin res.f:=u.f*xv.f; res.df:=u.df*v.f+u.f*v.df; end;



function df_var (h: real) : df_type;
begin df_var.f:=h; df_var.df:=1.0; end;

var x,f: df_type;

h: real;
begin
h:=2.0;
x:=df_var(h) ;

f:=26x(x-1)/(x+2);
writeln(’f, df:’,f.f,f.df);
end.

Szdmos kevésbé elegans, de anndl hatdsosabb szamitégépes eszkoz (pre-
processzor, precompiler, keresztfordité és méas programcsomag) érhet6 el az
automatikus differencidlas megvaldsitasara. Mintaként néhany hiresebbnek

az adatai:

e A JAKEF egy FORTRAN precompiler, amit az Argonne National
Laboratory fejlesztett ki. Inputként egy skaldr vagy vektorfiiggvényt
kiszamito szubrutint hasznal, és eredményként egy a gradienst, illetve a
Jacobi-matrixot el6allité szubrutint ad. A forditott algoritmusra épiil.
A dokumentécidt és a forrasszoveget is meg lehet kapni. A NETLIB
nevi adatbazisban talalhaté, bovebb informéciét igy kaphatunk, hogy

a netlib@research.att.com E-mail cimre egy ”send index” iizenetet
kiildiink.

A FORTRAN programok sima algoritmussal valé automatikus diffe-
rencidlasara szolgal6 GRAD programcsomag a kdvetkezd cimen érhetd
el: Larry Husch, Dept. Mathematics, University of Tenessee, Knoxville
TN, USA, illetve husch@wuarchive.wustl.edu az elektronikus posta-
val.

Az ADOL-C egy C++ nyelven irt rendszer, amely C vagy C++ nyelvi
algoritmusok differencidlasara alkalmas sima és forditott eljarassal is.
A forraskéd és a dokumentacié Andreas Griewank cimén érheté el (Ar-
gonne National Labs, Argonne, IL 60439, USA, illetve elektronikus
postdval griewank@antares.mcs.anl.gov).

10



e A MAPLE nevi szamitogépes algebrarendszer az 5.1-es véltozatatol
kezdve a szimbolikus derivalas mellett képes az automatikus differenci-
alasra is (a sima algoritmussal). Az ”optimize” rutinja csdkkentheti a
miiveletigényt, és az eredményt FORTRAN vagy C nyelven is ki tudja
adni.

Meg kell még emliteni, hogy az automatikus differencialdshoz természetes
moédon kapcsolhaté a kerekitési hibak becslése és a szamitott derivaltak
alsé- és fels6korlatjainak meghatdrozasa is. Az utébbi feladatok (részben
az intervallum-aritmetikdra tdmaszkodva) szintén kényelmesen megoldhatdok
szamitégépen [4, 7, 10].
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Automatic Differentiation
(Summary)

Derivatives are required for optimization, integration of stiff differential
equations, parameter estimation, sensitivity analysis, and in many other
problems. Often, hand-coding of analytical derivative computations is too la-
borious and error-prone, and the use of finite difference approximations is too
expensive and/or inaccurate. Sometimes symbolic algebra packages can be
useful, but these are generally inadequate when the functions to be differen-
tiated are defined by computer programs containing intermediate variables,
loops, and conditionals. This is where automatic differentiation comes in.
The article gives a review of the state of the art in automatic differentiation.

12



