Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 02
Tarigény

/[Recap: térigényj

tarigénye O(log A)

-

o a tarigényt szintén az input leirasahoz sziikséges bitek n szamanak fiiggvényében
adjuk meg, szintén csak nagysdgrendben (,,O-ban”)

» magat az inputot és az outputot nem kell beleszamolni, ha az inputot csak olvassuk

e ha egy int valtozoba futds kozben a belekeriil6 maximélis érték A, akkor az &

e ha a kédban nincs fliggvényhivas, akkor a tarigény a lokalis valtozok tarigényének
osszege lesz (plusz az inputbdl jov6 tag, ha frunk az inputba is)

~

/-| 1. feladat.

Elemezziik az alabbi kéd tarigényét!

1 int isPrime(int A) {

2 for (int B := 2; B < A; B++) {
if (A % B == 0) return O

I }

5 return 1

o ¥

\

/-| 2. feladat.

Elemezziik az alabbi kéd tarigényét!

| int tombMax(int[] T) {

2 if (T.length == 0) return O

3 int max = T[0]

4 for (int i := 1; i < T.length; i++ ) {
5 if (max < T[i]) max := T[il;

6 }

7 return max;

\

A 3. feladat.

Elemezziik az alabbi kéd tarigényét!
1 int tombMax(int[] T) {
2 if (T.length == 0) return 0
int maxIndex = 0
4 for (int i := 1; i < T.length; i++ ) {
if (T[maxIndex] < T[i]) maxIndex := ij;
}
7 return T[maxIndex];

s}

o o
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/[Recap: fiiggvényhivés] ~

Ha az elemzendé kédunkban szerepel fliggvényhivas, akkor a tarigénynél minden egyes
fliggvényhivasos lépésben

o kiszamitjuk az argumentumok lemasolasahoz sziikséges tarat

o plusz, maganak a hivott fiiggvénynek a tarigényét, ezt a kettot osszeadjuk
és (mivel fuggvényhivas utdn a hivott fuggvény ,visszaadja a stacket”) ha tobb fiiggvény-

hivas is szerepel egy fliggvénytorzsben, akkor a sziikséges memoria ezeknek a fiiggvényhiva-
soknak szamitott memoria maximuma, plusz a fiiggvény lokélis valtozéinak tarigénye lesz

- J

/| 4. feladat. ~

Elemezziik az alabbi kéd main figgvényének tarigényét!
1 int f£(int A) {

2 int M := 0

3 for (int i := 0; i < A; i++) {

4 M:=1-M

}

6 return M

7}

9 int main(int[] T) {

10 int count := 0

11 for (int i := 0; i < T.length; i++) {
12 int A := £(T[i])

13 count := count + A

14 }

15 return count

16 }
. /

Recap: rekurziéj

Rekurziv fiiggvények esetében ha a fliggvényiinkben csak egyetlen rekurziv hivas van, akkor
a tarigénye a (lokalis valtozok tarigénye + a rekurziv hivasban az argumentum leirasahoz
sziikséges bitek szdma), szorozva a rekurzié maximalis mélységével.

A 5. feladat. ~

Elemezziik az alabbi kéd tarigényét!

1 int sum(int A) {

2 if (A <= 0) return O
3 int B := sum(A - 1)
1 return A + B

5
- J
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A 6. feladat. ~

Az aldbbi kéd inputja egy graf, szomszédsagi matrixszal reprezentalva: G[i] [j1=1, ha
van i-bol j-be él, 0, ha nincs, N pedig a csicsok szama (tehat G egy N x N-es méatrix).
Elemezziik a tarigényét!
1 int haromszog(int N, int[][] G) {
2 for (int i := 0; i < N; i++)
for (int j := 0; j < N; j++)
for (int k := 0; k < N; k++)
if (G[i1[j] && G[j][k] && G[il[k] ) return 1;

6 return O;

T}
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1. feladat megoldasa.
Az A input valtozd értékét csak olvassuk, igy az innen jové n bitet nem kell beleszamolni a
tarigénybe.

A kédban szerepel még egy B lokélis valtozo, melynek értéke legfeljebb A lesz, tehat neki a
tarigénye O(log A), ami O(n) (hiszen mint kordbban is, az input mérete n = O(log A).

Mivel a fliggvény kdédjaban nem szerepel tovabbi fiiggvényhivas, és az inputot csak olvassa, igy
a tarigénye a lokélis valtozoinak az Osszesitett tarigényével egyezik meg, ami tehdt O(n).

2. feladat megoldasa.
A fiiggvény az inputban érkezé T tombot csak olvassa, ezért annak az n bitjét nem kell bele-
szamoljuk a tarigénybe.
A kédban nincs masik fiiggvényre hivés, ezért a tarigény a lokalis valtozdk 6ssz tarigénye lesz.

Két lokalis valtozonk van: i és max. Kettejik koziil i értéke legfeljebb T.length, amirdl el6zo
gyakorlaton lattuk, hogy O(n). Tehat ennek a valtozonak a térigénye a benne tarolt legnagyobb
érték logaritmusa lesz: O(logn).

A max valtozé értéke legfeljebb annyi lesz, mint az input tomb legnagyobb elemének az értéke,
errdl eléz6 gyakorlaton lattuk, hogy O(2"). Ennek a véltozénak a tarigénye tehat O(log2™) =
O(n).

Az egész fuggvény tarigénye tehat O(logn) + O(n) = O(n), azaz linearis.

3. feladat megoldasa.

Ebben a kédban az input szintén read-only, nincs benne fliggvényhivas, igy csak a maxIndex
és az i lokdlis valtozok tarigényét kell osszeadjuk; i tovabbra is 0 és T.length kozott vesz fel
értéket, tehat neki a tarigénye O(log(T.length)) = O(logn), de eztttal maxIndexben nem egy
tombelemet, hanem egy tombindexet tarolunk, igy 6 is 0 és T.length kozti értéket vesz fel,
azaz neki is O(logn) a térigénye.

A teljes kéd tarigénye tehat O(logn) + O(logn) = O(logn), logaritmikus.
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4. feladat megoldasa.

Nézziik elébb a main fuggvényt. A T tombot csak olvassa (a 12. sorban az £(T[i]) hivdsnal
ugyanugy, mint a legtébb progamozasi nyelven, a T[i] argumentumot érték szerint adjuk at,
azaz lemasoljuk a call stackre, és tigy hivjuk meg az f fiiggvényt, ezért még ha az f fiiggvény
valtoztatnd is az input argumentuméanak az értékét, az mar az eredeti T tombre nem hat vissza!)

Foglalkozzunk el6szor a lokalis valtozokkal: count, i és A. Az biztos, hogy koziilik az i értéke
0 és T.length kozt veszi fel az értékét, T.length tovdbbra is O(n), tehat az i valtozo tarigénye
O(logn).

Ahhoz viszont, hogy A és count tarigényét megbecsiljilk, tudnunk kell, hogy mekkora érték
kertilhet bele legfeljebb, itt A esetében ehhez meg kell vizsgaljuk az f fiiggvényt, hogy lassuk,
mit adhat vissza. (Egyelére az f fliggvény tarigényével ehhez még nem kell foglalkoznunk, csak
azzal, hogy milyen intervallumba eshet az 6 outputja.)

Azt latjuk £-ben, hogy az M valtozot fogja visszaadni, ami 0-rél indul és a 4. sorban kaphat j
értéket. Ez a sor 0-bol 1-et, 1-bol 0-t fog késziteni, tehat £ mindenképp vagy 0-t, vagy 1-et ad
vissza.

Igy az A valtozéba a main figgvény 12. sordban vagy 0, vagy 1 keriil, mashol nem kap értéket,
azaz az O tarolasara elég O(1) bit.

A count valtozé pedig 0-rél indul és egy legfeljebb O(n)-szer lefuté ciklusban mindig hoz-
zdadunk (ezek szerint) vagy 0-t, vagy 1-et, {gy az értéke O(n) lesz, tehat az & tarigénye O(logn).

Eddig ott tartunk, hogy a main figgvény lokalis valtozéinak tarigénye O(logn) + O(1) +
O(logn) = O(logn), de ezzel igy még nem vagyunk kész, mert a fiiggvényben a 12. sorban van
egy fliggvényhivas, amivel foglalkoznunk kell!

A fiiggvényhivésok tarigénye (mint a legtobb imperativ programozési nyelvben) a kévetkezobol
all ossze:

a hivott fiiggvény argumentumait (most T[1]-t) leméasoljuk a call stackbe

o eztdn meghivva a fliggvényt (most f-et) 6 is lefoglalja a meméridban pluszban a szdméra
kell6 lokalis memériat (most: helyet foglal az M és az i véltozdinak)

o mikor pedig visszatér az eredménnyel, felszabaditja az argumentumként kapott és a sajat
lokalis tertiletét is, helyiikre az eredmény keriil

o visszatérés utan egy tovabbi fiiggvényhivas pedig az igy felszabaditott memoriateriileten
fog operélni (ha odafér).

Ebben a példaban az f fiiggvény ha kap egy A értéket, akkor az M lokalis valtozojanak mar
lattuk, hogy O(1) a téarigénye, az i lokalis valtozéjanak pedig O(log A) (mert benne 0 és A
kozti érték lesz), benne mar nincs tovabbi fiiggvényhivas, igy f tarigénye O(log A), ha A-t
kapja inputként.

Vagyis, a 12. sorban lefuté kédnak a tarigénye:

o fiiggvényhivas miatt a T[i] argumentum beleirdsa a call stackbe ad egy O(n)-es tarigényt
(el6z6 gyakon lattuk, hogy a T[i]-ben levé érték O(2™), ennek tarigénye O(log 2") = O(n)
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« maganak f-nek a futdsdhoz pedig O(n) tovdbbi térra van sziikkség (mert térigénye
O(log A), ha az A szamot kapja inputként, hiviskor A = TT[i] ami O(2"), ezért az
O(log A) = O(log 2™) = O(n) lesz

igy tehat az £ (T[1]) kiértékeléséhez szitkséges tar O(n)+O0(n) = O(n) lesz, ezt kell hozzdadjuk
a main fliggvény lokdlis valtozoinak tarigényéhez és kapjuk, hogy a main kod teljes tarigénye
O(logn) + O(n) = O(n).

5. feladat megoldasa.

A sum fliggvényben szerepel egy lokalis B valtozd. Hogy ennek a tarigényét megbecsiiljiik,
sziikségiink van magara a sum fiiggvényre, hogy mekkora értéket adhat vissza, ha az inputja
A-1. Szerencsére ez ebben az esetben nem nehéz, mert latjuk, hogy az implementaci6 az elsé A
pozitiv egész szdm Gsszegét adja vissza, ami O(A?), ekkora érték keriilhet a B lokélis valtozéba,
fgy annak tdrigénye O(log A%) = O(log A) (mert log A% = 2log A és O(2log A) = O(log A)).

Hozza kell még adnunk a sum(A - 1) fliiggvényhivasbol jové memériaigényt, az argumentum-
nak, A - 1-nek az értéke persze O(A), igy az argumentum lemdsoldsa tovabbi O(log A) térat
igényel.

Még hozza kell mindehhez adnunk a sum(A - 1) rekurziv fiiggvényhivas tarigényét, azaz a
sum(A) hivas tarigényéhez sziikségiink van a sum(A - 1) hivas tarigényére és azt kapjuk az
eddigiekbdl, hogy

sum(A) térigénye O(log A) (a lokalis valtozokra és az argumentum mésoldsra ezt szamoltuk
eddig) plusz sum(A - 1) tarigénye; ha A <= 0, akkor pedig O(1) (olyankor nincs rekurziv
hivas, hanem egybdl visszaadunk egy 0-t).

Ha ezt kifejtjiik, akkor sum(A - 1) térigénye O(log(A — 1)) plusz sum(A - 2) tarigénye lesz,
ha azt is tovabb fejtjiik egész amig az argumentum le nem szalad 0-ig, azt kapjuk, hogy sum(A)
osszes tarigénye O(log A)+O(log(A—1))+O0(log(A—2))+...+0(log 1) +O(1) lesz. Itt latunk
O(A) tagot az Osszeaddsban, mindegyikre j6 az O(log A) fels6 korlat, tehat a teljes tarigény
O(A -log A) lesz.

Mar csak annyi dolgunk van, hogy ezt atirjuk az input n méretének fiiggvényébe: az n =
O(log A)-b6l A = O(2")-t kapjuk, amit ha visszairunk a fentibe, megkapjuk az O(n - 2")
tarigényt.
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6. feladat megoldasa.

A koédban nincs rekurziv hivés, igy csak a harom lokalis valtozo, i, j,k tarigényét kell 6sszead-
juk.

Mindharom valtoz6 0 és N kozti értéket vehet fel, {gy az dsszes tarigényiik O(log N)+O(log N)+
O(log N) = O(log N).

Ezt kell még kifejezniink az input leirdsdhoz sziikséges bitek n szaméban; a matrix minden
eleme 1-bites, van belélitk N? darab, ez 6sszesen eddig O(N?) bit, plusz még a bejové N szdm
dbrazoldsahoz kells O(log N) bit, tehat n = O(N?) 4+ O(log N) = O(N?). Ebbél azt kapjuk,
hogy N = O(y/n) és igy az O(log N) tarigény az n fiiggvényében O(log(y/n)) = O(logn) (mert
log v/ = logn'/? = Llogn).

Ivan Szabolcs 7 2022/09/03/10:19:17



