Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 06

Grafos visszavezetések 1.

Recap: FUGGETLEN CSI’JCSHALMAZJ

o Input: egy G graf és egy k szam
o Output: van-e G-ben k darab olyan csiics, melyek paronként nem szomszédosak?

A FUGGETLEN CSUCSHALMAZ egy NP-teljes probléma.

Pl. ez a lenti graf £ = 3-mal egy ,igen” ...mert benne a piros csiucsok egy 3-elemi
példany. .. fiiggetlen cstuicshalmazt alkotnak

AL AL

Ugyanez a graf k = 4-gyel mar egy ,,nem” példany, 4 csiicsot mar nem tudunk talalni benne
ugy, hogy egyik se legyen szomszédos koziiliik egyik masikkal sem.

KLIKK

o Input: egy G gréf és egy k szam

e Output: van-e G-ben k darab olyan csics, melyek paronként szomszédosak?

Az 6sszes mai problémank konnyen lathatéan NP-beliek, ezt nem nézzitk meg kiilén mindre,
hogy miért, ezért a mai feladataink csak az NP-nehézséget kérdezik, de amelyik NP-nehéz, az
mind NP-teljes is lesz.

1. feladat.
Mutassuk meg, hogy a KLIKK probléma NP-nehéz! ]

CSI’JCSLEFEDESJ

o Input: egy G gréf és egy k szam

e Output: ki tudjuk-e valasztani G-nek k darab cstiicsat gy, hogy élnek legaldabb az
egyik végpontja ki legyen valasztva?

Pl. ez a lenti graf k = 3-mal egy ,igen” ...mert benne a piros cstcsok egy 3-elemii
példany. .. lefogd csticshalmazt alkotnak

AN AL

Ugyanez a graf k = 2-vel mar egy ,nem” példany lenne.

2. feladat.

Mutassuk meg, hogy CSUCSLEFEDES probléma NP-nehéz! j
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/(DOMINANS CSGCSHALMAZJ ~

o Input: egy G iranyitott graf és egy k szam

e Output: van-e G-ben olyan k-elemii csticshalmaz, melybél minden mas csics
elérhet6 egy 1épésben?

L (azaz X C V domindns, ha Vu ¢ X3v € X : (v,u) € E)

J
Pl. ez a lenti graf £ = 3-mal egy ,igen” ...mert benne a piros csucsok egy 3-elemii
példany. .. fiiggetlen cstucshalmazt alkotnak, zolddel
jelezve a tobbi cstcs elérését belolitk
AV AL
— o*m*n/
3. feladat.

Mutassuk meg, hogy a DOMINANS CSUCSHALMAZ probléma NP-nehéz! j

4. feladat.

Milyen bonyolult problémat kapunk akkor, ha a DOMINANS CSUCSHALMAZ problémaban
az ,egy lépésben” kitételt elhagyjuk, és csak ,elérhet6”-t hagyunk?
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1. feladat megoldasa.

Mivel FUGGETLEN CSUCSHALMAZ egy NP-teljes probléma és ,hasonlit” a KLIKKre, igy meg-
probalhatjuk visszavezetni a FUGGETLEN CSUCSHALMAZt a KLIKKre.

Azaz adnunk kell egy polinomideji inputkonverziét, mely

o egy G grafbdl és egy k szambdl (FUGGETLEN CSUCSHALMAZ inputjabol) készit egy G’
grafot és egy k' szamot (KLIKK inputja)

o 1gy, hogy ha G-ben van k-elemii fiiggetlen csticshalmaz, akkor G’-ben legyen k’-elemii
klikk,

o ¢és ha G'-ben lett k'-elemti klikk, akkor G-ben is kellett legyen k-elemii fiiggetlen csicshal-
maz.

Ha ismét a ,tanibdl tanut” megkozelitéssel nézziik a feladatot, akkor az inputkonverzid
paronként nem szomszédos csiicsokbol kéne valami egyszerti médon paronként szomszédosokat
készitsen és viszont — erre adja magat az otlet, hogy vegyiik a graf komplementerét (ahol
volt él, ne legyen, ahol nem volt, legyen), és ne véltoztassuk meg a célszamot, azaz G’ := G és
k' := k, ez nyilvan polinomid6ben elvégezhet6 konverzié (a szomszédsagi matrix Osszes elemét,
kivéve a f6atlot, negdlnunk kell, a szdmot meg csak lemésolni), és tartja a valaszt, hiszen

o ha G-ben X egy k-elemti fiiggetlen csticshalmaz, akkor G-ben ugyanez az X egy k-elemi
klikk lesz (= tantt a bal oldalon ,be tudunk fejezni” taniva a jobb oldalon — most nincs
is mit rajta befejezni, tehat ,igen” példanybodl ,igen” példany lesz),

o ha pedig G-ben lett egy X k-elemi klikk (tant a jobb oldali problémédhoz), akkor ugyanaz
az X az eredeti G-ben egy fiiggetlen csticshalmaz volt (tehat a jobb oldali probléma
tanui az eredeti példanyban ,atalakithatoak” a bal oldali probléma tantiva, emiatt ,nem”
példanybdl ,nem” példany lesz)

Egy példa a visszavezetésre, hogy biztos egy lapon legyiink:

Pl. ebbdl a gratbol k£ = 3 célszammal. .. ...ez a graf késziil, szintén k = 3 célszammal:

(itt épp igen” példanybdl készil ,igen” példany.)
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2. feladat megoldasa.

Keresniink kéne egy olyan ismerten NP-teljes problémat, ami ,hasonlit” erre eléggé ahhoz,
hogy konnyen lehessen konstrudlni arrél a CSUCSLEFEDESre egy hatékony visszavezetést.

Visszanézve a FUGGETLEN CSUCSHALMAZra és a CSUCSLEFEDESre adott két (egy) példa grafot
és a megadott tantkat azt latjuk, hogy (ha a graf cstcshalmazat V-vel jeloljik) az egyik
problémara X volt a példa tand, a masikra pedig épp V' — X (a méasodik példdban épp azok a
piros csuicsok, melyek az elsé példaban feketék maradtak).

Ez vajon mindig miikodik? Igen:

« ha X egy fiiggetlen csticshalmaz G = (V) E)-ben, az azt jelenti, hogy X-b6l X-be nem
megy él, ami azt jelenti, hogy minden élnek legalabb az egyik végpontja (V — X)-ben kell
legyen, tehdt (V' — X)) ilyenkor lefogd cstcshalmaz,

o és hasonléan, ha X egy lefogd csticshalmaz G-ben, az azt jelenti, hogy minden élnek
legalabb az egyik végpontja X-beli, ami azt jelenti, hogy nincs él (V — X)-b6l (V — X)-
be, tehat (V' — X)) fuggetlen cstucshalmaz.

Tehdat X C V pontosan akkor fiiggetlen csticshalmaz G = (V, E)-ben, ha V' — X lefog6 cstic-
shalmaz ugyanebben a G-ben. Ez mar ad is egy modszert a ,tanubdl tant készitése” részre,
magat a grafot nem is kell megvaltoztatnunk, csak a célszamot: ha X egy k-elemi fiiggetlen
csticshalmaz, akkor V' — X egy (|V| — k)-elemi lefogd ponthalmaz lesz.

Ezek miatt a kovetkezd (nyilvan gyors) inputkonverzié egy hatékony visszavezetés FUGGETLEN
CsUCSHALMAZrél CSUCSLEFEDESre:

e ha (G, k) a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ egy inputja,

o akkor készitsiik bel6le a CSUCSLEFEDES (G, n — k) inputjat, ahol n a G graf csticsainak
szama.

(A valasztartds jon az el6bbiekbdl: ha (G, k)-hoz X egy k-elemii tantd, azaz egy fliggetlen
csicshalmaz, akkor V(G) — X egy (n — k)-elemil tand lesz lefogd cstcshalmazra, visszafelé
ugyanigy miikodik.)
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3. feladat megoldasa.

Hasonlé NP-teljes problémét keresve esetleg esziinkbe juthat a CSUCSLEFEDES, legaldbbis ott
is ,dominalni” akartunk egy halmazzal egy masikat: ott a kivalasztott cstcsokkal az éleket, itt
meg a kivalasztott csicsokkal akarjuk az 6sszes tobbi csticsot.

Prébéaljuk akkor meg visszavezetni a CSUCSLEFEDESt a DOMINANS CSUCSHALMAZra! Azaz
most egy olyan inputkonverziét kell adnunk, mely

e cgy G grafbol és egy k szambol (a CSUCSLEFEDES inputja) készit egy G (irdnyitott!)
grafot és egy k' szamot,

« tgy, hogy ha G-ben van k-elemii lefogd csicshalmaz, akkor Gben van k'-elemfi dominéns
csucshalmaz,

« 6és ha G-ben lett k’-elemf{i domindns csucshalmaz, akkor GG-ben volt k-elemi lefogd cstics-
halmaz.

Els6 kozelitésben esziinkbe juthat egy ilyen konstrukcio:

o legyenek G csticsai a G csticsai és a G élei (elvégre eredetileg csticsokkal fedtiink éleket,
most csicsokkal akarunk mas csicsokat domindlni — mi lenne, ha az eredeti élekbdl is
cstucsokat készitenénk),

o ¢s akkor menjen ¢l egy u eredeti cstcsbol egy e eredeti élbe, ha u az e egyik végpontja
(végil is eredetileg egy csticesal fedtiik a ré illeszkedé éleket, most meg dominalni akarjuk
6ket)

Eddig itt tartunk (a jobb oldalon azért vannak csak megkeverve a szdmok, hogy atlathaté
legyen a rajz, kevés keresztezd éllel):

Pl. ebbél a CSUCSLEFEDES input grafbdl. .. ...ez a DOMINANS CSUCSHALMAZ input
graf késziilne:

4 ©® ©
6‘93

Ez abbdl a szempontbdl haladds, hogy (tantibdl tantt prébalunk késziteni) a bal oldalon egy
lefogd cstiicshalmazt ha a jobb oldalon kivalasztunk, 6k dominalni fogjak az egész alsé sort:

Pl. ez a CSUCSLEFEDES tan. .. ... dominélja a zold élekkel az alsé sort:

M Daned
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De ez még nem lesz teljes értékii tani a jobb oldalon, hiszen a példaban az eredeti 1, 5 és
6 cstcsok nincsenek domindlva. Altaldban is, a kivalasztott felsé sor-beli” cstcsok csak az
alsé sort tudjak domindlni, kellene egy modszer arra, hogy a felsé sor kimaradt csicsait is
dominélhassuk.

Erre egy megoldas lehet még egy cstics felvétele a generalt példanyba, ami dominélja az 6sszes
eredeti csicsot:

Pl. ez a CSUCSLEFEDES tant. .. ... plusz az 14j cstics domindlja a zold élekkel
az 0sszes tObbit:

s S

Azaz az eddigi konstrukciénk (ami vagy valasztart6 lesz, vagy nem, de az biztos, hogy gyors

e az 1j G graf csucsai legyenek az eredeti G graf csicsai, plusz G élei, plusz egy 1j v cstcs,

e az Uj v csucsbol vezessen él G minden eredeti csicsaba, azokbdl pedig G azon éleire,
melyeknek 6k végpontjai,

 ha pedig az eredeti CSUCSLEFEDES problémaban & volt a célszam, akkor legyen a generalt
DOMINANS CSUCSHALMAZ probléméban k + 1 a célszam.

Meg kéne még mutassuk, hogy a konstrukcié valasztarto.

o Hogy ,igen” példanybdl ,igen” példany lesz, az kénnyebb: ha G-ben X egy k-elemi
lefogd csticshalmaz, akkor G-ben X U {v} (ahol v az 1j ,fels6” cstics) egy (k + 1)-elemi
cstucshalmaz, ami dominans, mert

— v benne van,
— az eredeti csticsok mindegyikét dominalja v,

— az eredeti éleket pedig pont azért dominaljak X cstcsai, mert eredetileg X egy lefogd
csucshalmaz volt.

« Hogy ,nem” példanybol ,nem” példany lesz, az nehezebb: itt induljunk ki egy (k + 1)-
elemii domindns csticshalmazboél a generdlt G grafban.

— Mivel v-t senki mas nem dominélja (mert nincs belevezet6 él), ezért 6 biztosan benne
van a dominans csticshalmazban.

— Az is lehet, hogy olyan cstcsok is benne vannak a domindns csticshalmazban, amik
eredetileg G-ben élek voltak. Viszont ezek nem dominalnak maés cstcsot! (nincs
beldliik kivezetd él) Ez azt jelenti, hogy ha egy (u,v) eredeti él szerepel a dominéns
csticshalmazban, akkor &t kivéve beléle és helyére betenni akar u-t, akér v-t (mind-
egy), tovabbra is dominéns csticshalmazt kapunk (ami lehet, hogy kisebb lesz,
mint az eredeti volt, ha pl. u mar eleve benne volt a dominans csticshalmazunkban).
(Hiszen eredetileg (u,v) benne volt és nem dominélt senkit, ehelyett most u van
benne, aki domindlja (u,v)-t biztosan és még esetleg masokat is, ezzel nem veszit -
hetjiik el a dominanciét)
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— Tehét: ezzel a médszerrel G-nek egy tetszéleges (k + 1)-elemii domindns csticshal-
mazabdl tudunk késziteni egy legfeljebb (k+1)-elemii olyan domindns csticshalmazt
szintén é—ben, melynek elemei az 0j v csics, és rajta kiviil még csupa olyan (legfel-
jebb k darab) eredeti csicsa G-nek, amik dominaljak az eredeti éleket — vagyis amik
tényleg egy tanut, egy legfeljebb k-elemi lefogd csticshalmazt alkotnak G-ben.

Tehat ez az inputkonverzié tényleg egy valasztartd, polinomidejii inputkonverzio.

Itt azt lattuk, hogy a jobb oldalon egy tantt nem feltétleniil tudunk egy-az-egyben atalakitani
a bal oldalon egy tanuva (pl. ha ki van vélasztva egy eredeti él is a dominans halmazba, akkor
abbdl nem tudunk csicslefedés tantit késziteni), viszont egy tanit a jobb oldalon at tudtunk
alakitani egy olyan tantvd még mindig a jobb oldalon, amit mar at tudunk konvertalni egy
tanuva a bal oldalhoz — ez is gyakori, és sokszor azért nem jo egy visszavezetés, mert ,hamis
talalatok” jonnek be, amikor is igaz, hogy a bal oldal egy tantijahoz tudunk késziteni a jobb
oldali generdlt példany egy tanujat, viszont a jobb oldal tanii kinézhetnek egész masképp is, és
nem mindig lehet ilyen moédon egy ,,nem visszaalakithat6” tanihoz taldlni egy ,visszaalakithat6”
tanut, ekkor egy ,nem” példanybol késziilhet ,igen” példany és az azt mutatja, hogy az az
inputkonverzié nem tartja a valaszt.

Megjegyzés.

Egy 10j cstucs felvétele helyett azt is meghetetjiik, hogy minden eredeti cstucsot Osszekotiink
egymaéssal a generdlt grafban, a célszdm pedig ugyanaz marad, mint az eredeti CSUCSLEFEDES
inputban volt, az is jo visszavezetés lesz, mert az eredeti csticsok mind dominaljak egymast.

4. feladat megoldasa.

Ugy a feladat mér sokkal kénnyebb: nyilvan ha a graf egy erfsen Osszefiiggd komponensének
egy csucsat elérjik, akkor az Osszes tobbit. Ezért egyszertisithetjiik a feladatot arra, hogy az
eredeti G input graf helyett annak a komponensgrafjat nézziik és ebben keresiink ,dominéns”
csucshalmazt.

Nyilvan ebben a grafban ki kell vdlasszuk azokat a csticsokat, amikbe nem vezet él (forrasok),
hiszen Oket nem tudja méas dominalni.

Ha viszont kivalasztjuk 6ket, akkor beldliik az 6sszes tobbi cstcs elérhet6 lesz (ez pl belathato
ugy, hogy topologikusan rendezziik a komponensgraf cstcsait, aztan indukciéval megmutatjuk
eszerint a sorrend szerint, hogy mindegyik vagy 0 befoku, vagy domindlja valaki).

Tehat az igy moédositott feladatot meg tudjuk oldani gy, hogy az input G graf komponens-
grafjaban megszamoljuk a forras csicsokat, és ezt 6sszehasonlitjuk a kapott k célszammal; erre
implementalhat6 egy linearis futdsidejii algoritmus, tehat ez a probléma P-beli (és emiatt elég
kétséges, hogy NP-nehéz is lenne egyben, hiszen akkor P = NP).
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