Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 10

Approximalas I.

/[Recap: Approximélés} ~

Egy optimalizalasi probléménal minden [ inputhoz tartozik megoldasok egy S(/) hal-
maza, és minden s € S(I) megoldasnak adott a c(s) kdltsége vagy haszna, attél fiiggéen,
hogy minimalizalasi vagy maximalizalasi problémarol van szo.

Egy approximald algoitmustol a kovetkezoket varjuk el:

 fusson polinomid6ben,
« minden [ inputra egy s € S(I) tényleges megoldast adjon vissza,

« 1gy, hogy a visszaadott megoldés koltsége/haszna garantaltan az optimumhoz képest
egy szorzon belill maradjon.

Konkrétan, ha o > 1 egy konstans, akkor az A algoritmus a-approrimdls, ha minden [

esetén 1
c(A(D) € [ opt(1), a-opt(1)],

ahol opt(7) a feladat optiméalis megolddsédnak a koltsége/haszna.

N\ J

Minimalizalasi probléménal persze (mivel az optimdlisnal jobb megoldds nem létezik) ez azt
jelenti, hogy a visszaadott megoldés koltsége legfeljebb a-szor annyi, mint az optimum; maxi-
malizaldsindl pedig azt, hogy a haszna legalabb az optimum a-ad része lesz.

/[Recap: Hétizsék] ~

A HATIZSAK probléma optimalizdlési valtozata:

e Input: N darab térgy stlya és értéke (w;,¢;) (egész) szamok sorozataként, és egy
W >0 (egész) Osszkapacités.

o Megoldas: a targyaknak tetszéleges olyan S C {1,..., N} részhalmaza, melyek
Osszsilya a kapacitaskorlaton beliill marad, azaz melyre > w; < W.
i€S

o A megoldas értéke: az S megoldasbeli targyak ossz értéke, azaz 3 c;.
i€s

A probléma természetesen egy maximalizalasi feladat.

N\

Recap: Mohé algoritmus]

 Rendezziik a targyakat csokkend sorrendbe a - fajlagos értékiik szerint

o Ebben a sorrendben probaljuk meg berakni ¢ket a hatizsakba: eloszor a fajlagosan
legdragabbat, majd a masodikat stb; aki nem fér be, kihagyjuk és folytatjuk a tobbivel
sorrendben.
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Ez az algoritmus magaban még nem a-approximalja a problémat semmilyen « konstansra, de
egy kis modositassal mar igen, sot a tetszolegesen kozel vihetod lesz 1-hez:

\
/[Recap: (1 + %)—approximélé algoritmus a HétizsékraJ ™\

Itt a k > 1 egész szam egy paraméter konstans, melyet mi valasztunk meg; minél jobban
akarjuk approximdlni az optimumot, anndl nagyobbra kell vegyiik (és anndl nagyobb, de
minden £ esetén még polinom) lesz a futdsido.

o Ahanyféleképp csak lehet, valasszunk ki legfeljebb k targyat, legyen a kivalasztott
halmaz S.

« Ha a kivalasztott targyak egyszerre beférnek (azaz ha Y w; < W), akkor a tobbi
i€s
targyat a moho algoritmus szerint valogassuk ki a hatizsak megmaradt kapacitasaba.

» A kapott megoldasok koziil adjuk vissza a legjobbat.

- J

Ez pl. k = 1 esetén tehat azt jelenti, hogy mindegyik (w;, ;) targyra megnézziik, hogy ha ezt
a targyat mindenképp elvissziik, a tobbit pedig mohén pakoljuk, akkor mit kaphatunk legjobb
esetben: a fenti szerint ez egy (1 + %), azaz 2-approximalé algoritmus lesz.

Par megjegyzés:

« Erdemes a targyakat csak egyszer lerendezni és a rendezett sorrendet megtartani

o Ha egy k-elemii S részhalmaz egyben befér, akkor ennek nem kell megnézziik a valoédi
részhalmazait

o Ha egy targy magaban nem fér be a hatizsakba, akkor 6t torolhetjiik is a targyak listajarol

A 1. feladat. ~

Futtasuk a fenti algoritmust olyan paraméterezéssel a kovetkezo inputon, hogy 2-
approximalast kapjunk! Mit tudunk mondani az optimum értékérél az eredmény alapjan?

targy A B C D
suly 100 10 50 50 és W = 100.
érték 150 20 55 50

\- J

/| 2. feladat. ~

Futtasuk a fenti algoritmust olyan paraméterezéssel a koévetkezé inputon, hogy 1.5-
approximalast kapjunk! Mit tudunk mondani az optimum értékérol az eredmény alapjan?

targy A B C D FE
saly 1 3 2 5 4 ésW=09.
érték 1 2 5 4 5

Ivan Szabolcs 2 2022/11/13/22:29:14



/[Recap: Sulyozott Csﬁcslefedés) ~

o Input: egy G = (V, E) (irdnyitatlan) graf, és minden v € V csticsanak egy c(v) > 0
(egész) ara.

e« Megoldas: a G grafnak egy S C V' lefogd csicshalmaza.

« Egy megoldas koltsége: a kivalasztott csticsok 6ssz ara, vagyis ha S-t valasztjuk
ki, akkor 3= ¢(v).
veS
Természetesen ez is egy minimalizalasi feladat (melynek eldéntési valtozata is NP-nehéz,
igy van értelme approximélni.)

N\ J

/[Recap: 2-approximalé algoritmus a Siulyozott Csﬁcslefedésrej ~

e Legyen S = (. (Ebbe a halmazba fogjuk gyfijteni a kivdlasztott csticsokat.)

e Amig van él G-ben:
— Valasszunk egy (u,v) élt G-ben (mindegy, melyiket). Legyen c(u) < c(v).
— Ha ¢(u) = ¢(v), akkor vegytik be u-t is és v-t is S-be.
— Ha ¢(u) < ¢(v), akkor vegytk be u-t S-be és cstkkentsiik c(v)-t c(u)-val.

— Toroljik G-b6l az Gjonnan bevett csics(ok)ra illeszkedd sszes élt.

L Ha elfogytak az élek, adjuk vissza S-t.

A 3. feladat. ~

Futtassuk a 2-approximalé algoritmust a SULYOzZOTT CSUCSLEFEDES kovetkezd
példanyan, ahol a cstcsok értékét a melléjiik irt szamok jelzik:

J

24

12

Mit tudunk mondani az optimumrol a megoldasunk ismeretében?
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1. feladat megoldasa.

Fajlagos érték szerint rendezve B a legdragédbb (a hanyados ott 2), majd A kovetkezik (1.5),
ezutan C' (1.1), végil D (1), ebben a B, A, C, D sorrendben fogjuk a nem-kivalasztott targyakat
megprobalni berakni a hatizsakba.

Mivel 2-approximalast keresiink, igy & = 1-gyel elég futtatni az algoritmust, azaz az egyelemii
halmazokat rogzitjik le (azt mindegy, milyen sorrendben, most dbécében fogjuk):

« Ha A-t vélasztjuk be, akkor a hatizsakunkban nem marad helytnk (mivel ws = 100),
persze végig prébalhatjuk (ebben a sorrendben), hogy B se fér be, C' se és D se, és
kapjuk, hogy ekkor a megoldas {A} lesz, melynek haszna 150.

o Ha B-t valasztjuk be, akkor a hatizsdkunkban még 90 hely marad. Ezek utan a tobbi
targyat A, C, D sorrendben megprobélva berakni:

— A nem fér be, kihagyjuk;
— C befér, berakjuk, marad 90 — 50 = 40 helyiink;
— D mér nem fér be, kihagyjuk.

Ekkor a megoldasunk {B, C'} lesz, értéke 20 4+ 55 = 75 lesz. (Note: ez pont a moho algo-
ritmus lenne rogzités nélkil, lathatjuk, hogy mennyivel rosszabb, mint az el6z6 esetben
amit kaptunk.)

o Ha C-t valasztjuk be, akkor a hatizsakunkban még 50 hely marad. Ezek utan a tobbi
targyat B, A, D sorrendben megprébalva berakni:

— B befér, berakjuk, marad 50 — 10 = 40 helyiink;

— ezutdn sem A, sem D nem fér mar be.
Ekkor a megolddsunk megint {B, C'} lesz, szintén 75-6s értékkel.

o Végiil ha D-t valasztjuk be, akkor a hatizsakunkban még 50 hely marad és a tobbi targyat
B, A, C sorrendben megprébalva berakni:

— B befér, berakjuk, marad 40 helytink.

— Ezutédn sem A, sem C' mar nem fér be.

Ekkor a megoldasunk {B, D} lesz, 20 + 50 = 70-es értékkel.

A négy eset kozil a legjobb az {A}, melynek az értéke 150. Abbdl, hogy az algoritmus 2-
approximald, annyit tudunk megallapitani biztosan, hogy az optimum értéke legfeljebb 2 -
150 = 300 (persze mivel a targyak Ossz értéke csak 275, ez most egy jobb korlatot ad; a mohd
algoritmus lefuttatasa és az utolso targy eltorése pedig ad egy 20 + 150 - 0.9 = 155-6s korlatot,
igy most azt tudjuk ennyibél biztosan, hogy az optimum értéke 150 és 155 kozé esik.)
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2. feladat megoldasa.

Most mivel 1.5-approximaélas a feladat, és 1 + % < 1.5, igy k = 2 paraméterezéssel futtatjuk az
algoritmust (k = 1 még csak 2-approximalast tudna garantalni).

Rendezve a targyakat fajlagos érték szerint csokkendbe a kovetkezd sorrendet kapjuk:
C,E, A D,B.

« Ha az {A, B} targyakat rakjuk be, akkor marad 5 helyiink, ide C, E/, D sorrendben meg-
probalva berakni a targyakat C' befér (marad 3 hely), F és D mar nem fér be. Ekkor a
megoldasunk {A, B, C'} lesz, melynek haszna 1 +2 45 = 8.

« Haaz {A,C} targyakat rakjuk be, akkor marad 6 helytink, ide F, D, B sorrendben meg-
probalva berakni a targyakat E befér (marad 2 hely), D nem fér be, B sem. Ekkor a
megoldasunk {A, C, E'} lesz, melynek haszna 1+ 5+ 5 = 11.

o Haaz {A, D} térgyakat rakjuk be, akkor marad 3 helytink, ide C, F, B sorrendben meg-
probéalva berakni a targyakat C' befér (marad 1 hely), E és B méar nem. Ekkor a megolda-
sunk {A, C, D} lesz, melynek haszna 145+ 4 = 10.

« Ha az {A, E} targyakat rakjuk be, akkor marad 4 helyiink, ide C, D, B sorrendben meg-
probalva berakni a targyakat C' befér (marad 2 hely), D és B mér nem. Ekkor a megolda-
sunk {A, C, E} lesz, ez mar volt, haszna 11.

o Ha a {B,C} targyakat rakjuk be, akkor marad 4 helytink, ide F, A, D sorrendben meg-
prébélva berakni a targyakat E befér (marad 0 hely), A és D méar nem. Ekkor a megolda-
sunk {B, C, E'} lesz, melynek haszna 2 4+ 5+ 5 = 12.

« Ha a {B, D} targyakat rakjuk be, akkor marad 1 helyiink, ide C, E, A sorrendben meg-
prébéalva berakni a targyakat C' nem fér be, F sem, de A igen (marad 0 hely). Ekkor a
megoldasunk {A, B, D} lesz, melynek haszna 1 +2+4 = 7.

o Ha a {B, E} targyakat rakjuk be, akkor marad 2 helytink, ide C, A, D sorrendben meg-
prébélva berakni a targyakat C' befér (marad 0 hely), A és D méar nem. Ekkor a megold4a-
sunk {B, C, E'} lesz, ez mar volt, haszna 12.

o Ha a {C, D} targyakat rakjuk be, akkor marad 2 helyiink, ide E, A, B sorrendben meg-
probalva berakni a targyakat E nem fér be, A befér (marad 1 hely), B mar nem fér be.
Ekkor a megoldasunk {A, C, D} lesz, ez mar volt, haszna 10.

o Ha a {C, E} targyakat rakjuk be, akkor marad 3 helyiink, ide A, D, B sorrendben meg-
probalva berakni a targyakat A befér (marad 2 hely), D és B méar nem. Ekkor a megolda-
sunk {A, C, E'} lesz, ez mar volt, haszna 11. (Ez a 0 targyat rogzité mohé pakolasnak
megfelel6 megoldas egyébként.)

« Végiil, ha a {D, E'} targyakat rakjuk be, akkor nem marad helyiink, a tébbiek nem fognak
beférni. Ekkor a megoldasunk {D, E'} lesz, melynek haszna 4 +5 = 9.

A lehetéségek koziil a legjobb a {B, C, E'} halmaz, melynek haszna 12, ezt adjuk vissza. Mivel
1.5-approximalunk, ebbdl azt tudjuk megallapitani, hogy az optimum értéke legfeljebb 1.5-12 =
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18. A moho algoritmusnak azzal a futtatasaval, melyben az utolsé targyat eltorjik, azt kapjuk,
hogy annak a haszna (ami szintén felilrél korldtozza az optimumot) 5 +5+1+44-2/5 = 12.6
(mert a C, F, A targyak teljesen beférnek, D-nek pedig 2 hely marad és 5 a mérete, igy az
értékének 2/5-ét vinnénk el a toredékes valtozatban). Ha pedig azt tudjuk, hogy az optimum
értéke legfeljebb 12.6, akkor azt is tudjuk, hogy legfeljebb 12, hiszen minden targy értéke egy
egész szam. Azaz, most az approximalé algoritmusunk ténylegesen egy optimélis megoldést
adott vissza.
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3. feladat megoldasa.

Az elsé 1épésben ki kell valasszunk egy élt, valasszuk mondjuk a (B, C) élt. Itt a két cstcs ara
nem egyenls, B az olcsébb. Kivalasztjuk tehdat B-t (ezt most dupla karikaval jeloljik), C' arat
csokkentjiik B araval (azaz 6-tal), és toroljiikk a B-re illeszkedd éleket:

24

12

Kovethetjiik pl. azt a heurisztikat, hogy egy olyan élt valasztunk, melynek az egyik végpontja a
legolesobb cstics, méasik pedig ennek a cstcsnak a legolesébb szomszédja. Ekkor most a (C, D)
élt valasztjuk ki, C' ténylegesen olcsébb, az 6 ardval (azaz most 4-gyel) csokkentjik D arat
virtudlisan, és toroljik a C-re illeszkedd éleket:

24
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Kovetve ezt a stratégiat, most a (D, G) élt valasztjuk, D olcsébb, mint G, ezért 6t valasztjuk ki,
G virtualis arat pedig csokkentjilk D virtudlis araval, azaz 8-cal, és toroljik a D-re illeszkedd
éleket:

24

50 6
ToNCEERIONGE

8

Most a G cstics a legolesébb, az egyetlen ra illeszkedé él a (G, F'), F' hatarozottan dragabb,
mint G, igy csak G-t valasztjuk ki, toroljik a ra illeszkedo éleket és F' arat csokkentjiik 7-tel:

24

®
s () 6
w@ @ s @
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Ezittal az A cstcs a legolesobb, valasztjuk az (A, F') élt, A oles6bb, mint F, ezért csak A-t
valasztjuk ki, csokkentjitk F' arat 24-gyel, toroljik az A-ra illeszkedo élt:

24

30 7 18@ 4

Végiil, az egyetlen megmaradt (F, F) él esetében az F' csicsot valasztjuk ki:

24

SONOMEIONOR

8

A visszaadott megolasunk az {A, B,C, D, F, G} lefogd csticshalmaz, melynek koltsége (itt mar
az eredetit kell néznil) 24 +6 4 10 + 12 4+ 50 + 15 = 117. Ebbdl azt tudjuk levezetni, mivel ez
egy 2-approximald algoritmus, hogy az optimum koltsége legalabb % - 117 = 58.5 lesz.
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Megjegyzés.

Hasonlban a téredékes hatizsakhoz, erre is felirhatunk egy LP feladatot, melyet megoldhatunk
a valos szamok f6lott (azaz relaxdlhatjuk a feladatot), és ez is adni fog nekiink egy alsé korlatot
az optimum értékére. Az LP feladat most:

Ta+op>1
Tp+xg>1
rpt+rc =1
g+ axg > 1
To+zxp >1
rp+zxg>1
rp+axg>1
Tpt+axyg > 1
g +rp > 1
Tpt+ag>1
0<xy,...,zg <1
min 24x 4 + 6xg + 10x¢c + 122p + 30xg + 50xF + 1526 + 18z .

Ezt beadva kedvenc LP solveriinknek azt kapjuk, hogy egy optimalis megoldas az g = xp =
xp = 1, tobbi valtozoé 0, itt a célfiiggvény értéke pedig 68; mivel itt egészértéki lett az optimum,
igy ez az eredeti, egészértékli feladatnak is egy optimdalis megoldasa. Ha nem egészértékiit
kaptunk volna, akkor is kovethetjiikk pl. azt a heurisztikat, hogy olyan éleket probalunk meg
kivalasztani az LP feladat megolddsa utédn, melynek egyik (vagy mindkét) végpontja az LP
optimuméaban egy nemnulla silyd cstcs.
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