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Ez ajegyzet a 2021 6sszel indulé Kvantum Programozds kurzushoz késziil. Aki barmi

pontatlansagot taldlna, kérem irjon emailt a czegel @inf.u-szeged.hu cimre.

A kurzus 1étrejottéhez koszonom a segitséget Gazdag Zsoltnak, aki befogadta a kurzust
a tanszékére, €s Ivan Szabolcsnak, aki utat mutatott mindehhez. Ezen kiviil szeretném
megkdszonni a jegyzet elsé verzidinak lektordldsat Abt Davidnak és Nagy Noéminek,
akik érdeklddve és kitartdan olvasgatva megtaldltak a logikai és helyesirdsi hibdkat, ame-
lyekben bodvelkedett a nyers szdveg. Valamint koszonom Dezsd Bencének is az 6rdk

felépitésének kialakitdsaban nytjtott segitségét, érdeklddését és kritikus kérdéseit.
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(12 Shor faktorizalo algoritmusal




Bevezetés

1.1. Kvantumszamitas rovid torténete

A kvantumszamitas torténete egészen a XX. szdzad elejére nyulik vissza. Az em-
beriség amint felfedezett valamit, igyekezett a sajat szolgalataiba 4llitani, és ez a kvan-

tumfizika szabdlyai 4ltal alkotott rendszerrel sincs masképp.

A nyolcvanas évekre egyre nyilvanvalébb lett, hogy a természet modellezése ne-
héz feladaﬂ Feymannak egy mondata nagy hirnevet kapott, miszerint A fermészet nem
klasszikus, és ha szimuldlni szeretnéd a természetet, jobban jdrsz ha azt a kvantum-

mechanikdval teszed.

A 80’-as évek elején Paul Benioff megalkotta a kvantum Turing-gépet. A szamitds

alapjdul a qubitet vették, amely egy jol definidlt egységként még létrehozdsra vdrt.

A kutatési kedv egyre alabbhagyott, egészen a 90’-es évek kozepéig, amikor is meg-
jelent par nagyon sokat igérd algoritmus: Grover keresd algoritmusa és Shor algoritmusa
faktorizdldsra. Mindkét algoritmus olyat allitott, amit elStte nem nagyon hittek az em-

berek: klasszikusndl akar exponencidlisan hatékonyabb problémamegoldast.

Ennek hatdséra fellendiiltek a kutatdsok, tjabb algoritmusokat alkottak (bar a tobbsége
még mindig ezeken az algoritmusokon alapult), és elkezdddtek a torekvések egy valddi

kvantumszamitogép 1étrehozasara.

A 2010-es években sorra jelentek meg a kvantumszamitast {gér6 eszkozok. Persze

csak kisebb demonstracidra alkalmas gépekként, de az els6 1€pést megtették.

A 2010-es évek vége fele tobb helyen bejelentették, hogy elérték a kvantumfolényt,
vagyis egy kifejezetten ennek a demonstraldsara irt programot le tudtak futtatni (itt érdemes
megjegyezni, hogy ennek a programnak egydltaldn nincs valds felhaszndldsi lehet6sége).

Illetve megjelentek kvantumfelhdk is mar.

'Egészen pontosan a tobbrészecskefizikai rendszerek szimuldldsa NP-nehéz



1.2. Bevezeto a targyhoz

Most hogy a torténetével megismerkedtiink, nézziik inkdbb a gyakorlati oldalat. A
kurzus alapvetéen gyakorlati, nézziink hat egy kis intuiciét a dolgok mogott. Nézziink

par alapvetd kérdést.

Mi a kvantumszamitas?

Egy masik, a megszokottdl eltérd szamitdsi modell. A kvantumfizika szabdlyait ki-
haszndl6 szdmitdsokrél van sz6. A klasszikus (a megszokott, normal szamitogépeket,
szamitast innentdl "klasszikus"-ként fogjuk latni) szdmitdsok esetén a legkisebb egységiink,
a bitek, 1ényegében az dramerdsség valtozasaval, mértékével valésulnak meg. Ehhez

tranzisztorokat hasznalunk. Jelenleg 3-5 nanométeres GAAFET tranzisztorokat.

Az egyik legfobb ellensége a tranzisztoroknak a kvantum alagut effektus (quantum
tunnelling). Ezt ugy érdemes elképzelni, hogy tegyiik fel, hogy a tranzisztorok pici kapuk:
vagy atmegy rajtuk egy részecske, vagy nem. Ha elég pici ez a kapu, akkor a részecskék
dt. A csukott kapun is. Jelenleg a jol ismert Moore torvényének fennmaraddsat, hogy
1,5 évente duplazddik a szamitdsi kapacitds, a tranzisztorok méretének csokkenésének

kdszonhetjiik.

Ugyanakkor a tranzisztorokat felépitd szilikonnak is van mérete, ez ald pedig az év-
tizedek 6ta hasznalt, nagyon kedvezd tulajdonsdgu anyag nem tud bemenni. Ez 1 nanométer
koriil van. Persze, lehet mds anyagot keresni, és lesz is masik nagy valdszintiséggel, de

jelenleg a szilikon ezt a korlatot adja.

Vissza a kérdéshez: amig egy klasszikus szamit6gép elkeriilni szeretné a kvantum-
jelenségeket, addig egy kvantumszamitogép kihaszndlni szeretné Oket. Teljesen mas
miikodési elv, de teljes szamitdsi modell: barmilyen klasszikus szamitégépen megvaldsithatd
program megvaldsithaté kvantumszamitégépen is elméletben. Gyakorlatban még nem.
Ugyanakkor ahogy példéaul klasszikusan tobb masolatot tarolva, médsolatokon szdmolva
tudunk programozni - amit kvantumszdmitégépen nem lehet, kvantumszadmitégépeket
allapotok szuperpozicidjaval, "egyiittesével”" tudunk szamitdst végezni, amit klasszikus

szamitégépen nem lehet.



Mi a kvantumszamitas célja?

Egyel6re sokféle. Olyan problémak megoldasa, €s feltevése, amiket klasszikus szamit6gép
nem tud vagy lassabban tud megoldani. Eredetileg fizikai rendszerek hatékony szimuldldsdhoz
képzelték el, de jelenleg mar az optimalizdlds, kommunikacid, s6t még a gépi tanulas

teriiletén is jelentek meg kvantum programok.

Cél, hogy gyorsabbat, pontosabbat alkossunk, mint amit klasszikusan el lehet érni. Es
ilyen gyorsitasra léteznek kvantum algoritmusok, amiket latni fogunk a kurzus masodik
felében. Persze arra, hogy éltaldnos szdmitdsra, példaul egy webszerver szerepére, vagy
egy PC szerepére fogjuk haszndlni, nem érdemes szdmitani. De nagyobb szoftverekbdl
hivott 1-1 szubrutin, akar optimalizaciés algoritmusok hasznélatakor lehet elonye a kvan-

tumnak.

Hogyan miikodik? Szuperpozicio?

"A kvantumszdmitogép exponencidlisan gyorsabban tud problémdkat megoldani, mivel
az dsszes szdmitdst parhuzamosan el tudja végezni. Példdul keresési problémdkon egysz-

erre az 0sszes lehetséges inputot ki tudja probdlni szuperpozicio segitségével”.
Szinte minden djsdgban, cikkben, irdsban szerepel. Ez egy vicc. Semmi értelme.

A szuperpoziciot pl. ugy érdemes elképzelni, hogy van 1 liter viziink, és annyi palack-
unk, ahdny lehetséges megoldas. Ezt az 1 liter vizet szét tudjuk osztani a palackokban,
akdrmilyen sokban, példdul 500 egyliteres palackban. Ugyanakkor amikor az a kérdés,
melyik megoldés a helyes, nekiink ranézésre meg kell mondanunk, melyik palackban van

a legtdbb viz, és csak azt vilaszthatjuk ki.

Persze, tévedhetiink - ahogy méréskor a programunk is! Es amennyire kozel lehetnek
a megoldasok, kelléen szétosztva a vizet, szinte esélyiink sincs j6 szdzalékkal megmon-

dani melyikben van a legtobb.

Persze van mod, hogy szdmitds kdzben ugy Ontogessiik a vizet, hogy a végén sok

maradjon az egyik palackban, de ez nehéz feladat. Ilyesmirdl is fogunk majd beszélni.



Mi a kurzus célja?

Szeretnénk megismerkedni az alap koncepcidkkal. Hogy mi az a "doboz", az az 1j
szempontrendszer ami alapjan egy kvantumszdmitégép miikodik. Ami alapjén algorit-
musokat tudunk tervezni. A doboz, amiben gondolkodni tudunk. Ebbdl all a félév elsd
fele. Intuitivan felépitjiik a szamitdsi modellt, hogy utdna, a félév masodik felében ebben
gondolkodva algoritmusokkal ismerkedjiink, implementéljunk kédokat és futtassuk oket

kvantumszamitogépen is.

A cél, hogy megértsiik, hogy mi miikodik, mi nem, mit érdemes kihaszndlni, mit
nem. Hogy egy nagyobb szoftverben megtalaljuk, hogy mit gyorsithatnank kvantumosan.
Hogy egy adott problémara legyen fogalmunk, hogyan is lehetne megoldani kvantum-

szamitogéppel.

Ugyanakkor a kurzus BSc-s szinten nehéz matematikai koncepcidkat tartalmaz, mégha
ezeken minimalizalva is. Tehat inkdbb az intuicid, szoftveres rész van elGtérben. A

matematikai leirdsok céljabol késziilt ez a jegyzet, ran nincs eldtérben a formalizmus.

1.3. Jelenlegi alkalmazasi teriiletek

Az alkalmazasi teriiletek irdnydba sok kutatas folyik, mind iparilag mind akadémi-
ailag. A jelenlegi kicsi kvantumszamitogépekkel még az eszkozoket magukat nehéz ki-

hasznalni, de immdr az eszkozok fejlesztése is gyorsan halad.

Jelenleg (2021) val6di méretii problémékra a D-Wave rendelkezik felhasznélhat6 kvan-
tum eszkozzel. Ez az eszk6z nem altalanos céli szamitogép, sokan nem is tartjak épp ezért
kvantumszamit6gépnek. Ugyanakkor a kvantumfizika szabdlyait kihaszndld, szamitdsra

szolgdlo eszkozrdl van sz6.

1.3.1. Kutatasok

Egyre szélesedd teriiletrdl van sz6. Egyel6re nagyon elméleti szinten, ugyanis - bar
mdr lehet - tesztelni csak nagyon kis problémadkon lehet. Informatikus szemsz6gbdl nézve
par gondolat: a teriiletnek nagyon erds szamitastudomdanyi alapjai vannak, és a jelen-

leg sokszor proba-szerencse moédon megirt programok, amelyekrdl egy programozénak



nem feladata érteni a matematikai absztrakcidjit - is matematikailag vannak lefrva és

definialva.

Gondoljuk csak at milyen lenne, ha papiron kellene mindenképp helyes kédot irnunk!
Borzalmas lenne. Na ennyire nem rossz a helyzet, a kédunkat ki is tudjuk prébalni mar!

Ez nagy dolog, mégha jelenleg csak pdr bittel is.

Ezért bar a kurzus amennyire engedi a teriilet, gyakorlati, a jegyzetben nagyon sok

matematikai leirds is szerepel, jelenleg programkédok mellett.

1.3.2. Ipari fejlesztések

Nagy cégek (pl. Google, IBM), nagyhatalmak allami szervei jelentds pénzeket fektet-
nek kvantumszdmitégépek fejlesztésébe. Kiilonbozd vallalatok kiilonbozé modellekkel.
Az allamiak jelent6s allami / szovetségi tdmogatédssal folytatnak kutatdsokat, sokszor a
magéncégek segitségével. A magdncégek modellje jellemzden inkdbb az emberek megis-

mertetése a kvantuminformatika vildgaval, és bevondsuk a fejlesztésekbe.

Sok gyakornoki allast irnak ki, illetve ezek a cégek tobbnyire szorosan egyiittmiikod-
nek (sokszor inkdbb versenyeznek) az akadémidval. Ugyanakkor ami a mi szempon-
tunkbdl fontos: széles korben elérhetd és hasznalhaté kvantumszamitégépeket, felhdket
hoznak 1étre. Ezek segitségével fogunk tudni mi is megismerkedni a kvantum programozds

vildgaval.

1.3.3. Programozasi nyelvek, kvantum felh6k

A kvantum felhdk tobbnyire fizetds szolgdltatdsok. Hasonl6an érdemes elképzelni
mint sziileink-nagysziileink idejében a lyukkartyds gépeket iizemeltetd szdmitékdzpon-
tok - de most fizika kontakt nélkiil. Masik kép lehet, példaul ha valaki foglalkozott kom-
petitiv programozassal, (volt pI ACM-en, spojozott), megirjuk a kodot, majd bekiildjiik
kiértékelésre. A szamitogépeken ekkor a bekiildott kodunk "bedll a sorba", majd mikor
az Osszes hamarabb bekiildott ki lett értékelve, a mienk is kiértékelddik, majd az ered-

ményeket visszakiildi a felhd.

Ehhez természetesen nekiink nem kell érteniink, pontosan fizikailag hogyan val6sul

meg és fut le a kddunk. Ugyanakkor ahhoz, hogy jé programot tudjunk irni, elenged-
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hetetlen, hogy értsiik a jelenségeket, amelyeket a gépek és ezéltal mi is ki tudunk haszndlni.
Ismét példan szemléltetve: egy (egyetemi) C kéd megirdsdhoz és futtatisahoz nekiink
nem kell azzal foglalkoznunk, hogy pontosan milyen architektirara irjuk, pontosan a pro-
cesszoron a tranzisztorok hogy helyezkednek el, és magét a szamitasokat hogyan hajtja
végre. De azt tudnunk kell, hogy bitjeink vannak, memoridnk, bindris aritmetikank. Hogy

amig a memoria engedi, akdrmennyi masolatot tudunk késziteni €s tarolni egy értékr(il[]

A kvantum programozas még egészen gyerekcipdben jar: sok kiillonbozd, és utasitds
szintl nyelv 1étezik, amelyek segitségével tobbnyire kvantum aramkoroket lehet definidlni.
Ezek tehat f6ként interpretalt nyelvbol kvantum dramkorre fordulé szkriptek. Ugyanakkor
maér létezik forditott kvantum nyelv is, illetve egy, mar a C-hez egyre jobban hasonlité is

- mi ezt fogjuk haszndlni a kurzuson.

Qiskit, open gqasm 3.0 (IBM)

Kezdésképp rogton a kurzus éltal hasznélt kornyezet. A qgiskit az IBM altal fejlesztett

27 2

kvantum felhd éltal hasznalt nyelv.

Alapvetden egy python 3 konyvtarrol van szo, sok beépitett fiiggvénnyel, algoritmus-
sal, illetve az IBM Quantum Experience-en vald ingyenes futtatdsi lehet6séggel. Emel-
lett lokalisan, a kvantum kdédot egy szimuldlt interpreter segitségével is tudjuk futtatni,

tesztelni.

Az IBM projektje még az open qasm. Ahogy a neve is mutatja, egy open source
quantum assembly nyervrdl van szd, amelynek 2021-ben adtdk ki hasznalatba a 3.0-4s
verzidjat, amely segitségével mdr fiiggvényeket is tudunk definidlni. A qasm fajlokat a

qiskit parsere tudja feldolgozni, majd a giskit python részének segitségével tudjuk futtatni.

A most rendelkezésre 4ll6 legnagyobb ingyenesen haszndlhat6 kvantumszamitogép
15 qubites, a legnagyobb, kutatok és oktatok szdmara még mindig ingyenesen elérhetd 65
qubites. Hogy ezek mit is jelentenek, a kurzus tovébbi részében megtanuljuk. Egyeldre

oriilhetiink, hogy mar tudjuk futtatni, tesztelni a kédjainkat.

J6 kvantum szimuldtorok is 1éteznek, bar szimulalni a kvantumjelenségeket klassziku-

san (nem-kvantum) igen koltséges. De kevés qubit esetén még bdven hasznalhatd.

'Ezek olyan dolgok mind, ami a kvantumsz4mitdsra nem jellemzé.
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Cirq (Google)

Egy madsik python library 4ltal interpretdlt nyelv a cirq. A cirq a Google fejlesztése.
A Google 2020 marciusaban adta ki a tfq (TensorFlow Quantum) konyvtarat. Aki dol-
gozott méar tensorflow-val, annak ismer6s lehet - kvantumszdmitds folyamatosan fejlédé

teriiletén tehat a gépi tanulds is helyet kapott.

Bér a jelenlegi zajos, kicsi gépeken még egész algoritmusokat nem lehet (és ezek
gyorsasdga miatt nem is érdemes) futtatni, hibrid algoritmusokat mar igen. Ezek az al-
goritmusok jellemzéen a klasszikus algoritmus koltséges részét szervezik at kvantum-
szamitogépre.

Ilyen hibrid algoritmusok a tfq modelljei is. A Google célja szerint a programozénak
ne kelljen tudnia, hogy a kdédja egy része kvantum szdmitégépen fut. Azt majd az 6
motorjuk optimalizalja. Ett6] ugyan még messze vagyunk, de a torekvés biztatd. Emellett

természetesen ezt a feladatot is meg kell oldania valakinek, akinek értenie kell nagyon

alaposan ezekhez az algoritmusokhoz, és az optimalizalasukhoz is.

Silq (ETH Ziirich)

A Silg-et szanja az ziirichi egyetem a kovetkez6 szintli kvantum programozasi nyelvnek.
A szintaktikdja amennyire lehet, hasonlit a C-re, bér a jelolésrendszere egy fokkal szokat-

lanabb. A programozasi nyelvet szimuldtoron ki lehet prébalni, tanulni.

A nyelv maga nagyon érdekes, a technika, amivel fiiggvényeket, szubrutinokat kezel,
illetve egyszerre a klasszikus €s a kvantum regisztereket is tudja kezelni. A hibrid struk-
tirdja miatt egy fokkal nehezebben tanulhat6, de ha elterjed, valéban lehet egy kovetkezd

1épcss, egy magasabb szintd nyelv.

Amazon Braket

A Braket az Amazon kvantum felhdszolgéltatisa. Az Amazonnak sajat kvantumszamitégép-
parkja nincs, de szerzédésben allnak egyéb cégekkel. Igy elérhetd tobbféle architektiira

is: szupravezetd qubit alapd, ioncsapdds qubit alapu, és annealer is.
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Strawberry Fields (Xanadu)

A strawberry fields-sel fotonikus dramkoroket lehet épiteni, graf alapon, €s azt a Xanadu
eszkozén futtatni. A rendszeriik hasznalatdhoz egy fokkal tobb fizikai hattér sziikséges,
ugyanis hardverkozelibb nyelvrdl és megvaldsitasrdl van sz6. A stawberry fields is egy
python konyvtar, interpretdldsa, futtatdsa a feljebb emlitett python alapd nyelvekhez ha-

sonldan torténik.

Q# (Microsoft)

A Q# volt az els6 forditott kvantum programozdasi nyelv. Bar az oktatasi programjuk
nagyon j6 (majd latjuk a kurzus sordn), és a nyelv integracidja jelenlegi projektekbe is
nagyon j6, a Microsoft nem rendelkezik kvantumfelhével, hogy tesztelni is lehessen éles-
ben a kédot. Szimuldtorokon lehet, ami teljesen jO, viszont ha a Microsoft szerezni sem

tud kvantumszamitégépet, akkor hosszu tdvon nem lesz hasznalhat6 a nyelv.

A Q# is kvantum dramkor alapu, kapu modellt kell épiteni, és az fordul le. A Mi-
crosoft kornyezete pedig kivald lehetdséget tud biztositani egyéb alkalmazdsokba valé

beépitéséhez.
PsiQuantum

Misik innoviaciét jelenleg a PsiQuantum jelenti. Ok egy kis startupként kezdték, és mas
irdnyban indultak el, mint a nagyvallalatok. Nem szupravezet6 qubitekkel, hanem foton

alapu, hibajavitott szamitdssal igyekszik eléretorni.

A benniik rejl6 lehetdségeket sokan észrevették, egy igen erésen tdmogatott kisval-

lalatrél van sz6, nagy tervekkel.
2021-ben nagyjabol 200 startup foglalkozik kvantumszamitassal valamilyen médon.

1.3.4. Felhasznalasi teriiletek

Egész sok teriileten van nagy potencidl a kvantumszmitdsban, bar még realizalni, de
még tesztelni sem sikeriilt. Ez persze okot ad arra, hogy sokan kételkedjenek a kvantum-

szamitds jovGjében, viszont a matematikai modellek kétség kiviil sok reményt adnak.
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Most, hogy lattuk, mennyien foglalkoznak 1d6t és pénzt nem kimélve a teriilettel,

lassuk mi célbdl is torténhet mindez:

Kvantum kémia

Az egyik legf6bb potencidlis felhasznaldsi teriilet a kvantum kémia. Uj anyagok tulaj-
donsédgainak vizsgélatdhoz, szimulaciokhoz fontos lancszem a kvantumszamitogép, ugya-
nis ezen a teriileten a szimulaciok klasszikusan nagyon nehéz problémanak szamitanak,
ugyanakkor a kvantumszdmitégépek a valds rendszert modellezve sokkal hatékonyabban

tudjak végrehajtani a szimul4cidkat.

A szimulédcidk hatékonysaga felgyorsithatja az djabb anyagok felfedezését és fel-

hasznalasat.
Fizika

Ahogy Feynman idézetébdl is 1athatd, a kvantumfizikai jelenségek hatékony modellezéséhez

kvantumfizikai jelenségekkel val6 szamitds lehet a legjobb tt.

Tobbrészecskefizikai rendszereket szimuldlni, modellezni is klasszikusan nagyon ne-
héz feladat. Mar egész kevés részecske esetén sem lehetséges. A kvantumszamitégépek

egy erGssége lehet, Iényegében "hazai palya".

A vilagbdl érkezd, természetes adat analdg, fizikai. Ezt jelenleg mi feldolgozzuk,
digitalizaljuk, majd a digitalis adatot elemezziik. Ez persze sokkal kisebb preciziét ad,
és kevesebb lehetdséget biztosit az adatok elemzésére egy digitalizdlds nélkiili azonnali

feldolgozas helyett.

Kvantum kommunikacio

Kvantum kommunikdcid, azaz a koherens kvantumrendszerek kiildozgetésével valé kom-
munikéci6 fejlédik. Ahhoz, hogy kvantum internet kialakulhasson, ez elengedhetetlen
1épés, hiszen a kvantum allapotok pontos klasszikus "eltaroldsara" és kiildésére nincs

lehet&ség.

Ez viszont nagyon sok problémadt vet fel, ugyanakkor nagyon izgalmas teriiletté teszi

a kommunikaciot.
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Képzeljiik el, hogy vannak erds szamitogépeink, de azok egymassal nem tudnak kom-
munikdlni. Lefuttatunk egy programot az egyiken, és utdna, hogy folytathassuk, ki kell
menteniink valamire az outputot, dtgyalogolni a mésik géphez, majd ezen az adaton dol-

gozni tovdbb. Ez nem tdl hatékony, f6leg ha "kimenteni" sem tudjuk az adatunkat.

Titkositas

Az egyik legnagyobb hir mindig a médidban, hogy "uu a kvantumszamit6gép feltor min-
dent". Ez igy nem igaz. Bizonyos titkositasi eljardsokat majd tobb év miilva tud feltorni
egy kvantumszamit6gép. Es 1éteznek mar kvantumbiztos (post-quantum) titkositési eljara-

sok.

Ez a teriilet csak részben kapcsolddik a tdrgyunkhoz, ugyanis ezek a protokollok

klasszikus titkositdsi eljarasok.

Ugyanakkor ha megdélne, hogy P # NP, ami egy jelenleg igaznak széles korben elfo-

gadott, bizonyitatlan feltevéﬂ akkor ezek az eljarasok is feltorhetSk lennének.

Az RSA titkositas feltorése egy szubexponencialis id6igényi probléman (faktorizalas)
alapul, ez pedig exponencialisan gyorsithaté kvantumszamitégépen. Ehhez viszont tobb-

7 2z

milli6 qubit sziikséges, ami varhaté 2026-2028 kozott valik elérhetdvé leghamarabb.

Optimalizalas, adatelemzés

/////

Sok hatékony klasszikus (nem-kvantum) optimalizalasi eljrast ismeriink, ezekre rész-
letesebben lesz példank az utolsé fejezetben. Konvex optimalizéldsra 1étezik hatékony
klasszikus algoritmus. Ugyanakkor hatékonyabb(nak vélt) kvantum-eljaras is, amely a

diszkrét adathalmazunkbdl folytonos teret készitve keresi a globdlis optimumot.

A fé6komponens analizisre 2013-ban jelent meg algoritmus, amely jelentdsen gyorsitja

aszimptotikusan a klasszikus verzi6t.

De gépi tanuldsi modellek is jelennek meg mind hibrid, mind tisztdn kvantum for-

maban.

'Kapsz egymilli6 dollart ha bebizonyitod
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Elméleti hattér, intuicio

Minden szdmitasi modellnek megvannak a sajatossdgai, amik csak ra jellemzok. Ez
ha a klasszikus, "éltaldnos" szamitasi modellt nézziik a mindennapjainkbdl, akkor példaul
a memoria, az adat eltaroldsa, méasoldsa, digitalizdldsa. Ha meg akarunk irni valami célbdl

egy kodot, akkor tudjuk, hogy mik az eszkozeink, lehet6ségeink arra hogy megirjuk.

A kovetkezd pér 6rdn azzal fogunk foglalkozni, hogy a kvantumszdmitas épitdkoveit,
eszkoztarat megismerjiik, és kialakitsunk egy "dj dobozt" amiben gondolkodhatunk. Ebben
a részben még konkrétumok nélkiil, intuiciot és példakat kovetve nézziik meg, mivel is

fogunk foglalkozni, illetve az sziikséges matematikai hétteret ismerjiik meg.
2.1. Fizikai intuicié

Azzal, hogy a tranzisztorok bindrissd alakitjak a folytonos jelet, majd mi ezt beleillesztjiik

a gondolkoddsmodunkba, egy teljesen mesterséges, digitalis vildgot teremtiink.

A természet nem ilyen. Ha a fizikdjat szeretnénk modellezni, tulajdonsagait kihasznélni,

akkor egy erre hasznélhat6 eszkozt kell épiteniink.

A vildg amit ismeriink, latunk, amiben éliink, determinisztikus. Ok-okozati 6sszefiig-
géseken noviink fel, alkalmazkodunk hozza, hogy a vilag igy miikodik. Tesziink valamit,
annak pontosan meghatarozhat6 kovetkezménye lesz. (Persze ekkor a fizikai dolgokra

gondolva). Determinisztikus.

Ahova mi tartunk, az nem determinisztikus. Minden valamekkora valészintiséggel
kovetkezik be. Mér a bitek szintjén. Minden "valamennyire" egy és "valamennyire" nulla.
Ilyesmi jelenség a processzorokban is el6fordul, de a tranzisztorok feladata bindrissa

alakitani a jelet, majd hibajavit6é kédoldssal a lehetséges hibdkat is kijavitjuk.

Ezt viszont mi kihaszndlni szeretnénk. Folytonos jelekkel, dllapotokkal szeretnénk
szamitasokat végezni. Ez pedig a hibajavitast is nagyon nehézzé teszi (és nagyon inten-
ziven kutatott témavd). Habar minden valdszinliség alapu, ezt a valdszintiséget is lehet

szamolni.
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A val6szinliségek mellett pedig van par jelenség, amit a kvantumszdmitégépek ki-

hasznalhatnak.

2.1.1. Kvantumfizika jelenségei

Ebbdl van jopdr, ami még a fizikusok szdmdra is nehézz€, elsére befogadhatatlanna
teszi a teriiletet. Amire ki fogunk térni, azok azok a jelenségek amit ki is szeretnénk

hasznalni.

Szuperpozicié. Valészintiségek. Bitek fel tudnak venni 0-as és 1-es értéket. Qubitek
mindent is kozotte. Valamekkora eséllyel. Persze, 0sszesen ezek a valdszintiségek kiadjak
az 1-et, hiszen nem tiinik el a qubit. Ugyanakkor egy qubit pl lehet 30% eséllyel 0 és 70%
eséllyel 1. Ez csak méréskor deriil ki. Addig csak valdszinliségeink vannak az egyes

eredményekre, egyes qubitek allapotéra.

Interferencia. A részecskéink, qubitek, egymadssal interferdlni tudnak. Mintha hul-
lamok lennének. Fazisaik vannak, és ellentétes fazisok kioltjdk egymast. Klasszikusan
ezt ugy lehetne elképzelni, mintha lenne egy randint(0,3) fiiggvény, ami mondjuk itt O és
3 kozott ad véletlenszerlien egy egész szdmot. De 1-et meg 3-at nem adhat, mert a fazisaik

ellentétesek. Mivel valdszintiségekkel kell szamolnunk majd, ez igen hasznos lesz.

Osszefonddds. A qubitjeinket dssze tudjuk fonni. Ez azt jelenti, hogy fiiggni tudnak
egymds értékétdl. Példaul az el6z6 randint-es példan: most két szamot dob ki a generd-
torunk 0 és 3 kozott. Kidobja az elsot, latjuk, hogy 3. Miel6tt a médsodikat kidobn4,
mi mar tudjuk, hogy az csak 0 lehet, mert 0ssze voltak fonddva, és a masik lehetséges

kimenetel mar csak a 0.

2.1.2. Felhasznalas, sziikséges alapok

Ahhoz hogy mi mindezt alkalmazni tudjuk, sziikségiink lesz egy kis matematikai re-
capre, €s egy Uj gondolkoddsmddra. A rendszerek fizikai megértése nem lesz fontos, de a

programozdshoz sziikséges toolbox, és az ebben valé gondolkodas elengedhetetlen lesz.

A jelenségekhez hozzétartozik, hogy a kvantumallapotokat, azaz a programunk pil-
lanatnyi dllapotét, valtozoink értékét stb nem lehet masolni. Természetesen létre lehet

hozni ismét ugyanazt az allapotot, egyszerre tobb példanyat is el lehet késziteni, de ma-
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solni nem lehet.

Emellett még ezek a rendszerek "torékenyek" is, minél hosszabb szdmitdst szeretnénk
végezni, annél pontatlanabb lesz a kimenetel. Es ez a pontossig (nem olyan sok) id6vel 0

lesz. Ezekkel és a kezelésiikkel mind megismerkediink majd a félév soran.

2.2. Matematikai alapok

Nagy levegé...
A kurzuson mély matematikai ismeret nem sziikséges, de alapokkal tisztaban kell
legyiink. A fejezet ezen része ezeken az ismereteken vezet végig minket.

A jegyzet tartalmazza az algoritmusok pontos leirdsat, ami a leadott anyagnak nem
része, ugyanakkor hasznos és érdekes lehet. Ehhez pedig mindenképp sziikséges egy kis

linedris algebra.

Tehat fontos megjegyezni, hogy ez az anyag a kurzuson szdmonkérve sehol nem lesz,
viszont ha kvantum algoritmusokkal szeretne valaki foglalkozni a késdbbiekben, akkor

elengedhetetlen.

2.2.1. Komplex szamok

A szamok, szamrendszerek éltalunk kitalalt, megalkotott dolgok. A természet leirdsdhoz

komplex szamokra is sziikségiink van.
A komplex szamok lehetséges alakjai:

» Kanonikus alak: z = a + bi ahol a és b is valés szamok
* Trigonometrikus alak: z = r(cos(¢) + i sin(p)) ahol r a vektorunk hossza (a
komplex szdm abszolit értéke), ¢ pedig a fazisszoge, argumentuma.

* Exponencidlis alak: 7 x €%, a trigonometrikus alakhoz hasonlé paraméterezéssel.
Konverzidk:
e a+bi =r(cos(p) +isin(p)) = re*®
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e ekkor r = Va2 + b2

* és p = arctan(?)

Elképzelésiik: Vegyiink egy helyvektort a sikon. Ennek a koordinatai legyenek ekkor

a és b, hossza r, a vizszintest6l ramutato jarasaval ellentétesen a szoge legyen .

Miveletek:

e Osszeadds: (a+bi)+ (c+di) = ((a+¢) + (b+ d)i) azaz csak dsszeadva mindent,
€s Osszevonva

* Szorzas: (a + bi) X (¢ + di) = (ac — bd + (ad + bc)i) azaz beszorozva minden
mindennel, mint valds szdmokon, és alkalmazva, hogy i X 1 = —1.

» Konjugdlds: a + bt = a — bi, ha elképzeljiik vektorként, ez tiikrozés az = tengelyre.

2.2.2. Linearis algebra

A szamitdsokhoz fontos lesz par linedris algebrai fogalom, miivelet. Két kivétellel
mind szerepel a diszkrét matematika, és a kozelit6 €s szimbolikus szdmitdsok kurzuson.

Mindkét kivétel a matrixmiveleteknél lesz.

Vektorok

A skalarokrdl, szamokrdl volt mar sz6: komplex szamaink vannak. A vektorok ezeknek
a szamoknak egy rendezett listdja. A lista hossza lesz a vektor dimenzidja. A vektorok

alapesetben oszlopvektorok.

Jel6lések:
1+ 2 3
0 24 6e
lv) = lw) = ! "ket vé", "ket vevé"
43 —1+2:
—1 21

(v| = |v*) = (1 —2i,0, —41, —1) konjugalt transzpondlt, "bra vé"
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(vlwy = 3(1 — 24) + 0(246i) + (—4i)(—1 +2i) +2i(—1) =11 —4¢  bels6 szorzat

3—61 0 —1 -3
8+2t 0 24—-8 —2—-061

w) =, Z | klss szorzat
3+4 0 8+4i 1—-2
4+2i 0 8 —29

[v) [w) = |v) ® |w) tenzorszorzat, 1d. miiveletek matrixokon

5+ 107
c 0
> v = (vlw) & 5lv) =
i 2012

)

Matrixok, matrixok tulajdonsagai

Mitrixokkal is méar biztos mindenki taldlkozott. Par jeloléssel, kifejezéssel azonban lehet,

hogy nem.

Tulajdonsagok:

* A matrix s-ritka (s-sparse), hogyha minden sordban és oszlopdban maximum s

elem nemnulla.

* A valés szamokon szimmetrikusnak hivott matrix (4 = AT, A € R™™, Ajj = A
komplex megfelel6je a hermitikus (hermitian) matrix. Azaz a komplex madtrix
megegyezik a sajat konjugdlt transzponaltjdval: A = A*, A ¢ C™™, A;; =
A_ﬂ Hermitikus matrixok jellemz&en a fizikai mennyiségeket jel6l6 operatorok
(pl. Hamilton-operator). Illetve szimmetrikus (€s pozitiv szemidefinit) matrixok pl.

a kovarianca métrixok is. Hermitikus métrixok sajatértékei valdsak.

* Es a val6s szamokon ortogonalisnak hivott matrix (A~ = AT, A € R™*™) kom-

plex megfelel6je az unitér (unitary) matrix. Az unitér matrix inverze megegyezik a
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konjugélt transzponaltjdval. A~! = A*, A € C"*™. Az ortogondlis/unitér métrixok
egymadssal 6sszeszorozva is unitér matrixok maradnak, illetve vektorral beszorozva
Oket a vektorok hossza nem fog véltozni, azaz kizardlag forgatdsi transzformaciot

hajtanak végre.

* Fontos még megemliteni a definitségi osztalyokat, legaldbbis egyet mindenképp:
pozitiv szemidefinit az a matrix, amelynek minden sajatértéke nemnegativ. Ez
azért fontos, mert ha ez a métrix be van szorozva egy vektorral, akkor ezt a vektort
nem fogja tiikkrozni semelyik dimenzié mentén. Példaul elképzelve két dimenz-

16ban, egy vektort a sikon nem fog mésik siknegyedbe transzformaélni.

* Matrixoknak van kondiciéoszamuk, ami szdmitdsoknal fontos dolog. A kondi-
ciészadm ardnyszdm, ha 1 az értéke, az a legjobb. Unitér métrixok kondiciészdma 1.
A kondiciészamot alulrél korldtozza a legnagyobb é€s a legkisebb sajatérték hanya-

dosa.

¢ A matrixoknak vannak kiilonb6z6 normai. Ami nekiink fontos lesz a normak koziil,
az az operatornorma. Egy matrix operatornormdja az a legnagyobb szam, amivel

egy vektort a matrix szorzaskor meg tud nydjtani. Azaz min(Vz  ||Az| < c||z]|).

Miiveletek matrixokon

A szokdsos, mar ismert dolgokon kiviil djdonsdg lehet a jelolés, illetve par mivelet,

koztiik a métrix nyoma, tenzorszorzata.

Par megjegyzés még elottiik, gyakrabban hasznélt miveletekrdl: A transzpondlds
komplex szdmokon a szdmok konjugdldsaval is jar. A matrixok nagyrészt nem kom-

mutativak, de vannak olyanok, amik kommutélnak, jel6lésiik [A, B] = AB — BA = 0.
Diagonalizalas, invertalhatésdg, matrix rangja:

A madtrix rangja a fliggetlen bazisvektorainak a szdma. Hogy ez mit is jelent? El6szor
nézziik a fiiggetlenséget. Két vektor fiiggetlen, ha egymésnak nem szdmszorosai - és ezél-
tal a kettejiik altal kifeszitett sik minden pontja el64ll a linearis kombinaciéjukként (azaz
valami szdmszor az egyik vektor plusz valami szdmszor a masik). Ha egy 3 soros és 3

oszlopos matrixot néziink, akkor ha minden oszlopvektora (vagy sorvektora) fiiggetlen,
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7 2

akkor a rangja 3. A vektorok pedig egy hatdimenzids tér barmelyik pontjat tudjak el6alli-
tani. A métrixok egymastdl fliggetlen vektorai dltal alkotott rendszer a matrix egy bazisa.
Ezek a vektorok pedig a bazisvektorok. Ha ebbdl pont annyi van, mint ahany oszlopos a
négyzetes matrixunk, akkor nevezhetjiik teljes rangu (full rank) métrixnak, és invertalhato
lesz.

Ilyenkor a métrixot fel tudjuk bontani 3 matrix D = PAP~! szorzatdra, ahol a D az

2 2

eredeti A matrixunk sajatértékeit tarolja a f64tléjaban. Ez kicsit dtrendezve A = P~1DP.

Matrix exponencialas Ez az anyagrész kicsit bonyolultabb elsére, de lebontjuk. A
kurzus sordn tobbszor fogunk olyan kifejezésekkel taldlkozni, ahol exponensben matrixot
taldlunk: e~*7!  fizika nyelvezete miatt. Ugyanis alacsony szinten az egyes rendszerek
energidjanak lefrdsara hasznélt operdtor a Hamilton-operétor (hamiltonian), ami egy her-
mitikus, PS]ﬂ, de nem unitér matrix. (Kicsit elérevetitve, a bitjeinknek, ahogy klassziku-
san az aramerdsség mértéke donti el az értékiiket, itt az energiaszint fog fontos szerepet
Jatszani).

No nézziik akkor mit is jelent egy olyan kifejezés, hogy ¢ ahol A € C és hermitikus,

amennyire lehet programozdbarat szemszogbdl.

1. Kezdésképp nézziik meg mit jelent, ha van egy fiiggvényiink, aminek az inputja egy

négyzetes matrix és az outputja is az. Hogy is értelmezziik f(A)-t?

Ez nem mads, mintha vennénk A sajatértékeit, €s azon hajtanank végre a fiiggvényt,

majd Osszeraknank djra A-t. Erre pedig az €l6z6 pontban néztiink is egy modszert:

f(A) = P~H(f(D))P.

2. Ezt nézziik meg egy konnyebb példan, ahol A diagondlis matrix, azaz P csak az
egységmatrix és A = D. Ekkor ugye f(A) = f(D).

0 O e 0 0
Legyen f(z) =e*ésA=D= |0 —1 0|, igy f(A)=]0 e 0
0O 0 3 0 0 e

3. Innen mir kitaldlhatd, hogy egy e’/ hogy 4ll 6ssze. Még annyi megjegyzés, hogy a

kapuink nekiink mind unitér operatorok. A komplex szdmok alakjabdl lathaté volt,

'Pozitiv szemidefinit
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hogy az €' egy val6s z-re mindig egy egységvektort fog adni (egy 1 abszoldtértéki
komplex szamot, az egységkor egy pontjat). A hermitikus matrixok sajatértékei
—iHt

pedig valds szamok, ezért egy H hermitikus matrixbdl e unitér matrixot csindl,

azaz H sajatértékeit "szEétszorja" az egységkoron.

Matrixok tenzorszorzata: a baloldali matrix minden elemét megszorozzuk a job-
boldali métrixszal, igy két 2x2-es matrixbol 4x4-eset kapunk példdul. A tenzorszorzat

vektorokon ugyanigy miikodik:

0 1 0 —1
X = Y =
10 1 0
0x0 0x(—i) 1x0 1x (=) 0 0 0 —i
0x1 0x0 1x1 1x0 0 0 =2
Ix0 Ix(—=i) 0x0 0x(—i) 0 — 0 O
1x1 1x0 0x71 0x0 1 0

A tenzorszorzat nem kommutativ, ahogy matrixok szorzdsa sem.

Egy matrix nyoma (trace) az atlgjdban 1évs elemek Osszege, jelolése: tr(A) =
> Aii. Egy négyzetes matrix nyoma egyenl§ a sajdtértékeinek az osszegével (multipli-

citassal szamolva).

Egy szemléletesebb példa tenzorszorzatra

Az el6z0 rész szdraz matekjat kicsit gyakorlatiasabb példdkban is nézziik meg. Par mate-

matikai pontatlansag el6fordulhat a példa érdekében, de az intuiciét ez nem befolydsolja.

Mire is j6 a tenzorszorzat? Ha van két pontunk, az meghataroz egy egyenest, ezt al-
taldnos iskola 6ta tudjuk. Ugyanakkor mit is csindlunk amikor dsszekotjiik a két pontot?
Kombindlunk két egydimenzios teret. Na akkor nézziik ugyanezt arra, hogy ha van két
sikunk! Két kétdimenzios sik. A két sikot meghatdarozhatjuk a bazisvektoraik éltal alko-
tott matrixszal (gondoljuk pl az (1,0) és (0,1) éltal alkotott koordinatarendszer sikjara).

Ha ezt a két sikot 0sszeszorozzuk, kapni fogunk egy harmadik (maximum) 2 dimenzids
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sikot. Ugyanakkor ha tenzorszorozzuk 6ket, akkor megkapjuk a két sik "kombindldsaval"

keletkezd 4 dimenzids hiperteriinket.

Na ezt ismerdsebb adatszerkezetekkel: Ha van egy listank egész szdmparokbdl A
= (List(Tuple(int, int)) és egy masik ugyanilyeniink B = (List(Tuple(int, int)) akkor a
keresztszorzatuk A x B ezeket pont 0sszekobindlja nekiink minden lehetséges médon,
tehat kapunk egy olyat, hogy List(Tuple(Tuple(int, int), Tuple(int, int))), azaz 2x2 szdm-

parbdl all6 elemeink lesznek. Ezt csindlja tobb nyelven (pl Pythonban is) a zip parancs.

Akkor most tegyiik fel, hogy van egy fiiggvényliink, amit A-ra irtunk, és szdmparok
listajat varja, és masik szampdr listat ad vissza. Mondjuk egy ket szeres () fiiggvény
szorozza be kettével a kapott szamparok elsd elemét, és minusz kettével a masodik el-

emét.

Es tegyiik fel, hogy van egy ot szoros () fiiggvényiink, amit B-re frtunk és beszorozza

a kapott szampdrok listdjan a szdmpdrok elsd felét 5-tel, masik felét -5-tel.
Mit tegyiink, ha mi ezt a két fiiggvényt egyben szeretnénk megvaldsitani?

[rhatunk pl egy fiiggvényt, ami vérja mindkét listat, és végrehajtja a fenti fiiggvényeket
egymas utdn (vagy épp parhuzamosan). De ha nézziik ezt a fliggvényt, ez mar egyiitt vérja
a két listat, és egyiitt is adja vissza Oket. Egyszerre végez rajtuk miiveletet, egymastol

fliggetleniil.

Haaketszeres () ésazotszoros () matrixok lennének, operatorok, amikkel 1-
1 qubitre hatunk (a listdink helyett), akkor a tenzorszorzatuk pont a két qubiten egyszerre
hat6 operaciot fogja leirni, ahol az els6 qubiten a kétszerezés, a masodikon az 6tszorozés

fog végrehajtodni.

2.3. Szamitastudomanyi alapok

A qubit alapu kvantumszdmitds Turing teljes szémitdsi modell. Ez azt jelenti igy
elsére, hogy minden klasszikusan implementdlhaté problémat kvantumszamitogépre is

lehet implementélni. Univerzélis szamit6gép a kvantumszadmitdgép is.

Persze a szamitasi mod teljesen mds, viszont ugyanaz az absztrakcid, mint a klasszikus
szamitasnal. Ugyanakkor ez az absztrakcio, amit formdlis nyelveken, bonyultsdgelméleten,

szamitastudomdny alapjain tanulunk kifejezetten a klasszikus modellre jott 1étre.
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2.3.1. Klasszikus és Kvantum szamitasi modell

Szamitasi modellbeli kiilonbségek mar az els6é 6ra anyagéban is feltlintek. A Turing-

gép, illetve RAM gép leirasdra ez a jegyzet a 9. oldalatol kivalo.

Bar kvantumszamitésra is létrehoztak a sajat "Turing-gépét", ez nem tul széles korben
hasznalt, ugyanis az algoritmusok nagyrésze matematikai leirdsbdl jon 1étre még mindig,
azaz nem kisérletezve, nem nagyobb szoftverekben. A matematikai leirds pedig a sajat

szabdlyrendszere mellett konnyen ellendrizhetd.

Ugyanakkor az algoritmusok bonyolultsagénak vizsgélata tobb problémat vet fel.

2.3.2. Bonyolultsagelmélet

A klasszikus tar- és idébonyolultsagi definiciok nem igazdn 4lljak meg a helyiiket a

kvantumszamitas teriiletén.

A téarbonyolultsdg még csak-csak, viszont egy informdcidhalmazt tobbféle médon
lehet elkédolni qubiteken, amelyhez a qubitek mennyisége eltérd, err6l majd lesz sz6
a[9. fejezetben| De alapvetSen ez a modell még jellemz&en megegyezik a klasszikussal.

Ugyanakkor az iddbonyolultsag kicsit eltér. Létezik a szekvencidlis modell is, de
sok kvantumalgoritmus elénye nem mutatkozik meg egy szekvencidlis modellen. Ekkor
a szamitdsi mennyiséget mérjiikk, konyhanyelven a kapuk szdmat, az input méretével

aranyosan.

Itt viszont belefutunk abba, hogy mit neveziink egy operdciénak? Egy miiveletnek?
Ha egy olyan miivelet az egység, ami pont sokkal hatékonyabb egyik architektirdn, mint

a masikon, akkor mi torténik?

Itt jon szembe a kvantumszdmitasban szélesen haszndlt lekérdezés-modell (query
complexity). Ehhez feltételezziik, hogy van egy adatbdzisunk, kulcs-érték parokkal, olyan
forméban, hogy a kulcs egy n-bit string, az érték pedig egy bit. Ehhez lehet 1étrehozni egy
olyan miiveletet, amely végrehajt egy lekérdezést. De ilyen lekérdezést egyszerre tobb bit

szuperpozicidjan is lehet végrehajtani.

A lekérdezés-bonyolultsag 1ényege, hogy a lekérdezések szdmdban mérjiik az idSbo-

nyolultsdgot. Egy lekérdezés a miivelet, az egység. Ez persze megint kérdéseket vet fel,
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mert mellette a tobbi miiveletet nem szdmoljuk (altalaban nagysdgrendileg kisebb, mint a

lekérdezés).

2.3.3. Hibajavitas, kodolaselméleti intuici6

A hibajavitas kimarad a kurzusbdl, mert mar nem férne bele, ugyanakkor fontos eleme
a teriiletnek. Viszont annyibdl perem, hogy szoftverek irdsakor most sem foglalkozunk
bithibdk javitdsdval. Most egy igen sokak altal kutatott teriilet, hogy kvantum hard-
veres hibajavitdst hozzunk 1étre, és ezutan ismét nem lesz olyan mindennapi szempont

a szoftverfejlesztés soran.

A kvantumszamitégépek nagyon érzékeny rendszerek. Gondoljunk bele, -273 celsius
fokon ezredfoknyi eltérésekkel mar elromolhat a szamitdsunk. Tudl sokdig sem tarthat egy
szamitas.

Ehhez sokféle modszer 1étezik. Mivel valami > 0.5 értékkel j6 eredményt kapunk sok
esetben, elég sokszor megismételni a szamitast. De ez a kozelités sem j6 mindig, és nem

is hardveres.

Hardveresen a qubitek fizikai elrendezésébdl ad6dé struktaraltsagot, illetve a qubitek
tulajdonsdgait igyekeznek kihaszndlni. Illetve az algoritmusok pontossigat is javitani

pontosabb, ekvivalens kapusorozatokra valé konverzidval, majd ennek a futtatidsdval.

Qubitek megvaldsulhatnak tobbféle moédon is, fotonokbdl, csapdazott ionokbdk és
szupravezetd dramkorok segitségével is példdul, ezeknek a hibdi pedig kiilonféle médon
"kezelhetdk".
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Bevezetés a programozasba

3.1. A qubit fogalma

A qubit fizikailag sokféle médon megvaldsithaté - és sokféle médon meg is van
valdsitva. Itt nem errdl lesz sz6, hanem arrél, hogyan tudjuk elképzelni, és milyen tu-

lajdonsagai lehetnek.

Egy qubit hasonlit egy bithez, annyiban, hogy lehet 0 vagy 1. Viszont lehet a qubit
barmi a kett§ kozott is. Lehet példaul félig 1, félig 0. Es lehet példaul 25% eséllyel 1 és
75% eséllyel 0.

Tehat ezek a qubitek szamitas soran folyamatosan véltoznak, 0 és 1 kozott felvesznek
értékeket, majd amikor ki szeretnénk olvasni az adatot beldliik, dsszeesnek, és a végén

vagy 0 lesz bel6liikk mérés soran, vagy 1.

A qubiteknek ezen kiviil fazisuk is lehet, egymassal tudnak "kommunikalni". Ezzel

majd késdbb foglalkozunk.

Els6re érdemes ugy elképzelni, mint egy vektort, ami az egységkor egy pontjira mu-
tat. Viszont mi csak a tengelyeken tudjuk észlelni. Tehat amint megmérjiik, odaugrik

valamelyik kozeli tengelyhez, és oda fog mutatni.

Példaul ha ez egy 30°-os szoggel mutatna az v = ‘/75 Yy = % pontra, akkor mérés

utdn 3/4 eséllyel mérnénk az x tengelyre (mondjuk O-nak) és 1/4 eséllyel az y tengelyre
(mondjuk 1-nek). Ha elképzeljiik dbran, akkor l4that6 is, hogy hdromszor messzebb van

az y tengelytdl, mint az x-t6l.

Kiilonbozd, latvanyosabb reprezentaciokat is fogunk nézni nemsokara.

3.1.1. Reprezentaciok

Alapvetden kétféle modon latjuk majd reprezentdlva a qubiteket, és az dllapotaikat.
Vektorokként, illetve braket jeloléssel. A kett6 ekvivalens, atirhatok egymasra.
Mivel a qubiteknek fazisuk is lehet, ezért az el6bbi egységkoros torténetet at kell

tenniink térbe: egységgombiink lesz. A mérés logikdja nem fog valtozni.
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Vektor reprezentacio

Az elsd reprezentici6 vektoros. Ez taldn konnyebben atlathat6, de nagyobb rendszerek

esetén mar problémads tud lenni ha kiirndnk a vektorokat. Lassuk.

Az el6z8 fejezetben lattuk, hogy egy éllapot jel6lése lehet |0) példaul.

0) = H 1= E

Ok egy bazist alkotnak. Merdlegesek egymdsra. KiilonbozG bézisokat is tudunk

alkotni, 1d. Bloch gobmbés pont, illetve kovetkez6 fejezet.

Bitbdl tobb is lehet egy rendszerben persze. Mig klasszikusan ha tobb bitiink van,
akkor nekik a tartomdnyukat keresztszorozzuk, 6ket pedig egymds mellé irjuk, addig a

qubitekét tenzorszorozzuk.

Azaz két bitet klasszikusan reprezentdlhatunk 00, 01, 10, 11 médon. Qubiteken kicsit

mdshogy néz ki:

1x0 0

1x1 1
0)®I|1) = = = |01
0) ® [1) 00 0 01)

0x1 0

Pl. & lenne az "1", mert 01 az 1 bindris alakja. Persze a 000 mar egy 8 hosszu
vektor lenne, aminek az els6 eleme 1, tobbi 0. Erdemes észrevenni, hogy minden ilyen
vektor merdleges az Gsszes tobbire. Igy lesznek 6k n qubitre a 2" dimenziés euklideszi

tér bazisvektorai, a szdmitasunk alapja.

A vektorok elemei lehetnek komplex szdmok, de a vektorok hossza 1 kell legyen.
Amig klasszikusan minden diszkréten volt dbrdzolva, azaz 1ényegében csak a "racspon-
tokon" voltak értékeink, addig kvantumszamitds sordn az egész térben lehetnek pontjaink,

tehat az intervallum folytonos.
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Braket reprezentacio

Persze nem csak bazisallapotaink lehetnek, vehetiink példaul egy qubitet ugy, hogy egyenld
eséllyel legyen 0 és 1. Igy qubitek felvehetnek barmit 0 és 1 kozott, nekiink viszont tud-

nunk kell ezt jelolni is.

Ezt tudjuk dgy jelolni, hogy minden bazisillapotot megszorzunk az amplitud(’)jéva]ﬂ
Ha visszatériink a koros példahoz, és a ©x = \/75, y = % pontra mutatd helyvektorhoz,
akkor lathatjuk, hogy bizony x+y nem "jon ki" 1-re. Pedig azt varnank, hogy az 0sszes
lehetséges eset Osszes esélyének Osszege 1 legyen (azaz teljes eseményrendszert alkos-

sanak).

Viszont azt belattuk, a tdvolsiaga a tengelyektdl % és }l. Mi az 6sszefiiggés? Ezek tavol-
sdgok. A koron. A tengelyen mért értékek négyzetét kell venniink, ha a valdszintiségeiket

szeretnénk megkapni.

Tehat ujabb fontos megallapitést tehetiink: a bazisdllapotok amplituddinak a négyzeteinek
osszege 1. Es ezt hogy jeloljiik? Kell egy jelolés, amivel tudjuk azt jeloIni, hogy egy al-
lapot mennyire 0 és mennyire 1.

P

Az el6z0 példan nézve ezt tudjuk jeldlni igy:

V3 1
- 10 + 511

Hogy ez mit is jelent vektorokkal leirva? A vektorok elemei az amplitudok. Ezek

komplex szamok is lehetnek, de egyel6re maradjunk a valésaknal:

0) + 510 =

| — |
NI DN

=l
|

I'A kiilonboz6 bazisallapotoknak amplitudéja (magassdga) van: ez egy szinuszoid hullim magassigat
jelenti. Itt nekiink ez az amplitudé hatdrozza meg, hogy egy szuperpozicidban, tobb allapot egyiittes rend-
szerében mennyire val6szind, hogy az adott bazisallapotot fogjuk kapni méréskor (1d. mérés).
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Példa

Most nézziink egy mdsik példat, 2 qubiten, hogy ez mit is jelent. Legyen az egyik qubit
biztosan 1, masik qubit pedig legyen qubit 50% eséllyel 0, 50% eséllyel 1. (Azaz legyen
egyenld szuperpozicidban, ahogy majd késébb hivjuk). Ilyenkor hogy tudunk vele sza-
molni? Mi az allapota ennek a 2 qubites rendszernek?

El6szor is kelleni fognak az egyenl6 esélyben 1€vS qubitiink amplitudéi. Ez ugye az

L
75

Vektorokkal felirhatjuk a két qubitet egyesével, vehetjiik a tenzorszorzatukat, és meg

50%, azaz az % gyoke, tehat Mindkét baziséllapoté, mivel egyenldk.

is kapjuk az allapotunkat:

[ x0] o
\/% 1 \%XO 0
_\/%xl_ \/%

Vegyiik észre, hogy az elsd qubit keriilt hatra, tehét az "els6" qubit a legkisebb helyi-

értékd helyre kertil.

Nézziik ez a példa mit jelent braket jeloléssel, bazisvektorok Osszegeként (linedris
kombindci6jaként). Tehat tudjuk hogy a hétul 1év8 qubit mindenképp |1). Az eldl 1év6
pedig — 7 amplitudéval |0) és f amplitudéval |1).

000) +

) + 0]10) +

\/_ 01 \/_ 11)

1
\/—’01> \/§| > -
jo1) + [11)
\/_

A két jelolés kozotti kapcsolatként észrevehetjiik, hogy az eredmény vektor elemei

pont a bazisallapotok egyiitthatéi a braket jelolésben. Legtobbszor a vektorban nagyon
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sok nulla elem van, ezért is konnyebb a braket jelolést hasznalni.

3.1.2. Bloch gomb

Volt arrdl sz6, hogy a qubitet egy gomb felszinére mutatd vektorként is el lehet képzelni.
Nos, a Bloch gomb pont ezt teszi. Ugyanakkor 3 dimenzids objektum, 3 tengelye van.

Mindhédrom tengely 1-1 bazisnak felel meg.

Ennek abrdzoldsdsra a Bloch gomb igy néz ki:

Bazisok a Bloch gombon

Az eddig ldtott |0) és

1) dltal alkotott bézis a Z bazis, vagy szamitdsi bazis. Legtobbszor

ezt fogjuk haszndlni, és dltaldban ez is a szokds, ezért is szdmitdsi bazis a neve.

Ugyanakkor van erre merdleges bézis is, ahol a bazisvektorok, ha az amplitudékat
nézziik, akkor 7 €s —1ﬂ Ez talan a legritkdbban haszndlt bazis, ez az Y bazis. Bézisvek-
torai braket jeloléssel a \%(|0> +i|l))ésa \%(|O> — i |1)). Ezek itt épp pont az elGjelben

kilonboznek. Ez a kés6bbi szamitasokban fontos lesz.

Emellett van egy harmadik bézis is, ami merdleges mindkettd eddigire a gombon, ez

pedig az X bazis, vagy Hadamard bazis. Baézisdllapotai a |[+) = \/%(|O> + [1)) ésa

Az i az a komplex i, azaz gyokminuszegy.
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|—) = \/ii(|0> — |1)). A bézisok kozott valtasrdl a kovetkezd fejezetben b&vebben is

lesz szo.

3.1.3. Kapuk egy qubiten

A kapukat tobbféleképpen is el lehet képzelni. A megvaldsitdsok architektiranként
nagyon eltér6k. Gondoljunk csak bele, példdul mechanikus szdamol6gépbdl milyen sok-
félét alkotott meg az emberiség. A szamitas 1ényege, hogy a kapukkal hatni tudunk egy
vagy tobb qubitre.

Ugyanugy, ahogy egy klasszikus szamitogépen megszokhattuk, példaul egy NOT kapu
esetében, itt is lehet példdul negélni a qubitiink értékét. Ezt a rahatdst elképzelhetjiik tgy

is, hogy csak szimplan utasitdsba adjuk a szdmitégépnek, hogy negdlja a bitet.

Az els6 kapu amivel megismerkediink, az tehdt az X kapu. A klasszikus negéléssal
ellentétben viszont egy kvantum kapunak tobb dolgot is teljesitenie kell: eleve a qubitek
nem csak |0) vagy |1) allapotban lehetnek, hanem ezeknek barmilyen szuperpoziciéjaban
is. S6t, fazisuk is van, ami a bazisdllapotoktdl fiiggetleniil szamitasi lehet6ségeket rejt.
Tehat a kapunak kizdrolag a két bazisallapotunk kozott kell valtania, meg6rizve minden

egyéb tulajdonsagot.

Minden n qubites kapunak van egy 2" x 2" métrixa. (El6z6 fejezetben lathattuk, hogy
egy n qubites rendszer egy 2" hosszu komplex vektorral irhat6 le, mert tenzorszorzaskor
a vektorok elemszamai Osszeszorzddnak, igy ez se olyan meglepd.) Minden kapunak a
matrixa unitér, vagyis 1-1 forgatasnak felelnek meg a hipertérben. Ezen kiviil a sorvek-

toraik/oszlopvektoraik mer6legesek egymadsra, és a hosszuk 1.

Tehat az X kapu pont azt éri el, amire gondolndnk: a 0 és az 1 allapot kozott "valt".
Ugyanakkor egy qubit nem csak tisztdn O vagy tisztdn 1 lehet, hanem ezek barmilyen
szuperpozicidja is. Ha elképzeljiik a Bloch gombot, akkor a |0) dllapot a Z tengelyen
(figgblegesen) egy felfele mutaté egységvektor. A |1) pedig lefelé mutaté. Ebbdl igy
sejthetd, hogyha minden kapu 1-1 forgatds a bloch gombon, akkor az X kapu is az lesz:
az Y tengely koriil 7 radidnnal (azaz ez a gdmbon fiiggdlegesen egy 180°-os elforgatds).

Erdemes észrevenni, hogy bér a kapu neve X (vagy NOT), az Y tengely koriil forgat.
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01
Az X kapu matrixa: [1 0]

o 0o 1] [1 0
Példaul: X |0) = [1 O] [0] = [1] =

Van egy azonossag kapu is, azaz I kapu (Identity). Ez nem csindl mast, csak ugy hat
a qubitre, hogy azzal semmi ne torténjen. Métrixa értelemszer(ien az egységmatrix.

Kovetkezd kapunk a H kapu. H, mint Hadamard. Ez a kapu kicsit 6sszetettebb opera-

cidt valésit meg: a bazisok kozott segit véltani. A tisztan |0) dllapotbdl a % vagyis a
|+) dllapotba viszi 4t a rendszert. Ez a |0) és |1) dllapotok egyenld szuperpozicidja. A ka-

put kétszer alkalmazva visszakapjuk az eredeti dllapotunkat. A Hadamard kaput nagyon

i

sokszor fogjuk hasznalni a tovabbiakban.

A H kapu métrixa:

V2

peasu: oy = L |0 L] [ = 2 -1] +)
éldaul: = — - —
2 —~1] |0 V2 |1
S HLY 1 1] o] 1 [1 0
cS = — = — ey —
V2 ~1] |1 V2 -1

illetve: HH|0) = H|+) =

1
V2

:

1 1
—1] V2

b=l =

A kovetkez6 kapunk a Z kapu. A Z kapu pontosan ugyanazt a transzformdciot hajtja

végre, mint az X kapu, de az X tengelyen. |0)-bdl

0)-t, |1)-b8l — |1)-et csindl. Tlletve pl.

a |[+)-bdl |—)-t - ugyanis pont azon a tengelyen "negél". Megjegyzés: a -1-es amplitudé

méréskor ugyanitigy 1 valészintiséget ad, mert (—1)?> = 1. Ez a minuszjel a qubit fdzisdt

hatdrozza meg, nem a baziséllapot amplitudéjat.
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—1

o 1 o] [o 0
Példaul: Z |1) = o 1l 14l T 1 = —|1)

Kicsit kisérletezziink par ténnyel, amit eddig lattunk: i) a Hadamard kapu kétszeri

) 1 0
A Z kapu métrixa: [0 ]

alkalmazdsa ugyanaz, mintha az I kaput hasznaltuk volna (oda és vissza a szamitdsi és
a Hadamard bézis kozott), illetve ii) a Z kapu a Hadamard bazisban negél, szdmitdsi

bézisban pedig a |1) elé tesz egy minuszjelet.

Feladat: épitsiink olyan dramkort 1 biten, ami az X kapu hatasat éri el, az X kapu

hasznalata nélkiil!

Megoldas: Otlet: véltsunk Hadamard bdzisba, negdljunk a Z kapu segitségével, majd
valtsunk vissza. HZH|0) = X|0) = |1) . Ki lehet szdmolni, de inkdbb nézziink egy képet a

kornyezetbdl amivel dolgozni fogunk:

@

+
Probabilities @
100
80
= &0
E
2 40
-]
S
20
.

34



Az utols6 kapunk itt az Y kapu. Az Y kapu a harmadik tengely koriil forgat m-vel.

0 i
Az Y kapu matrixa: [ . (Z)]
—1

3.1.4. Mérés

Az algoritmusunk lefutdsa utan szeretnénk valamilyen eredményt kapni. Tehat le kell
olvasni a qubitek dllapotait. Ez nem olyan egyszerli dolog. A qubiteknek van egy ter-
mészetes valdszinliség alapt allapotuk, amivel szdmolunk egy algoritmus futdsa sordn
("mennyire 1? mennyire 0?"). Ez méréskor elveszik. Viszont az egyes bazisallapotok
amplitudéi (a "mennyire" 1) alapjan kapunk majd egy értéket, a bazisallapotok egyikét,

azaz a mi szamitdsi bazisunkban a 0 vagy az 1 klasszikus bitet.

Tehdt ha van mondjuk 3 qubitiink, amihez tartozik 8 bazisillapot, a szdmitdsaink
soran lehetnek barmilyen szuperpozicioban, de méréskor egy 3 hosszu klasszikus bit-
stringet fogunk kapni. Ha vektor reprezentdcidval szamolunk, akkor konny a dolgunk: a
bazis-bitstringek mérési valdszintségei a vektorunk elemeinek a négyzete, azaz az egyes
bazisédllapotok amplitudgjanak a négyzete. Ha braket reprezentaciot haszndlunk, akkor
pedig eleve a lehetséges dllapotok amplitudéival szdmolunk, igy ott is csak az adott 4l-

lapotok egyiitthatéinak (amplitudéinak) a négyzetét kell figyelniink.

A kurzus sordn a Z bdézist, azaz a szamitasi bazist fogjuk haszndlni. Ugyanakkor a
bloch gomb barmely tengelyét lehet mérési bazisnak haszndlni, az X tengelyt (Hadamard
bdzis) és az Y tengelyt is. Itt észrevehetjilk, hogy ha van egy qubitiink a |0) dllapot-

ban, akkor az a Z bazisban méréskor 100% eséllyel O lesz, ugyanakkor a Hadamard (X)

L £ < ~ Y |+)+]—)
bazisban ez pont a két alapdllapot egyenld szuperpozicidja, azaz 7

egyenld eséllyel kaphatjuk meg a két bazisallapot egyikét, azaz a |[+)-t vagy a |—)-t.

, tehat méréskor

3.2. Python 3.6+

Az 6rakon nagyrészt python libraryket haszndlunk, illetve az IBM rendszereit. Python
programozashoz a Szkriptnyelvek, illetve a Python programozds a gyakorlatban kurzusok

elvégzése ajanlott, de nem kotelezd. A kurzus algoritmikus gondolkodast elvar, de mély
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nyelvismeretet nem.

A Python azért volt optimélis valasztds kvantum konyvtarakhoz, mert az egyik legkon-
nyebben megtanulhat6 nyelv, és igy programozésban teljesen kezddk is hasznélni tudtak.

Ezutan elterjedt. Fordul6 nyelv pedig csak egy 1étezik jelenleg szélesebb hasznélatban, ez

a Q#.

3.2.1. Szkriptnyelv

Tehat interpretélt nyelviink van, az utasitdsokat sorrdl sorra végrehajtja az értelmezd.
Lényegében akar fel is sorolhatjuk hogy mit szeretnénk végrehajtani. A nyelvrdl és tulaj-
donsagair6l bovebb ismertetd olvashato a fenti két kurzus anyagaban a Szoftverfejlesztés

Tanszék oldalan.

3.2.2. Qiskit library

A kurzus a Qiskitet hasznélja. A Qiskit az IBM éltal fejlesztett Python library. Folyam-
atosan és intenziven fejlédik, valtozik, mint ahogy kvantumszamitds is, ezért frissen kell

tartani, a kodok pedig gyorsan elavulnak, mégha ez nem is tdl szerencsés.

Az IBM rendszereinek az eléréséhez sziikséges par dolog:

* Regisztracié az IBM Quantum oldalan.

* A regisztracids email fontos, végig ezt fogjuk haszndlni. Nem sziikséges studos
email, lehet privat is. Regisztracié utdn az oktaté tudja hozzdadni a felhasznalot a

hubhoz, ahol a kurzus is talalhato.

* A lokalis telepitéshez a Qiskit dokumentacioja segit.

Az oldal és a rendszer haszndlata intuitiv. A kurzus sordn hasznalatban lesz a circuit
composer: itt &ramkoroket fogunk épiteni, illetve vizsgdlni. Alul dllapotvektorként és
valoszintiségekként, vizudlisan is lathatjuk az aramkoriinket. Jobb oldalt a hozza tartozé
Qiskit, illetve qasm 2.0 kddokat lathatjuk. A megépitett &ramkort pedig az IBM eszkdzein
futtatni is tudjuk. A mésik f6 része amit haszndlni fogunk, az a quantum lab. Itt jupyter
notebookokat tudunk 1étrehozni, és algoritmusokat irni. Kicsit egyszer(ibb, mint lokalisan

feltelepiteni a Qiskitet.
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https://qiskit.org/documentation/getting_started.html

3.3. Qiskit, gasm

A Qiskitnek sok modulja van, edukdcios és kutatasi céllal. Ezek folyamatosan valtoz-
nak. A Qiskit j6 keretrendszer az algoritmusok vezérlésére, konfigurdcidjara, futtatisara.

A Python megfelel$ a vezérlésre, modulok épitésére, programozdsra.

Az gasm pedig az dramkorok épitésére. A Qiskitben jelenleg (2021) a 2.0 a kiadott
hivatalos verzid, 2022-t61 mar a 3.0 lesz. Nagy kiilonbségek, hogy a 3.0 mdr turing teljes
nyelv lesz, vezérlési szerkezetekkel, paraméteres fiiggvényekkel. Ez a 2-ben még nincs

meg, de dramkorok épitésére kényelmes.

3.3.1. Opensource quantum assembly (3.0)

Mir a C-hez egy fokkal kozelebb éll6 nyelv lesz. A nyelvtana elérhetd mar nyil-
vanosan, antlr segitségével lehet Pythonnal és Qiskittel hasznélni, jelenleg béta verzio.
Még minden vezérlést a Python 4t el a Qiskitnél, ez véltozni fog. Egész algoritmusokat

lehet majd épiteni és futtatni az open qasm 3.0 segitségével.
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Szuperpozicio és altalanos kapuk

4.1. Szuperpozicio

Foglalkozzunk kicsit a szuperpozicidval és a Hadamard kapuval. Az X és Z kapuk
klasszikusan konnyedén értelmezhetd miiveletet hajtanak végre: negdlnak. Bizonyos
bazisokban. Csak X és Z kapuk haszndlatdval mérés elott teljes biztossdgal meg tudjuk

mondani a mérés kimenetelét (mérési hibatdl eltekintve).

Foglalkoztunk a Hadamard kapuval, ami 4tvélt szamitési bazisbol a Hadamard bazisba
- de mi torténik ha méréskor mi maradunk a szamitdsi bazisndl? Kis emlékeztet6képp a

Bloch gombon dbrazolva ez az éllapotunk:

0)

1)

Meéréskor ilyenkor kizarélag a két bazisallapot egyikének tudjuk mérni az éllapo-
tunkat: O-nak vagy l-nek. Az, hogy melyiknek mekkora az amlpituddja, és ezdltal a

valdszintisége, a vektorunknak a Z (fiigg6leges) tengellyel bezart szoge hatdrozza meg.

Itt sajnos kicsi kavaroddssal kell szdmolnunk: a bézisillapotok a valésdgban derék-
szoget zarnak be egymadssal. Ez sok fontos tulajdonsagot hatdroz meg, példaul az egymas-
sal vett vektorszorzatuk nulla, linedris kombinacidik az egész n-dimenzids (Hilbert) tér
standard bazisat alkotjdk stb. A Bloch gobmbon viszont egymdssal szemben, egy tenge-
lyen helyezkednek el ezek. Igy amikor a vektorunk szamitasi bazisban vett, bazisallapo-

tokhoz valé szogét szeretnénk meghatarozni, a Bloch gombon a fiiggbleges tengellyel
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bezart szoget kettovel le kell osszuk. Ne zavarjon 6ssze senkit a dolog, csak egy felezés-

ol van sz6.

Mekkora is a szog? Nos, a Bloch gdbmbon 7 radidn mindkét bazisdllapothoz (azaz
90-90°, de szokjuk, hogy radidnban kell szaimolnunk!). Tehdt a kérdéses szogiink 6 = 7§
mindkét béziséllapothozﬂ Ezzel megkaptuk azt a szoget, amibdl az amplitudét és igy a
valoszintiséget is ki tudjuk szdmolni.

A szogiink megvan, ebbdl nekiink egy szdm kell. Az a kérdés, az allapotunk milyen
messze esik a tengelyekt6l. Minél kozelebb, anndl nagyobb eséllyel mérjiik majd abban

az allapotban. Ehhez sziikséges egy kis trigonometria:

Fy
12k \ sin 8

Az egységkoron mozogva, a szogbdl a tdvolsagokat kiszamolva megkapjuk a béazisal-
lapotok amplitudéit. A fiigg6leges tengely jeloli a O-t, a vizszintes az 1-et. Vezessiik

be a jelenleg egy qubitbdl all6 rendszeriink allapotdra a |1)-t, mint jel6lés. InnentSl a

rendszeriink aktudlis allapotat ezzel fogjuk jeldlni.

Nézziik a jeloléseket, és helyezziik el a példankat:

|y = cos(6)|0) + sin(0)|1)

Megj.: egyeldre a fazistdl eltekintiink, a fejezet végén egy altaldnosabb jelolés is var

majd. Folytassuk, helyettesitsiink be:
'Ha nem pont féliton lennénk, és az egyik bézisdllapottal 6 szoget zdrna be, akkor persze a masik

bézisdllapottal ez (m — 6) lenne.
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) = cos%|0> + sin% 1)

1 1
|¥) =E|O> + EIU

Ezzel a jeloléssel mar taldlkoztunk, irhatnank tobbféle médon:

0) +[1) 7 e
9) = S = (V= = )
V2 = V21
Az amplituddkat, dllapotot ismerjiik mdr, a valdszintiségek vannak hétra. Gondolkod-
junk ismét az egységkorben. A valdszinliségek Osszege 1 kell legyen. Erre is 1étezik egy
trigonometrikus azonossag: sin(6) + cos?(#) = 1. Igy tehat a val6szintiségeink mindkét

bézisillapothoz (J5)* = 3.

Tehat méréskor a szdmitdsi bazisban teljesen véletlenszertien vagy 0-t vagy 1-et fo-
gunk kapni. Ha futtatjuk az 1 qubitbdl és 1 Hadamard kapubdl 4ll6 dramkoriinket, majd

mériink, ilyen eredményt kapunk nagyjabol, 1024 ismétlés utan:

Histogram

1000

200

g -

5 600
3
{=n
[11]
w

400

200

Measurement autcome

40



A minimalis d&ramkor 1024-szer futott az IBMQ_Athens 5 qubites kvantumszamitégépen.
Nem teljesen egyenld, de ha végtelenszer mérnénk, az lenne. Itt lathatjuk, hogy mérés
valéban csak az adott végallapot valdszinlségi eloszldsabol egy mintavételezésnek felel

meg.

4.2. Ermedobas

Amikor az ember megismerkedik a vildggal, minden teljesen kiszamithaté. Ha elenge-
dem a fold felett 1,5 méterrel a telefont, akkor le fog esniﬂ Ha irok egy kodot pl. 6sszead-

asra, akkor a kéd az 6sszeadds eredményét fogja visszaadni. Biztosan.

S6t, még ha egy randomgenerdtort irunk, akkor is teljesen determinisztikusan, kiszdmithatéan
fog valamilyen input (id6, clock time, akdrmi) alapjan meghatarozott eredményt adni.
Nincs valédi véletlen. Es most mégis szembesiiliink valamivel, ami viszont teljesen

véletlenszerti. Kikovetkeztethetetlen.

Részben itt az elsd teljes algoritmusunk is: egy valédi randomgenerator. Bérmi-
lyen sulyozott véletlent elé tudunk idézni. Legegyszeriibb az egyenletes: ezt lattuk az
el6z6 pontban. 1024-szer futtatva az dramkort, kb 50-50% eséllyel kaptunk O-t és 1-et.

Tokéletes, egyenletes véletlen: érmedobas.

Az dramkor hozza egyszer(, csak egy Hadamard kaput és egy mérést tartalmaz:

2... és dsszetorik, mire a szomszédban felkapcsolddik a villany, és valaki pedig elkezd két literal mentén

rezolvélni, kiscicdk pedig elhullani. Ne dobéljuk a telefont.
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Igy néz ki Qiskitben implementalva:

gr = QuantumRegister(l, 'q')
cr = ClassicalRegister(1l, ‘c')

circuit = QuantumCircuit(qr, cr)

circuit.h(qx[0])
circuit.measure(qr[0], cx[0])

Es igy néz ki qasm2-ben:

1 OPENQASM 2.0;

2 include "qelibl.inc";
3

4 greg q[1];

5 creg c[1];

6

7 hqlo];

8

measure q[0] -> c[0];

4.3. Fazis

Eddig sokat nem foglalkoztunk az amplituddk elgjelével, eltlintek a négyzetre emeléskor.
Azonban nagy jelentdségiik van. Segitségiikkel az amplitudok kiolthatjdk egyméstﬂ egy

szuperpoziciéban. Ez egy olyan tulajdonsdg, amit tobb a késdbbiekben megismert algo-

ritmus felhasznal.

Az els6 fazis kapunk, tudtunk nélkiil a Z kapu volt, amely egy qubiten a |0) fazisat
békénhagyva a |1) bazisdllapot fazisat negdlja. Ez a fdzis az a plusz informdci6, amivel
egy qubit tobb egy klasszikus bitnél. Egy klasszikus bit informéciétartalma ilyen médon
feleannyi, mint egy qubitnek. Kihaszndlni viszont nem olyan egyszer(, mert az algorit-
musunk kezdetekor a kezd6allapot egy klasszikus bitstring, és a mérés eredménye is az,
tehat ezt az exponencidlis kapacitést kizardlag szamitds kozben tudjuk kihaszndlni, vagy

7z

szupersirtien kédolva az informaciét, bonyolult kezd6allapot 1étrehozasaval.

3 Azonos amplitudéjd, ellentétes fizisok esetén (maximalis interferencia).
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Az eldjel nem elég. Az dnmagédban nem lenne tobb informacid, mégegy szam kell
a fazis leirasdra, elvégre az sem csak -1 vagy 1 lehet. Nekiink egy szdmmal, a bazisal-
lapot egyiitthat6javal az amplitudét és fazist egyszerre kell tudnunk jel6lni, rdaddsul az

Osszefliggéseket megtartva.

Tehat a komplex szdmok haszndlata elkeriilhetetlen. Visszatérve a Bloch gombhoz:

11)

Thetdval mar megismerkedtiink, és azzal is, hogy a Bloch gombon ez a theta valéjdban
kétszerese a szognek amivel mi szamolni szeretnénk. Fi lesz nekiink a masik paraméteriink,

€s az allapotunk igy alakul:

0 ) 0
ly) = COSE |0) + e** sin§|1)

A fazisbol szarmazé egyiitthat6 -6l fliggben lehet valds is - sokszor az. Mégegy
fontos ténnyel szdmolnunk kell: észre lehet venni, hogy |0) nem kapott egyiitthat6t a
fazisbol. Kaphatna. Viszont csak a bazisallapotok egymashoz viszonyitott fazisa fontos.
Csak képzeljiink el egy hullimzé tengert, ahol a hullamok itt-ott dsszecsapnak, maga-
sabbak, alacsonyabbak. Ezzel a képpel mindenki elképzelhette a vizet, akédr a partot,
él6lényeket, id6t... de a tenger helyét a Foldon nem sokan. A hulllimoknak nem az
szamit, hol a tenger, hanem a sajat kornyezetiik, illetve kizar6lag a tobbi hulldm, hogyha

minden egyéb kornyezeti hatastdl eltekintiink.
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Ugyanigy a kvantumdllapotokndl. A rendszer globdlis fdzisa nem szdmit, csak a
bazisdllapotok egymashoz viszonyitott fazisa. A fenti képletben ha a |0)-nak lenne fézisa,
azt kivonhatnank mindkét bazisallapotbol anélkiil, hogy barmit valtoztatnank szdmitasi

szempontbol.

4.4. Egyéb egybites kapuk
4.4.1. P kapu

Az X, 1, H, Z kapuk utédn kicsit drnyaljuk a sz€p tiszta képet, de még mindig csak egy-
bites kapukkal. Nem csak egész félgombnyi forgatasaink (negaldsaink) vannak, hanem

annak toredéke is.

Az elsd paraméteres kapunk kovetkezik. Ugyanazon a tengelyen forgat, mint a Z

kapu. A Bloch gombon latott ¢ a paramétere. Es ezzel a paraméterrel forgat.

1 0
A P(¢) kapu matrixa: ,
0 e¥

Elsére kényelmetlennek tlinhet, hogy paramétere van egy kapunak, de méginkéabb az
alakja, de ilyen kaput mar lattunk: a Z kapu pontosan egy P kapu, ¢ = 7 paraméterrel.

Kicsit jartasabbaknak ismer8s lehet, hogy Euler azonossagét kapjuk, €™ = —1.

Kevésbé jartas érdekléddknek:

e™ = cos(m) + isin(r) = —14+0 = —1.

Igy elképzelni nem kénnyii, nézziik meg a circuit composer segitségével. Mind a P ka-
put, mind a Z kaput egy-egy Hadamard szendvicsbe téve konnyen vizsgélhatjuk, ugyanis

a nemrég latott azonossag segitségével igy konnyedén 6sszevethetjiik az X kapuval.

H(P(m)H |0) = HZH|0) = X|0) = |1).
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4.4.2. S kapu

Az S kapu nem lesz nagy djdonsdg. Olyasmi, mintha a Z kaput haszndlnink, de nem
m-vel forgatunk, csak a felével. Ez matematikailag tigy néz ki, hogy v/Z = S, és egy 5

szOgl forgatds. Rdadédsul ismét egy P kapunk van, 7 paraméterrel.

Fontos megjegyezni, hogy az eddigi kapuk mind 6nmaguk inverzei, matematikailag

unitér métrixok. Az S kapu inverze a konjugilt transzponaltja, jelolése S

1 0 1 0
S = ,ﬂ st = .
0 ez 0 e 2
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7

Az el6z6 példdhoz hasonldéan nézziik most az S kaput: a felsé két qubiten lathatjuk
hogy SS=Z7 és HSSH = HZH = X. Alatta pedig hogy a Z donmaga inverze, az S-nek

pedig az ST az inverze. (Note: a kapott bitstring mindig a "0011" lesz, azaz a fenti dbrn
'q3q2q1q0").
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4.4.3. Rz kapu

Az R kapuk rotation - forgatds kapuk, als6indexben jelolve, melyik tengely mentén.
Egyparaméteres kapuk, egy szoget varnak paraméterként. Mivel a haromféle forgatdssal
barmilyen lehetséges (tiszta) dllapotot eld tudunk éllitani 1-1 paraméter segitségével, ezért

Zn

viszonylag szamitasilag "olcsd" €s pontos kapukrdl van sz6.

A kurzus médsodik felében megismerkediink majd hibrid klasszikus-kvantum optimali-
z4l6 algoritmusokkal. Ezek az optimalizalé algoritmusok jellemzden ilyen egyparaméteres
forgatasokbol all6 paraméteres kvantumaramkorok optimélis paramétereit igyekeznek meg-
taldlni. Tehat megértve a kiilonboz6 forgatdsok 1ényegét, és a szuperpozicidt, készen 4l-
lunk tovabblépni, €s tobb qubites rendszerekkel foglalkozni, amelyekbdl mar 6sszetettebb

7z 2

aramkoroket, késébb algoritmusokat tudunk épiteni.

Mindhédrom tengely felé fel tudunk irni ilyen egyparaméteres forgatasi kaput, de most

csak egyet fogunk megnézni, a tobbi triviéliﬂ

A kovetkezd egyparaméteres, egybites kapunk az Rz kapu. R mint "rotate", Z pedig
hogy a Z tengely mentén. A kapu hatésa intuitiven nagyon hasonlit a P kapuéra. Viszont

itt a paraméter a masik szogiink, theta (0).

A mitrixa elég bonyolult, majd megismerkediink vele késdbb. De ismét, van egy

paraméteres forgatdsunk. Most nem a Z kapu féle irdnyban, hanem az X kapu félében.

Tehat példdul definialhatjuk a +/X=SX kaput az S kapuhoz hasonléan. Ez tulaj-
donképp csak egy Rz(6) = Rz (%) kapu.

Nézziik tehat a circuit composerben az SX =Rz ( %) kaput. A felso két qubitet negéljuk,
két "negyedforgatassal” és az X kapuval, azaz "félforgatassal". Az als6 két qubiten az SX
és az SXdg kapuk vannak szemléltetve, mint egymds inverzei, tehat egyiitt az I kapu

miiveletét adjak.

4egyértelmti, az olvasé magatdl konnyedén beldthatja, megérteni hazi feladat, stb...

47



L'

Frobabilities

100

a0

= =
=0 =

(%) Anigeqold

Computational basis states

48



Tobb qubites szamitasok, osszefonodas

5.1. Tobb qubites allapotok

Egész eddig csak 1 qubites rendszerekkel, dllapotokkal foglalkoztun Az eddigiek
alapjan mar az egész elképesztd, mennyi szamitdst lehet csak 1 darab qubittel elvégezni,

mennyi allapota lehet.

De persze, mint ahogy klasszikusan is, tobb bittel tobbre megyiink. Péld4ul 3 bittel 23
féle bitstringiink lehet. Ugyanennyi qubittel 8 bazisallapotunk lesz, a rendszeriink pedig

ennek valamilyen linedris kombinéciéjaﬂ, szuperpozicidja.

5.1.1. Jelolések, bazisallapotok

Tegyiik fel, van 3 qubitiink. Kis linedris algebrat segitségiil hivva, miutdn minde-
gyik kétdimenzids vektor, ezeket szeretnénk kombindlni gy, hogy minden dimenziénak

"meglegyen a sajit helye" a térben. Igy hat lesz egy 23 dimenziés vektorunk.

Matematikailag ennek a médja, kétdimenzids terek "kombindldsdra" a tenzorszorzat.
Tegyiik fel, hogy van egy |110) (Note: ez decimalisan 6) dllapotunk. Ezt felirhatjuk
braket alakban és vektor alakban is. Braket alakban nincs semmi véltozés: |[110). Minden

mas bazisdllapot amplitudéja O, igy azokat nem firjuk ki. Vektor alakban pedig:

o = O O O o o o

'Ez nem igaz: 2.2-ben a tenzorszorzatndl volt egy snapshot tobb qubitrél
2Ez sem teljesen pontos, de hamarosan kideriil (6sszefon6das)
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Programoz6 szemmel ranézve rogton feltlinhet, hogy a vektor utolsé eldtti indexe 1,

tobbi 0. Mintha egy allapot[6]=1 lenne, és valoban, decimdlisan 6-ot takar a bitstringiink.

5.1.2. Jelolések

Par jelolést muszdj bevezetniink. Elsodre ijesztének tlinhetnek, de nem bonyolultak.

Allapotok jel61ésérdl van sz6 - 6sszegképletekkel.

A Qiskit O-ra inicializ4lja alapbdl a qubitjeinket. Es a standard szamitds alapja is
ez, tehdt a kiindul6 dllapotunk a |000...0). Ha pl. egy 5 qubites rendszerrel dolgozunk,
akkor ez |00000), azaz |0) |0) |0) |0) |0). Es amit ez jelent persze, az az egyes 4llapotok
tenzorszorzata, azaz amivel valjaban szamolunk, az a |0) ® |0) ® |0) ® |0) ® |0).
Ezt mind kiirni mondjuk 20 qubit esetén nagyon sok lenne. Tehét bevezetjiik a |0)®°
jelolést.

Altalanosabban, egy m qubites rendszer esetén a |0)®n—t.

A misik jelolés a braket jelolésre egy Osszegképlet. Példdul vegyiik el6szor a |+),
azaz a % |0) + % |1) allapotot. Ez 1 qubit. Ugyanez - tehdt egyenl$ szuperpozicié
- két qubiten: \/12_2 |00) + \/% |01) + \/% |10) + \/12_2 |11) Illetve egy jelolés, ami
formaélis nyelvekrdl ismerds kell legyen: {0,1}™ jeldlje az n hosszid 0-bél és 1-esekbdl

allo osszes bitstringet. Tehat az 6sszegképlet . qubitbdl 4ll6 egyenld szuperpozicidra:

5.1.3. Példak

Persze, felmeriilhet, hogy mi sziikség egy ekkora vektorra. Az alapvet6 oka, hogy
az elemei nem csak bindrisak lehetnek. Mi torténik, ha az elol 1évé bit a 0 és 1 egyenld
szuperpozicidjdban van? Ekkor méar braket alakban is szerepel két baziséllapot:

% |010) + % |110). Ezt bitenként fel lehet {rni: |+) |1) |0). Fontos, hogy ilyenkor
nem irhatjuk egybe 6ket, mint a baziséallapotoknal. Szamoljuk ki vektor alakban is, majd

megnézziik a circuit composerrel is.

3 A kis négyzetek szdndékosan lettek kifrva, de persze ott % szerepel igy.
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Decimalisan szamolva most megkaptuk a 2 és a 6 egyenld szuperpozicidjat, pontosan
ahogy a bitstringekbdl is gondoltuk volna. No nézziik az implementaciot, allapot eldal-
litdsat. A kiindul6 dllapot |00...0). Ahhoz, hogy az els6 qubit a |+) dllapotba keriiljon,
egy Hadamard kapuval kell rd hatni. A mésodik qubit |1) lesz, neki egy negalas kell.
A harmadik bitet békén hagyhatjuk. majd a kapukndl megnézziik ezt matematikailag is,

egyeldre csak nézziik a példat. Tehdt az aramkor (bitsorrend: q2q1q0):

q

Most mér kicsit ismerdsebben mozgunk, a mérési esélyek helyett a diagrammon inkabb

nézziik az adllapotvektort:
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5.2. Egybites kapuk sorrendje, alkalmazasa

P

Az el6z6 példdkon lattuk, hogyan lehet pirhuzamosan két qubiten kiilonb6z6 miiveletet
végrehajtani. Nézziik most meg hogyan tudunk szdmolni vele. Alapvetden kétféle médon
tudjuk a kapukat felpakolgatni: sorban, egymas mogé, azonos qubiten végrehajtva dket,
illetve parhuzamosan, egymads ald, egyid6ben tobb qubiten végrehajtva Sket. Mindket-

tében van egy kis csavar, de nem megy szembe a tanult logikankkal.

5.2.1. Kapuk sorozata

Kezdjiink egy egyszertibbel: HX|0). El6szor végigszamoljuk, utdna megnézziik com-
poserrel. Két kapu sorozata esetén elég dsszeszorozni 0ket. A szorzds sorrendje fontos,
a legtobb matrix esetén a szorzds nem kommutativ - viszont unitér matrixok szorzata
is unitér matrix lesz, tehat elég balrdl jobbra Osszeszorozgatnunk a matrixokat, majd

beszorozni ezzel az dllapotvektorunkat.

- 400 (5 2015
vz vl 0o ~ vl LY v

Matematikailag. Bér a kapuk koziil az elsd, amelyik hatni fog a qubitiinkre, az a

felirt sorozat utols6 kapuja. Tehdat el6szor negdljuk az dllapotunkat, utdna hajtjuk végre
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a Hadamard kaput. Tehdt ha ebbdl dramkort szeretnénk épiteni, akkor az igy fog kinézni

composerben:

C : e .

Es igy néz ki giskitben és gasm2-ben:

1 kroﬂ gqiskit import QuantumRegister,

ClassicalRegister, QuantumCircuit 1 ENQASM 2.0;
2 from numpy import pi 2 include "gelibl.inc®;
3 3
4  greg_g = QuantumRegister(l, 'q') 4 qreg q[1];
5 creg_c = ClassicalRegister(l, 'c') 5 creg c[1];
& circuit = QuantumCircuit(qreg_q, creg_c) 6
7 7 x qlel;
8 circuit.x(qreg_ql[o]) 8 h qlel;

[+

circuit.h(qreg_q[o])

5.2.2. Parhuzamos végrehajtas

Most lassuk, hogy tudunk szdmolni akkor, ha van pl. 2 qubitiink valamilyen szu-
perpozicioban, és hatni szeretnénk az egyik qubitre mondjuk egy Hadamard kapuval,
masikra pedig egy X kapuval. Ezt meg tudjuk kozeliteni Ggy, hogy bitenként végrehajt-
juk, azaz: (H|0)) ® (X |0)). De egy fokkal elegansabb az egész bazisallapotra hat6
operatort kiirni, €s ezt meg is tudjuk tenni, ugyanis a tenzorszorzat disztributiv a (di-

rekt)szorzas felett, tehat:
(H|0)) ® (X]0)) = (H®X) (]0) ®[|0) = (H® X) |00)

1 1
Kiszdmolva pedig: 73 |01) + Wi |11)

Ez most braket jeloléssel szép, latszik is az eredményen, hogy az eldl 1évS qubit vagy
0 vagy 1, a hétul 1év6 mindig 1. Es az amplitud6kbdl az is, hogy az eldl 1év6 egyenld

szuperpozicidban van.
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Nézziik meg vektoros jeloléssel is. Ez kicsit bonyolultabbnak tlinhet, de nem rejt
el semmit (mint példdul a kapuk maétrixait, elemeit a braket). A Hadamard kapubdl

kiemelem az \/Lﬁ—t, hogy atlathatébb legyen:

1
111 0 1 0
HoX)[00) = [ — ® —
010 (ﬂll —1] [1 ODO
0
0 1] 0 1 1
1 x 1 x
1 10 [10] 0 B
V2 0 1 0 1] |o
1 x —1 x
1 0] 1 0l] |0
o1 0 1][1
1 0 1 0110 B
V2010 1 0 =110
10 -1 oo
0 0
1
N S R v
V2 |0 0
1
1 7

Az dramkor pedig:

0 1
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5.3. CNOT kapu, kontrollalt operatorok

Es elértiink az els6 kétbites kapuhoz. De még mielétt elkezdjiik hasznalni, egy par sz6
a szerepér6l. Egy nagy kiilonbség a klasszikus és a kvantumszamitas kozott, hogy mig
a klasszikus kapuk jarhatnak informécidveszteséggel, a kvantum kapuk nem, rdaddsul a
kvantum kapuknak reverzibilisnek kell lenniiik, azaz az operdciét "visszafele" is végre
kell tudni hajtani. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha 2 biten végrehajtunk egy kaput, akkor
kizardlag az eredménybdl meg kell tudjuk mondani, melyik bitnek pontosan mi volt az

allapota a kapu el6tt.

Ha belegondolunk, klasszikusan az AND és az OR kapuk példaul 2 bitet varnak input-
nak, és 1-et adnak vissza. Elveszitiink 1 bitnyi informéciét. Rdadasul ha egy AND kapu
utdn kapunk egy O bitet, akkor van 3 lehetséges input, amelyikr6l nem tudjuk eldonteni,

melyik volt a valddi. Ilyen az dsszeadds egy biten, a XOR (kizdr6 vagy) kapu is.

Amivel most megismerkediink, az 1ényegében egy XOR miiveletet hajt végre, de in-
formdcidveszteség nélkiil. A kapu a CNOT (Controlled NOT) vagy CX. A hatasa, hogyha
a control bit 1, akkor negélja a target bitet (azaz felcseréli a 0 és az 1 amplitudéit). A

madtrixa is egészen kikovetkeztethetd:

1 000

0100
CNOT =

0001

0010

Nézziik meg, hogy egy altalanos kétbites rendszeren mit is csindl:

Qoo Qoo
a a
lay = | CNOT|a) = |
aqo aix
aiy Q10

Az |a) éllapot egyiitthat6it jeloljik itt a,,-nal az xy baziséallapothoz.
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5.3.1. Példa

El6szor is, aritmetikailag nézziik meg, a jelolésével egyiitt:

) )

|a'EE=h:}

[2) N7

Az |a) a control bit, az dllapota nem vdltozik. A |b) a target bit, ehhez bindrisan

hozza lesz adva a. Azaz egy XOR miivelet valosul meg.

7z

®2
Nézziink egy dramkort, amely el&bb elddllitja a |00) RN |11) dllapotot. Majd ha ez

megvan, akkor végrehajtja rajta a CNOT kaput: |11) RACIN |01) (megj.: a q0 a control

bit, ez a hatsd!).

Az aramkor, és az amplitudok pedig itt lathatok:

- Q
06
+

c2

Statevector @

Amplitude

0o 01 10 11
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5.4. Osszefonodas

Elérkeztiink a szuperpozicié utdn a masik, talin még jelentésebb jelenséghez a kvan-
tumszamitas teriiletén. Fizikailag képesek vagyunk (jsszefonniﬂ qubiteket. Ekkor azutan

0k kozosen hordoznak valamennyi informaciot.

Az éllapotokbdl aktudlis, kiolvashatd informaciét mérés utdn tudunk kapni. Persze
nem csak az Osszes qubitet lehet megmérni egy rendszerbdl, hanem 1-et is magédban
példaul. Ugyanakkor ha megmériink 1 qubitet, az magaban nem hordoz informéciét a

tobbi qubit dllapotardl - kivéve ha dsszefonddott dllapotban volt més qubitekkel.

Ha van 2 6sszefonodott qubitiink, és megmérjiik az egyik dllapotat, akkor mérés nélkiil
meg tudjuk mondani a mésikét. Es ez még fizikai tdvolsagtdl sem filgg. Ennek fontos
szerepe van majdnem az Osszes hatékony kvantum algoritmusban. S&t, kiilon kutatdsok
irdnyulnak afelé, hogy ez-e kizdrolag az a jelenség, ami az 6sszes aszimptotikus kvantum

gyorsuldsért felelGs.

Egy példaval élve: gondoljuk végig a kovetkezd leegyszerisitett képet: van 2 atom-
magunk, 1-1 elektronnal koriilotte. Az elektronoknak sajat palydjuk van. Mi torténik, ha
az atommagok olyan kozel keriilnek, hogy a két elektron mar nem tudna tartani az 6néllé

palydjat. Melyik magot vélasztand? A valasz elég intuitiv: mindkettot. Egyszerre.

Az 0sszefonddast eldidézni algoritmikusan nem nehéz. Az el6z6 pontban foglalkoz-
tunk a CNOT kapuval, amelyik negalja a target bitet, ha a control 1. De mi torténik, ha a
control bit egyenld szuperpozicidban van? Akkor a target bit is abban lesz? Lassuk.

El6sz6r most példat néziink: |00) LN % |00) + % |10) RN % |00) + % [11)

Ekkor ha megmérjiik csak az elsd qubitet mondjuk, 50-50% eséllyel lesz O vagy 1, de

a masik qubit viszont 100% eséllyel ugyanaz lesz. Az dramkor pedig ez:
™
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5.4.1. EPR-par, tulajdonsagai

A példa utan lassuk a matekot, absztrakciét. Mitdl 6sszefonddott ez az dllapot. Az
atomos példaban hasonl6 torténik. A fejezet eleje tajan szerepel, hogy minden allapot
felirhato kiilonéllo qubitek tenzorszorzataként. ElStte pedig, hogy a Bloch gomb felszinén
helyezkednek el az dllapotaink. Semelyik délt betiis sz6 nem igaz. Es ldtni is fogjuk, miért
- belatjuk, hogy a fent latott dllapot, az EPR-par nem 4ll el6 qubitek tenzorszorzataként,

azaz nem szétbonthatd két kiilon bitre.
Allitas: Az EPR-par nem 4ll el§ qubitek tenzorszorzataként.

allapot el6all qubitek ten-

Bizonyitas: Indirekt médon: tegyiik fel, hogy a %

zorszorzataként. Els6ként irjuk fel vektor alakban az allapotunkat, az egyes bazisallapo-

tok amplituddjéval:

% o X Bo
) = ——F— = = = ) ®1B)
V2 0 a1 X Bo
% ay X B
Mivel 1éteznie kell mindkét qubitnek, teljes valSszintiséggel, ezért ad + of = 1 és

B2 4+ B2 = 1 kell legyen. Ennek a kovetkezményei, hogy

1. ap # 08&s Bo # 0, kiilonben a szorzatuk O lenne.
2. ap = 0vagy 31 = 0, mert a szorzatuk O.
3. ay = 0 vagy B = 0, mert a szorzatuk 0.

4. ay # 0és 31 # 0, kiilonben a szorzatuk O lenne.

Az 1. és a 4. allitds kimondja, hogy minden egyiitthat6 nemnulla. Ez ellentmond a 2. és
3. éllitasnak is, tehat az 4llapot valéban nem bonthat6 szét két kiilonallo qubitre.
]
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5.4.2. Tovabbi osszefont allapotok, szétvalasztas

Nem csak ez az egy Osszefonddott allapot létezik. Létezhet tobbféle, alapvetéen
ha barmilyen szuperpozicidban 1év6 qubitet haszndlunk a CNOT kapu control bitjének,
akkor 0sszefonjuk a két bitet. Emellett - ahogy minden kvantum dramkor - ez az dramkor
is visszadllithato, az 0sszefonddas pedig megsziintethetd ugyanezen kapusorozat forditott
alkalmazasaval. Ilyenkor persze csak az Osszefonddott dllapot sziinik meg, a két qubit

"kiszabadul", 6nall¢ dllapota lesz, de az 0sszefonddas alatt szerzett szamitds nem vész el.

W™
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Es - ha valaki ilyesmire gondolt - t5bb qubitet is ssze tudunk fonni, tulajdonképp
akdrmennyit. De minden ilyen gyengiti a rendszert, noveli a hibdk lehetdségét. A kovetkezd
allapot példaul a GHZ (Greenberger—-Horne—Zeilinger) éllapot, 3 qubit teljesen Ossze-

fonddott rendszere: % allapot:

W
ey
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Univerzalis kapu, aramkorok épitése

6.1. U kapu

Miutén lattuk, hogy az R kapukkal a Bloch gomb barmelyik tengelye koriil tudunk

forgatni, jogos lenne a kérdés, hogy miért kell 3 kapu ra? A vélasz: nem kell.

Létezik egy univerzdlis kapu, az U kapu, amelynek 3 paramétere van, és képes kife-
jezni barmely egybites kaput. Minden kvantumszamitégépnek van egy sajat, teljes ka-
pukészlete. Ez nem az 0sszes kapu, hanem csak egy olyan részhalmazuk, amellyel kife-
jezhetd az Osszes. Tehdt amikor futtatjuk a kédunkat, bar a python interpretélt nyelv,
€s az utasitdsokat klasszikusan az interpreter értelmezi, a kvantum dramkoriink fordul. A
forditas egyik Iépése egy szintaktikai miivelet az IBM rendszerében, amely az aramkoriin-

ket, kapusorozatainkat azonossagok segitségével a bazis kapukra forditja.

A béazis kapuk dltaldban az IBM eszkozein: CNOT, I, Rz, SX, X. Természetesen
1étezik egy optimadlis, minimélis dramkor az adott feladat elvégzésére, minden baziskapu-
halmazra. Ez az 5 kapu egy nagyon sziik halmazﬂ igy ez a ml’iveletﬂ altaldban béven
noveli az dramkoriink hosszz’uﬂ Errdl a folyamatrél bdvebben majd a tervezés pontban

tanulunk.

Minden dramkor lefordithat6 a { CNOT, U} kapuhalmazra, és forditds sordn el6szor U

kapukra bomlik az dramkoriink, majd a baziskapukra az U kapukrol.

Az U kapu madtrixa egy altalanos forgatdsi matrix, a fazis egyiitthatéival:

cos (g) —ersin (g)
(Q

e'?sin (g) e (?tNcos 2)

Els6re nagyon bonyolultnak tlinhet, de nem lesz ez olyan cstinya, mindjért lebontjuk,

hogy mi mit jelent, és néziink példakat is.

'tekinthetjiik utasitaskészletnek

2transpilation

3és ezzel a klasszikus idSbonyolults4git is a programunknak, de ez a nvekedés nem lehet aszimptotiku-
san nagyobb, mint polinomiélis
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6.1.1. Paraméterezés

A fenti méatrixban 3 paraméter szerepel: 0-t és ¢-t mar lattuk. A harmadik, A pedig a

faziseltolds paramétere.

Nézziink par példat, amit méar lattunk, csak nem ilyen alakban:

U@, ¢,0) = U(0,0,m) = | €0 xsmO) 0] —
|1 x sin(0) e"cos(0) | 0 -1
_ _ [ cos (0) 1 X sin (0) _ 1 o0 _
U(,p,A\) = U(0,0,\) = 1 x sin(0) cPeos(@)] — |0 eM] =P(A)
_ ™ _ cos (%) 1 X sin (%) B % %
U,¢,2) = U(2’O’ﬂ) N [1 x sin (§) —1 X cos (%) B % —%

U (6,6, A) = U (m,0,7) = [

cos () 1><sin(—£)] B [0 1] _

2
1 X sin (g) —1 X cos(z)

Ismerni kell hozza az alapvetd trigonometrikus azonossagokat, és a komplex szamok

exponencidlis alakjat, ha ez nem ismerds, a 2. fejezet segithet.

6.1.2. Példak

Nézziik meg ezeket a kapukat par példan a gyakorlatban is:

1. példa: X|0) kapu, kizarélag U kapuk felhaszndldsaval.

Az X kapurdl lattuk, hogy ugyanaz, mint az U(r, 0, 7) kapu, tehét ezutGbbit kell haszndl-
nunk. Ezt a példat a composer segitségével fogjuk megnézni. A kapu dramkorre helyezése
utdn rdkattintva be tudjuk 4llitani a paramétereit. Ahogy az 6sszes kvantumos fejlesztoi

kornyezetiinkben, a "pi" string itt is a 7r-t takarja.
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€ Your circuit > u
Subroutine params

theta

pi

phi

lambda

pi

Az dramkoron pedig igy néz ki ezutan:

Es hogy verifikéljuk, valéban csak negaldst végez, hasonlitsuk dssze - most utoljara ilyen
modon - az X kapuval.
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2. példa: HZH|0) kizarélag U kapuk felhasznaldsaval.

Ezt is ismerjiik mér, de nem U kapukkal. Tehat az U kapuink:

™
H = U(—,O,ﬂ')
2

Composerben igy néz ki:

A composer jo kisebb dramkorok kiprébalasara, de ideje megismerkedniink kozelebb-
r6l a Quantum Labbel, Qiskittel, és megirni ugyanezt programkdddal is. Egyel6re fut-
tatas nélkiil, csak az aramkort megépitve. Kell nekiink egy QuantumCircuit object, benne
egy egybites kvantum regiszterrel, és egy egybites klasszikus regiszterrel. Utébbit nem
fogjuk még haszndlni, de sziikséges 1épés az inicializdldshoz, és majd ide keriil mérés

utdn a kvantumregiszter bitjeinek értéke.

Lassuk tehat a kodot:

from giskit import QuantumCircuit
from numpy import pi

from giskit.quantum_info import Operator
circuit = QuantumCircuit(l,1) # 1 gubit, 1 bit
circuit.u(pi/2, 0, pi, 0) # theta, phi, lambda, qubit_index

circuit.u(@, @, pi, @) # theta, phi, lambda, qubit_index

circuit.u(pif2, ©, pi, @) # theta, phi, lambda, qubit_index

Az U kapu paraméterezése kommentben olvashatd. A képen lathatd, végén importalt
Operator pedig hasznunkra lesz a tovabbiakban, ugyanis ez az aramkor ekvivalens (globalis

fazistol eltekintve) az X kapuval. Hogy ezt be is bizonyitsuk, példanyositanunk kell egy
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operatort az daramkoriinkbdl, illetve meg kell épitsiik a mésik dramkort, egy darab X kapu-
val. Ezutdn mdr, mintha csak egy szokdsos objektumorientalt nyelv dsszehasonlitdsdnal

hivnank az equals metddust, hivjuk az equiv-et.

A teljes kod tehdt igy néz ki:

from giskit import QuantumCircuit
from numpy import pi

from giskit.quantum_info import Operator

circuit = QuantumCircuit(l,1)
circuit.u(pi/2, @, pi, @)
circuit.u(®, @, pi, @)
circuit.u(pi/2, @, pi, @)

op_circ = Operator(circuit)
c_cmp = QuantumCircuit(l,1)
c_cmp.x(0)

op_cmp = Operator(c_cmp)

print{op_circ.equiv(op_cmp))

6.2. Kontrollalt forgatasok

A CNOT kapu utan felmeriilhet, hogy ha egy X kaput lehet kontrollalni, akkor lehet-e

mast is. Es lehet, 1ényegében barmilyen kaput. A matrixuk pedig 4ltaldnosan:

10 0 O
I O 01 0 O
CU = =
0 U 0 0 Uy U
0 0 Uz Uy

Ilyen kapuk alkalmazasandl észnél kell lenni, mikor mennyire fonja dssze a qubiteket.

Ha akaratlanul 6sszefonunk qubiteket, annak sok kéretlen kovetkezménye lesz. Masrészt
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ezeket a kapukat fizikailag megvaldsitani "nehezebb" - pontatlanabbak lesznek a szdmita-

sok, és jelentsen lassabb is a futés.
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Kvantum algoritmusok tervezése és irasa

7.1. IBM Quantum Experience hasznalata
IBM account kezelése

ElsSként sziikségiink lesz az elsd ordkon regisztrdlt IBM accountra. Ha sajat gépen,
kornyezetben szeretnénk programozni, sziikség lesz a giskit .IBMQ libre. A hoz-
zaféréshez sziikséges egy API token, ami egyedi mindenkinek. Ezt elsé alkalommal el
kell mentsiik az IBMQ.save_account(API_KEY) paranccsal.

Aki inkdbb maradna a Quantum Labnél, amit a kurzus folyaméan végig hasznalunk,
annak nem sziikséges kiillon mentenie. Innentdl viszont kozos a folytatds: a betoltéshez,
ha valamelyik IBMQ eszkozt szeretnénk haszndlni, sziikséges az IBMQ.load_account()

parancs. Ennek, ha el6tte mentettiink vagy az online feliiletet haszndljuk, nem kell paraméter.

Providerek

Ha ezzel készen vagyunk, kovetkezd 1€pés egy provider szerzése. Az IBM a fel-
haszndlok csoportjait ennek a segitségével kiilonbozteti meg, ez hatdrozza meg, hogy
utdna milyen eszkdzoket tudunk hasznalni, milyen paraméterekkel és milyen mennyiség-

ben.

A provider kivalasztdsahoz 3 dolgot kell megadnunk. Nagyjabol ugy érdemes elképzelni,
mintha egy konyvtarrendszer lenne a szamitégépek felett, amin végig kell menni, hogy a

fajlokhoz (itt backendekhez) férjiink. A hdrom "mappéja" pedig:

1. hub: lehet "ibm-q’ a mindenki szdmara elérhetd eszkdzokhoz, illetve a kurzus sordn
mi az education program segitségével hozzafériink mas eszkozokhoz is, ehhez az

"ibm-qg-education” a hub neve.
2. group: a két csoport szerint lehet "open", vagy az egyetemihez "uni-szeged-1".

3. project: a fenti tagolasban az altalanos hozzaféréshez a "main" hasznalatos, a kurzus

pedig a "quantum-program" nevet haszndlja.
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Qiskitben igy néz ki:

provider = IBMQ.get_provider(
hub='ibm-q"',
group='open’,

project="main'

provider = IBMQ.get_provider(
hub="'ibm-g-education',
group='uni-szeged-1',

project='gquantum-program’

Az IBMQ.load_account() parancs az el6bbi providerrel tér vissza. A hozzéaférhet6

eszkozok (backendek) listajat a provider.backends() segitségével ki tudjuk listadzni.

Backendek

A provideren keresztiil elérhetiink bizonyos backendeket, eszk6zoket, amelyeken fut-

tathatjuk a kvantum programjainkat. Tobbféle backend van:

vannak kiilonb6z6 szimulatorok, amelyek igyekeznek realisztikusan szimuldlni a valodi
QPU-t. A szimuldtorok jellemz&en robosztusabbak, és gyorsabbak, pontosabbak egy
valédindl. Tobbféle szimuldtor van: ibmq_qgasm_simulator 32 qubiten szimuldlni re-
alisztikus precizitdssal a programunkat, simulator_statevector szintén tobb qubiten zaj,
¢és pontatlansdg nélkiil tesztelni a megirt kddunk helyességét. Emellett a hibajavitd ko-

dolésra, és egyéb dolgokra is van kiilon szimulator.

€s vannak a valédi kvantumszamitégépek. Mind szupravezetd qubitekkel, de kiilon-

boz6 processzorokkal, kiilonb6zd kapu-megvaldsitasokkal, és kiillonbozé méretben.

Ezeket tudjuk listdzni a dashboardrol

: || Runoncircuits & algorithms via View all

IBM Quantum services

4 10 5 30

Your Your Your Total guantum
programs systems simulators Services
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A lista tdbldzatos nézetben, sajat eszkozokre sziirve, a kurzushoz val6é hozzarendelés utan

valahogy igy fog kinézni:

Name Qubits . Qv Status Total pending jobs Processor type Features

ibmg_16_melbourne 15 8 @ Online 15 Canary rl1.1
ibmgq_casablanca 7 32 @ Online 1 Falcon rdH B8
ibmgq_santiago 5 32 @ Online 371 Falcon rdL

ibmag_manila 5 32 @ Online 123 Falcon r5.11L

ibmq_hogota 5 32 @ Online 27 Falcon rdL V'
ibmaq_quito 5 16 @ Online 11 Falcon rdT

ibmaq_belem 5 16 @ Online 0 Falcon rdT

ibmgx2 5 8 @ Online 22 Canary r1

ibmg_lima 5 8 @ Online 34 Falcon rdT

ibmaq_armonk 1 1 @ Online 3 Canary r1.2 V'

A lista idovel véltozhat, ahogy az IBM fejleszteni a szamitégépparkjat, nyugalmaz bi-
zonyos kvantumszamitégépeket, és épit tjakat. A kurzus kezdetére példaul ibmq_16_melbourne

and ibmgx2 mar nem lesz nyilvénos tizemben.

A listan szerepl$ eszkozok koziil ibmg_rome és ibmq_casablanca eszkozoket fogjuk
oran tobbet haszndlni, ezek ugyanis nyilvanosan nem elérhetdk, a kurzus idejére nekiink

lesz kizéardlag elérhetd.

Ez fontos informacid, ugyanis ugy miikodnek ezek az eszkozok, mint régen a lyukkar-
tyaval programozdés kurzusok: az ember megirja a programot, beéll a sorba a géphez, majd
amikor sorra kertil, odaadja a karty4t (programjat) egy adminisztratornak, aki futtatja neki,

majd két emelettel arrébb egy masik embertdl dtveheti az ember az eredményt.

A futkosason, fizikai programon, lyukkdrtyan, és emberi adminisztratorokon kiviil
pontosan ugyanigy miikodik az IBM Quantum Cloud. A programunkat bekiildjiik, kivérja
a sorat, majd lefut, és visszakapjuk az eredményt. Persze ez sok varakozdassal jarhat, foleg

nyilvanos eszkozokon.
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Az eszkozok egyes adatai, példdul a qubitek elhelyezkedése, és kapuk hibai is sokat

szamitanak, ezeket is meg tudjuk nézni:

Ibmq_casablanca <« X
Details ~
.7 Status: @ Online Avg. CNOT Error: 8.213e-3
Qubits Total pending jobs: 1 job Avg. Readout Error: 2.731e-2
3 2 Processor type (): Falcon rdH Avg. T1: 103.68 us
Quantum Version: 1.2.23 Avg. T2 130.25 us
Volume _ _
Basis gates: CX,ID,RZ, SX, X Providers with access:

1 Providers &
Your usage: 0 jobs

Your upcoming reservations 0 MNew reservation

Calibration data Last calibrated: 7 minutes ago ok ~

& Map view bl Graph view B Table view

Qubit: Connection:
Readout assignment error % Gate time (ns) %
Avg 2.731e-2 Avg 443.259
min 1.160e-2 max 5.800e-2 min 305.778 max 760.889
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Kiolvashatjuk példaul, hogy egy kapu atlagos végrehajtési ideje 443 nanoszekundum,
ami 0.000443 masodperc. Kiolvashatjuk azt is (a qubitek elhelyezkedésébdl), hogyha
példaul egy hatbites kvantumregiszteriink van a 0,1,2,3,5,6 indexd qubitekke ésmia
2-es és 4-es qubitre ratesziink egy CNOT kaput, akkor az fizikailag nem megoldhato6.
Kicsit dolgozni kell még vele, felcserélni megfeleld qubitek értékeit. A transpiler ezt is

végrehajtja helyettiink, de nem feltétleniil optimalisan.

Ha nem akarunk olyan sokat vdrakozni, akkor az eszkozok tulajdonségait le tudjuk

kérni, és az alapjan keresni egy megfeleld szamitogépet:

from giskit.providers.ibmg import least_busy
backend = least_busy(
provider.backends(
filters=lambda x:
x.configuration().n_qubits »= 5
and not x.configuration().simulator

and x.status().operational==True

Itt példdul visszakapjuk azt a backendet, amelyiken a legkisebb a sor, feltéve, hogy

legalabb 5 qubites, valodi kvantumszamitogép, és iizemben van, mikodik is.

Aramkorok importalasa, vezérlése

Lattunk kédot gasm-ben és Qiskitben is, de futtatni csak utébbi segitségével tudunk.
Aramkoroket frni viszont - f6leg majd qasm3-t6l - sokkal kényelmesebb lesz kvantum
assemblyben, és sokkal elegdnsabb is az egyes aramkoroket kiillon qasm 4dlloményokba

szervezni.

Kvantum assembly (*.qasm) fajlt nagyon egyszert Qiskit QuantumCircuit objectté
konvertdlni, ugyanis az osztalynak van egy from_gasm_file("path") metddusa, amit elég

meghivni.

'Meg lehet adni ilyeneket is a programnak
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Jelenleg Qiskitben, pythonnal kénnyebben lehet nagyobb dramkoroket kezelni, erre
egy példa, hogyha 5 qubiten szeretnénk Hadamard-transzformaciot VégrehajtaniE], akkor

egy for ciklussal 1ényegesen konnyebb és elegdnsabb is odapakolni az 5 Hadamard kaput.

Es persze pythonban tudunk eldgazni, ha megmériink 1 qubitet, annak fiiggvényében
el tudjuk donteni, hogy a tobbivel mi legyen. Tudunk fiiggvényeket definidlni - ez majd

f6leg a hibrid optimalizalasnal lesz fontos.

Futtatas

Ha megvan az dramkoriink, dllhatunk is be a sorba a fent latott, legkevésbé lefoglalt
géphez. Futtatdshoz 6sszesen annyi kell, hogy a backend-re rdhivunk egy "run"-t, paraméterként

az aramkorrel. job = backend.run(circuit).

Az aramkor, a futtatds és a plot kommentezve van, de pir megjegyzés mielStt meg-
nézziik: az dramkor egy EPR-pdrt készit, annak egy pdrjat, amit mar néztiink. A két EPR
semmilyen médon nem kiilonboztethetd meg egymastdl, még az egyik qubit mérésével
sem, ha nem tudjuk az 6sszefono kapusorozatot. Ez is egy érdekes tulajdonsiga a teljesen

Osszefonddott dllapotoknak.
Gyorsan nézziik a matekjat, aztan a kodot, €s az eredményeket is:

XQI

1
ooy =& 10y 2

V2

1

|00) /3

1 1
10) == —=l00) — —[11)

V2 V2

A béaziskapukra vald forditdst némely backenden nekiink kell megtenniink, ezért a
Hadamard kaput helyettesiteniink kell az SX X Ry (g) kapusorozattal. Aki szeretné

kiszamolhatja, hogy egy globdlis fazistdl eltekintve ez ekvivalens a H kapuval.

Eredmények

Futtatds utdn az eredményeket is szeretnénk latni, ezt vissza is adja az eszkoz. Illetve
miel6tt bekiildjiik a kédot, érdemes vetni egy pillantdst az dramkorre is. Az online note-
bookban az aramkort egyszertien printelni tudjuk. Offline kell egy circuit.draw("'mpl’) és

egy plt.show(), hogy a matplotlib kirajzolja. Tehét az &ramkor jelenleg igy néz ki:

2azaz mindegyiken egyszerre végrehajtani a H kaput
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A kédunkhoz mar (kicsit fentebb) kerestiink egy backendet, az azutdni rész valahogy igy
fest:

from giskit import QuanmtumCircuit

from numpy import pi

circuit = QuantumCircuit(2,2) # 2 gubites regiszter
circuit.x(0)

[} [}

circuit.sx(8) # bdzis kapuk: ['id', 'rz', 'sx', 'x',

'ex', 'reset']
circuit.rz(pif2, ©) # sx & rz(pi/2) = h (mert a h nem baziskapu!)
circuit.cx(®,1) # control, target

circuit.measure(0,0)

circuit.measure(l,1)
print(circuit) # nézziik meg az aramkdrt
job = backend.run{circuit) # bekildyik

result = job.result() # sync hivdas, erre varni fogunk

plot_histogram(result.get_counts()) # nézzik az eredmeényt!

Mivel valddi kvantumszamitégépen futtattuk, ebben valamennyi futdsi és mérési hiba
is lesz, de alapvet6en arra szamithatunk, hogy 50-50%-ban nullat (00) és harmat (11)
fogunk kapni.
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0.45 1

0.30 4

Probabilities

0.15 1

0.00 -

0036

07

A "Jobs" meniiben egyéb adatokat is lathatunk réla:

Details
275 Sent from
Total completion time Created on
. Sent to queue
ibmg_belem
System Provider

Run mode

# of shots

# of circuits

Quantum lab

Jul 08, 2021 10:27 AM
Jul 08, 2021 10:27 AM
ibm-g/open/main
fairshare

1024

1

0.085

o

0443

{7

Status Timeline

Created: Jul 08, 2021 10:27 AM
Transpiling

Validating: 851ms

In queue: 17.5s

Running: 7.8s
approx. time in system 7.5s

Completed: Jul 08, 2021 10:27 AM

Tehat 27 masodperc alatt végigment a soron, az ibmq_belem rendszeren, altalanos licensz
alatt futott, 7.8 mdsodperc alatt 1024—sze Es az is, hogy 1 dramkort kiildtiink be, mert

lehet tobbet is, illetve tobbszor futtatni sziikség esetén.

3Ordn megnézegetjiik ezeket, a pici kép gyenge felbontéssal ne zavarjon senkit
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7.1.1. Példa: SWAP

[rjunk dramkort, amely felcseréli két qubit allapotat. Qubit dllapotok felcserélésére
nagyon sok sziikség van, ugyanis két-hdrom qubites kapuk alkalmazédsihoz teljes fizikai
Osszekottetés, csatorna sziikséges, viszont a szupravezetd chipek esetén ez az 6sszekot-
tetés nem tul stirG. A 67. oldal aljan 1év6 dbra mutatja, melyik qubit melyikkel szomszé-
dos, koztiik lehetséges kontrollalt kaput végrehajtani. De mi torténik ha nem ilyen bitek

kozt szeretnénk? Mésolni nem lehet qubiteket!

Egészen addig kell cserélgetni az dllapotokat, amig egymads mellé nem keriilnek. Es
ez rendkiviil koltséges miivelet. Gondoljunk bele, nagyjabdl tizszer annyi id6 sziikséges

egy joval pontatlanabb CNOT kapu végrehajtasdhoz, mint egy egybites kapuhoz.

A szemléltetd dramkor el6szor egyenld szuperpozicidba teszi az egyik bitet, utdna

megcseréli a mésikkal, majd mér.

from giskit import QuantumCircuit

from numpy import pi

circuit = QuantumCirecuit(2,2)

circuit.sx(8)

circuit.xz(pif2, 8) # sx # rz(pi/2) = h
circuit.ex(0,1) # control, target
circuit.cx(1,0)

circuit.cx(8,1) # Ez a 3 CNOT kapu a csere
circuit.measure(0,0)

circuit.measure(l,1)
print(eircuit)
job = backend.run{circuit)

result = job.result()
plot_histogram(result.get_counts())
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7.2. Tervezési stratégiak

Egy kvantum algoritmus {rdsakor sok mindent figyelembe kell venniink. A félév
masodik fele, és innen a jegyzet is kvantum algoritmusokrél sz6l, implementaciorol,
miikodési elvekrdl. Latni fogjuk, hogy hogyan lehet hatékony egy kvantum algoritmus,
hogyan lehet kihaszndlni az eddig tanultakat, hogy klasszikusnal hatékonyabb megoldast

taldljunk 1-1 problémara.

Az eddig latottak - bar mélységében nem mentek bele a matematikdba, absztrakcidba
- 4dtadtak egy modellt, egy felfogdst. Egy dj rendszert, egy dobozt, amiben gondolkod-
hatunk, alkothatunk. Ennek a doboznak nézziik most meg par tovabbi tulajdonsigat, al-

goritmus tervezési szempontbdl.

7.2.1. Elkédolas és Kkiolvasas, dekoherencia

Az amplitudé és fazis minden qubitnek kétszer annyi informdcid tiroldsara ad lehet&séget,
mint amennyit egy klasszikus bit tud. Tehat ha van 5 qubites rendszeriink, abban egysz-
erre 25 bitnyi informdciét tudunk tdrolni. Konyvek, videdk, djsdgok ki szoktdk emelni,
hogy egy koherens 400 qubites rendszerben kicsit tobb (bitnyi) informaciét lehet eltarolni,

mint amennyit tarol az egész univerzum.

Az els6 probléma amibe belefutunk, hogy ezt nehéz kihasznélni, mert az igaz, hogy
ennyit el tud tarolni, de kiolvasaskor, méréskor csak egy klasszikus bitstringet kapunk.
Szamolhatunk exponencialis mennyiségii informécidval, kezelhetjiik, transzformalhatjuk,
de amint megmérjiik, az informéaci6 nagyrésze elveszik. Akkor mire j6 egyéltaldn? Szamita-
sokat tudunk vele végezni. Nekiink kell Ggy tervezni az algoritmust, hogy futds kozben
kihaszndljuk a lehetdségeket, de mérés el6tt olyan allapotot kell eldallitanunk, amit meg-
mérve a kapott eredmény megfelel a szdndékainknak. Lényegében csak a return value kell
logaritmikusan kicsi legyen az algoritmus futds kozben rendelkezésre all6 tarigényéhez
képest.

7 2z

Masik oldalrdl a kezddallapotunk is egy klasszikus bitstring, itt épp a 000...0. Ez sem
tarol tul sok informdciét. Viszont 1étezik médszer, aminek a segitségével a kezd6allapotba
mar exponencidlisan sok informéciét tudunk elkédolni. Persze ez is egyfajta el6feldol-
goz6 algoritmus, ami pontatlan lehet, és a f6 algoritmusunktdl veszi el a QPU idejét.

Ahogy fut az algoritmusunk, egyre veszit a pontossagdbol, és idével szétesik a kvantum
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rendszeriink, ez a dekoherencia. Ezért a kapusorozataink mélysége (hossza) nem lehet tuil

nagy, €s a tobb qubites kapuk szdma még nagyobb jelentSséget kap.

Az algoritmusaink nagyrésze igy is fog kinézni: klasszikus dllapotbdl indulva, a kvan-
tumjelenségeket kihaszndlva eljutunk egy olyan allapotba, amibdl klasszikus dllapotokat

kapva (akdr egy szuperpoziciébdl) valaszt kapunk a kérdéses problémaéra.

7.2.2. Kvantumszamit6gépek

A jelenlegi kvantumszamitégépek nem tdl nagyok. Tesztelni lehet rajtuk az algorit-
musainkat, kicsiben. Valddi alkalmazdsokra sok esetben vérni kell még nagyjabol 2026-
2028-ig.

Addig pedig nagyon sok fejlédés var még az eszkozokre. Hibajavitds terén 2021.
majusédban tortént egy nagyobb attorés, az az egyik legjobban kutatott teriilet.

A szupravezetd qubites szamitogépek nem a legpontosabbak, skdldzni sem feltétleniil
konny( Oket, de nagy remények vannak afelé, hogy sikeriil. Mellette viszont fejlédik
tobb egyéb architektdra, a legigéretesebb koziiliik a fotonikus kvantumszamitds. Sokan
gondoljdk ugy, hogy az lehet a jovs. Akarmi is legyen, programozdként a jelenségek

megértése, és az architektdrafiiggetlen kvantumprogramok irdsa a feladatunk.

Ez viszont alacsony szinten még nem teljesen megoldhat6. Megoldhatd, de hatékony-
talan. Az algoritmusok, amiket néziink, univerzélisak, és nem is fogjuk egyes architek-
turdkon probdélgatni ket folyamatosan, de tisztdban kell legyiink a hatdrokkal, amit példaul
a baziskapukészlet, tobb qubites kapuk hibdja, qubitek elhelyezkedésébdl ad6do csere

miiveletek jelentenek.

7.2.3. Id6bonyolultsag

A kvantum vildgdban maga a futdsidé nem annyira relevans mérték, f6leg, mert nem
lehet tdl hosszi, ha kicsi pontatlansdgot szeretnénk. A klasszikus id6komplexitas, ka-
pusorozat hossza persze fontos egy darabig, de futdsid6t és hatékonysdgot nehezen lehet

vele pontosan mérni. Valamekkora hibahatdrral szamolva viszont lehet, és mérjiik is.
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Szamitdsaink sorén taldlkozni fogunk két fontosabb fogalommal, jelélésse]ﬂ Az els6
a BQP bonyolultsigi osztdly. Ez nagyjabdl a klasszikus P osztdly kvantum megfelelGje
(de nem esik egybe vele, nem szabad keverni 6ket). A jelentése Bounded-error Quantum
Polynomial time. A kvantum algoritmusaink valamekkora hibdval dolgoznak, a mérés is
egy folytonos eloszlasbol vett mintavételezésnek foghat6 fel. Ennek az osztilynak az a
jelent6sége, hogy az algoritmus hibdja méréskor véges, azaz sokszor ismételve a futtatast

€s mérést, egyértelmiien megkapjuk a probléma megoldasat - polinomidSben.

A BQP-ben P benne van, illetve tobb NP-beli probléma is, példaul a faktorizilas.
Ha NP-teljes probléma is lenne benne, az implikdlnd, hogy P=NP, és ilyet még senkinek
sem sikeriilt taldlnia. Olyannyira, hogy a poszt-kvantum, teljesen klasszikus titkositasi
protokollok alapjdul jellemz&éen 1-1 NP-teljes probléma NP-teljessége mogotti dtlet la-
pul. Ilyen példéaul az LP - ILP problémdja kapcsan, hogy egy ismeretlen racson teljesen

véletlenszer(ien letett ponthoz megtaldlni a legkdzelebbi racspontot nagyon nehéz.

A masik fontos fogalom a lekérdezés bonyolultsag, vagyis query complexity. Ve-
gyiik a kovetkezd problémat: van egy fliggvényiink, ami minden inputra azonos valaszt
(igazsagértéket) ad, vagy az inputok felére ilyet, felére olyat. Példaul az el6bbi lenne az
[1,10] szdmhalmazon a f(x) = x>0 fiiggvény. Es a masodikra példa az f(x) = x>5. Kérdés,
hanyszor kell kiszdmolnunk a fliggvény értékét, hogy megmondjuk, a kettd koziil melyik

a fiiggvényiink? Klasszikusan legaldbb hatszor. Egy kvantum algoritmussal elég egyszer.

Ez alekérdezés bonyolultsig f6 kérdése: hanyszor kell "megkérdezniink" (futtatnunk)

a fiiggvényt/adatbazist, hogy biztos valaszt kapjunk.

“Akinek nem volt még bonydja, vagy bdvebben utinanézne, javaslom Ivdn Szabolcs bonyolult-
sagelmélet jegyzetét.
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Kvantum gyorsitas példakon

8.1. Lekérdezés-modell

Az el6z6 fejezet végén lathattuk, mi is a lekérdezés-bonyolultsdg. Sziikségiink van r4,
mert a klasszikus id6bonyolultsdg nem igazdn jol irja le az egyes problémadk tulajdonsé-

gait a kvantumvildgban. Erre fogunk most példat latni.

Az elsd két algoritmusunk pont a kvantumszamitas lekérdezés-alapu elényét hasznélja
ki. Persze olyat nem mondhatunk, hogy kizédr6lag a lekérdezések szdma a fontos, ez
nem mondana magédban semmit a klasszikus id6bonyolultsaggal valé 6sszehasonlitdsnal.
Miért? Gondoljunk bele, legyen adott egy SAT probléma. Ezt egy klasszikus algoritmus
ki tudja szamolni minden esetben pl. értékadasok sorozataval, szintaktikusan kiértékelve
(PL. logikardl emlékezhetiink a DPLL algoritmusra), O(2”)E] idében, mikozben a for-

mulat egyszer szdmolja végig, 1ényegében 1 darab lekérdezést hajt végre.

A formula méretétdl fiiggetleniil. Meg persze meg lehet oldani gy is, hogy minden
lehetséges inputnak adunk egy prébat, €s ha kielégit6d értékadast taldlunk, adjuk vissza

hogy kielégithets. Ez O(2™) lekérdezés, de egy-egy lekérdezés hatékonyan kiszéml’thatéﬂ

Tehat nem mindegy azért az sem, hogy egy probléma lekérdezés komplexitdsa és

id6bonyolultsdga milyen viszonyban 4ll egymassal.

8.2. Kvantum parhuzamositas

Els6ként kicsit foglalkoznunk kell az elmélettel is. Bar sokaknak kényelmetlen el8szor
az elméletet megnézni, ebben az esetben elengedhetetlen. Probéljuk kovetni, a példaknal
vissza fogunk térni rd, kiemelve az elméleti részt is. Lassan haladva végigmegyiink a
lekérdezések lényegén. Aki szeretné kihagyni, ugorjon a Deutsch-Jozsa algoritmushoz.

Ez az elméleti rész azért hosszu, hogy ne legyen tomény, de érthetd, kovetheté maradjon

végig.

I a literdlok szdma by def, de itt a DPLL-t3] lehetne a kl6zoké is. (Es egyébként (2”)1 =2")
ZPersze, ettdl NP-beli, a tant polinomiddben szdmithatd
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Nézziik a jeloléseket. Tegyiik fel, hogy van egy (sima, klasszikus) algoritmusunk,

amely négyzetre emelést végez, azaz
f(z) = =
Ezt felirhatndnk ugy is, hogy
f:xz—x? x€EN

Most tartsuk meg a miiveleteinket, és szimpldn a természetes szamokat jeloljiik el, mint

szdmjegyek sorozata:
f€40,1,2..9}" — {0,1,2..9}" : 2 s 2

Példdul 322 = 1024, azaz valamilyen n = 2 szdmjegy(i szdm négyzete lett valamilyen
m = 4 szamjegyl szdm. A négyzetreemelés csak egy példa volt, ideje dltalanositani
barmilyen fiiggvényre a természetes szamokon. Most, hogy f lehet barmi, igy fog kinézni
a jelolésiink:

f :40,1,2..9}" — {0,1,2..9}™
Fontos megjegyezni, hogy mig f eddig egy darab fiiggvényt jelentett, most barmilyen
fliggvény lehet, amelyik kielégiti a "szabdlyt", azaz a leképezésiinket. Na de nekiink

qubitjeink vannak, térjiink is 4t bindris jelolésre:

f: {01} {0,1)"

Ha barmennyi bitiink lehet, és révidebb bitstringet feltoltjiik vezetd nulldkkal, Iényegében
van egy akarmilyen fiiggvényiink, amit kettes szdmrendszerben ki tudunk szdmolni. Itt
most bar "atirtuk" a tizes alakokat kettesre, akdr a természetes szamokrol is leléphetiink,

mivel dbrdzolni tudjuk (akér végtelen biten) a valds szdmokat is.

Elérkeztiink tehdt egy altaldnos bindris fliggvénydefinici6hoz. Mivel a fliggvényiink
nem feltétlentiil injektl’ viszont a kvantumszamitas unitér és reverzibilis, ezért pontosan
ahogy a CNOT kapundl lattuk, kell egy mésik qubit, jelen esetben masik regiszter az ered-
mény tdrolasdra. Ilyen formdn barmilyen f : {0,1}" — {0,1}™ fiiggvényhez meg

tudunk adni egy kvantum éramkérﬂ ami megvaldsitja ezt a fliggvényt ilyen formdban:

[2) 10) = |z) |f(=))

3 Azaz nem biztos, hogy 1:1 leképezést valésit meg, pl. lehetne f a konstans 5 fiiggvény is, az pedig
minden szdmhoz az 5-6t rendeli
4 Akdr kizardlag Toffoli kapukbol!
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S6t, akkor mdr felirhatjuk matematikailag az d&ramkor unitér operatoraval (mondjuk U-
val) is:

Usle) [0) = |z) |f())
Kicsit visszautalva a négyzetes példahoz, nézziik 6 (110) négyzetét:

U,|110) |000...0) = |110) |100100)

Azaz}
Uy |[110000000) = |110100100)

Ez most kiszamol nekiink barmilyen fiiggvényt. Lényegében U; bemutatja, hogy a
kvantumszamitas valoban Turing-teljes szamitdsi modell. De pl. a Brainfuck nyelv is
Turing-teljes programnyelv, mégse haszndlja senki. So6t, még PHP-t is haszndlnak em-

berek, szoval ett6l még nem lett hirtelen se j6, se parhuzamos semmi.

Itt jon képbe a szuperpozicid, és a Hadamard transzformécid. Erre tanultunk mar egy
Osszegképletet Most mar kicsit ismerdsebben jon tehat szembe a képlet, hogy n bit

egyenld szuperpozicidja:

®n |ony —
z€{0,1}m
Ami azt jelenti, hogy az 6sszes m hosszi bitstring z 1-1 egyenlden pici valdszinliséggel
lehet megmérve, egyszerre vannak benne ebben a szuperpoziciéban. Folytatva ezt, persze
meg lehet azt is csindlni, hogy egy m hosszu bitstringnek csak az elsé n bitjét tessziik

egyenl$ szuperpozicidba (€s a maradék k-t nem):

H®™|0™) [0%) =

7 2 12]0Y)

zE{O 1}

Ez pedig azt jelenti, hogy példaul az el6z6 példat nézziik, a négyzetest, ahol 3 input bitiink

volt és 6 output, Osszesen 9, ez a szuperpozicio ott ugy nézne ki, hogy

1

— Y |2)]000000)
\/§z€{0,1}3

SNote: bézisillapotok kozt |1) [0) = |10), tenzorszorzatrdl van sz6
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Azaz egyenld eséllyel a {000000000, 001000000, 010000000, 011000000, 100000000,
101000000, 110000000, 111000000} halmazbdl valamelyik lesz az eredmény, ha meg-
mérjik.

Most, hogy 1épésrdl 1épésre végighaladtunk a jeloléseken, matekon, elérkeztiink a
lényeghez. Nézziik, mit csindl Uy akkor, amikor az inputunk az Osszes lehetséges input

egyszerre, azaz azoknak a szuperpozicidja:

1

U
"\ van

1
12)100..0) | = —— 2) |£ ()
var we{zo:,l}"

ze{0,1}"

Ha eddig sikeriilt kdvetniink mindent, akkor - bdr rdnézésre bonyolult kifejezésiink
van, minden része érthet kell legyen. Nézziik a példankat tehat, mirdl is van sz6, ahol f
anégyzetre emelés. A példaban csak 2 bites inputokkal foglalkozunk, igy is kelléen nagy

lesz az aramkor.

Lassuk tehat el6szor az aramkort:

valuesy

values;
values; —_
valuess a
inputsp — H ?
inputs; — H

6
results

A regiszterek szamozasa a Qiskit indexelése miatt ilyen. Tehat az input regiszteriinket
elokészitjiik egyenld szuperpozicioba, majd jon Uy a két barrier kozott, ami kiszdmolja
nekiink a négyzetreemelés fiiggvénytﬁ Utéana pedig mérés. Nem bonyolult aramkor, de 6

biten mar ennek is lehet 64 féle kimenetele, amib6l még éppen lathat6 amit szeretnénk.

Bz az dramkor hasbél keletkezett oda, de barmilyen fiiggvényre frhat barki ilyet, kicsiben nem olyan
nehéz
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Lassuk mindezt kéddal:

# Init

x_reg = QuantumRegister(2, 'inputs')
fx_reg = QuantumRegister(4, 'values')
m_reg = ClassicalRegister(6, 'results')

¢ = QuantumCircuit(fx_reg, x_reg, m_reg)

=

circuit

.h([x_reg[0], x_reg[l]]) # Inputok egyenlé szuperpozicioban
.barriex()

.cx(x_reg[0], £x_reg[0]) # Neégyzetre emelés

.cx(x_reg[l1l], fx_xeg[2]) # Negyzetre emelés

.ccx(x_reg[0], x_reg[l], fx_reg[2]) # Négyzetre emelés
.cex(x_reg[0], x_reg[l], fx_reg([3]) # Négyzetre emelés
.barriex()

.measure([0,1,2,3,4,5], m_reg)

O o0 000000

Ha mindent j6l csindltunk, akkor az elsd két bit (val6ban elsé kettd, ezért a felcserélt
regiszterek) az dsszes lehetséges kombindcidban kell legyenek, mogottiik pedig négybiten

a négyzetiik. Mindez pedig a 4 lehetséges input-output par egyenld szuperpozicidjaban.

0261 0254
0237

0.248

0.24 1

0.16 1

Probabilities

0.08 1

0.00 -

$ S S5 &
S o ~ (=]
$ $ § S
I o ~ ~

Fontos, hogy nem kapjuk meg az dsszes lehetséges megoldast azonnal. Minden mérés-
nél a négy lehetséges kimenetel egyikét fogjuk kapni (ha teljesen hibatlan, zajtalan a

kvantumszamitégépiink). Tehat a fliggvény egy lehetséges megolddsat.
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8.3. Standard lekérdezés

Meg kell jegyezni itt, hogy a "négyzet" fliggvény, tehat az U ; operator (dramkor) adott
volt, tekinthetjiik blackboxnak is. Kap egy inputot, azon kiszdmol egy meghatarozott
outputot valahogy. Tekinthetjiik a fliggvény lehetséges input-output parjait egy adatbdzis
elemeinek is, amit 1-1 lekérdezéssel ériink el. Innen ered a query complexity elnevezés is.
Az ilyen valamit barhogy kiszdmité blackbox "eszkozt" nevezziik ordkulumnak, vagyis

hogy a teriilet terminol6gidjanal maradjunk, oracle-nek.

A standard query lényege az, hogy van egy valamilyen inputunk, és mi annak az
z-edik bitjét szeretnénk megtudni. "Megkérdezziik a mindenttudé Ordkulumot, tessék
szépen mondani, mi all ott a hatodik helyen" jellegien. Formalisan mar ismerds lehet a
képlet:

O, : |¢,0) — |7, x;)
Itt az elsd regiszter, ¢ egy n bites szdm (bitstring, az index amire kivdncsiak vagyunk), a

masodik regiszter 1 bites, és x i-edik bitje.

A standard query els6, n-bites regiszterét address (cim) regiszternek, az utolsé egy-

bitest pedig target (cél) regiszternek hivjuk, elég beszédes a neviik.

8.4. Fazis lekérdezés

Kérdés, mi torténik, ha az address regiszterben szuperpoziciéban 1év6 qubitek vannak.
Ez is egy érdekes koncepcid, kvantum ram kellene hozza, és hogy az adatot is kvantum-

rendszerekben téroljukﬂ Ez jelenleg még nem valdsagos és felhasznalhat6 dolog.

Masik kérdés, mi torténik, ha a target regiszterben mér van a qubitnek valamilyen
|b) dllapota. Ekkor a standard query pontosan ugyanazt csindlja, mintha nulla lenne ott;

bindrisan hozzdadja egybiten a megtalalt bitet. Lényegében egy xor miiveletet hajt végre
O, : |i,b) — |i,b D x;)
Ebben nincs semmi fazis. A fazis példaul egy minuszjellel tud megmutatkozni egyes
baziséallapotok el6tt. Phase query (fazis lekérdezés) egy ilyen dolog, a formdja:

i) = (=1)13)

"Ehhez egy 6ridsi elérelépés tortént 2021. augusztus elején, létrehoztdk az idSkristalyokat sikeresen.
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A miikodése olyan, mintha csak egy standard query target regiszterét a |—) dllapotba téve
hajtandnk végre a lekérdezést. Viszont fontos, hogy itt a target bitnek csak segit6 szerepe
van, sem az inputnak, sem az outputnak nem része, de az algoritmus haszndlja (€s nem

valtoztatja meg!).

Lassuk, hogyan miikodik elméletben. Erre fogunk latni késébb gyakorlati alkalmazést
is. ElsGként a target regisztert a |—) = %(|O) — |1)) éllapotba kell allitsuk. Ezt egy
negdldssal és egy Hadamard kapuval meg is tudjuk tenni, mert |—) = HX |1) = H|1).
Ekkor tehét a lekérdezés igy néz ki:

O.(|) =) = Ii>i2(|wi> — 1 —=)) = (=1D)% ) |-).

V2

Ez kicsit nehezen megérthetd, de gondoljuk végig, ha x; = 0, akkor a target regiszteriink
marad ahogy volt. Ha ; = 1 akkor pedig csak egy minuszjelet kap az allapot, az egész
target regiszter, amit kiemelhetiink elére. Ez lesz a phase query, és gy fogjuk jeldlni,

hogy O, +, jelolve hogy a fazist kérdezziik csak le.

8.5. Deutsch-Jozsa algoritmus

Na tehat akkor alkalmazzuk az eddigieket. A problémdénk adott, legyen egy oracle-
iink, ami vagy minden inputra ugyanazt adja vissza (azaz konstans fiiggvény), vagy az

inputok felére 1-et, felére O-t (balanced).

Nézziink példaul ilyet, legyen 4 bitiink, azaz a [0,15] intervallumunk. Az oracle-ben
lehet mondjuk az f : {0,1}* — {0, 1} fiiggvényiink az f,(x) = x mod 2 balanced
fiiggvény. Ez az inputok felén O-t ad, felén 1-et. Es lehet mondjuk a masik az fe(x) =1

konstans fiiggvény.

A problémank az, hogy kitaldljuk, pontosan melyik fiiggvényt rejti az oracl Errél
mar volt sz6, klasszikusan legaldbb 9-szer kellene futtatnunk az oracle-t hogy biztosan
megmondjuk, f; vagy f. van benne. Most nézziink egy kvantum algoritmust, aminek

elég 1 lekérdezés, egyszer futtatni az oracle-t ennek az eldontéséhez.

8 Altaldnos esetben nem tudjuk pontosan, melyik ez a két fiiggvény
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8.5.1. Implementacio

Most az implementaciéval fogunk el6szor foglalkozni, utdna pedig a matematikai
magyardzatdval. Az implementécio tetszdleges szdmu bitre dltaldnositva van, mi most

4 bites konstans vagy kiegyensulyozott fiiggvénnyel fogjuk megnézni.

Kezdjiink rogton az oracle-lel. Ez elvileg adott az algoritmusunk futtatdsakor, sot,
nem is tudjuk pontosan hogyan miikodik. De sajnos vagy nem sajnos, ha odamegyiink a
portds nénihez vagy lakétarsunkhoz, csalddtagjainkhoz hogy 1égyszi adjanak nekiink egy
balanced oracle-t akkor nincs nagy esélye, hogy kapunk ilyet, széval nekiink kell most

o0sszeraknunk.

def oracle(constant = True, n=4):
oracle = QuantumCircuit(n+1)
if constant:

oracle.x(n)
else:

for i in range(n):
oracle.cx(i,n)

oracle.to_gate()
oracle.name = “Oracle"
return oracle

Az oracle szamunkra lathatatlan kell legyen, igy egy uj, (n+1)-bites kaput definidlunk,
amelyben elrejtjiikk az oracle-t alkoté aramkort. Bar a fliggvényiink 4 bites, az oracle 5
bites kell legyen ilyenkor, ugyanis tartalmaznia kell a 4 input bitet és az 1 output, target
bitet is. Bar a phase oracle nem valtoztat a target biten, szdmol vele, ezért kelleni fog

mind az 5 bit.

Kontans esetben csak negéljuk a target bitet, tehdt minden lehetséges inputon 1-et ad
outputként az oracleﬂ Balanced esetben az inputbeli 1-esek szdmat adjuk vissza (mod 2)

most.

Folytassuk az dramkoriink implementacidjaval. Ahogy a parhuzamositasndl lathattuk,

elkészitjilk az Osszes lehetséges inputunk egyenld szuperpozicidjat, illetve mivel phase

%Az oracle igen, az dramkoriink nem, a target bit nem alap (0) dllapotban érkezik majd ide
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queryt szeretnénk végrehajtani az oracle segitségével, a target bitiinket a |—) allapotba
készitjiik eld.

A queryhez sziikségiink lesz még egy Hadamard transzformdcidra a végén is, amelyik
a kezd6 szuperpoziciobdl ekésziti nekiink az dllapotot, amit megmérve ki tudjuk olvasni

a megoldast.

Sajat magunk 4ltal definidlt kaput a QuantumCircuit.append() metédussal tudunk az

aramkorhoz adni, illetve meg kell neki adni, hogy melyik qubitekre szeretnénk ritenni.

Lassuk tehat:
n=4
igr = QuantumRegister(n, "input")
tgr = QuantumRegister(l, "target")
mcr = ClassicalRegister(n, "meas”)}

¢ = QuantumCircuit(igr, tgr, mcr)
c.h{range(n}) # szuperpozicid
c.x(n)

c.h{n) # [-> dllapot

c.append{oracle(constant=False, n=n), range(n+1)})

c.h({range(n)) # szuperpozicid megszintetése
c.measure{range(n), mcr)

c.draw( 'mpl', style='igx')

inputy

inputy

inputs

inputs

targety

meas
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Szimulatoron futtatva pedig meg tudjuk nézni az eredményeket. Ha jol csinaltuk,
amikor a fiiggvény konstans, akkor a |0000) bitstringet kell kapnunk, minden egyéb eset-
ben valami mast. Hogyha a fiiggvény balanced, akkor nem kaphatunk csupa 0 bitstringet.

Tehat az eredmények, balanced esetben, a csupa 0 inputbdl kiindulva:

from giskit.providers.aer import QasmSimulator
from giskit import transpile

backend = QasmSimulatorx()

c_t = transpile(c, backend)

counts = backend.run{c_t).result().get_counts()
plot_histogram{counts)

1000
1.00 4

Probabilities

0.25 1

0.00 -

l\-h'
~
~

Note: a futtatds el6tt kell egy transpile parancs, ugyanis sem a szimuldtor, sem a
kvantumszamitégépek nem tudjdk maguktdl értelmezni az dltalunk definidlt 0j utasitast,
az oracle-t. A transpile parancs ezt (és az egész dramkort) leforditja a paraméterben kapott
eszkoz utasitaskészletére.

Es valéban nem a csupa 0 bitstringet kaptuk. A kovetkezGkben lathatjuk ezt tisztan
matematikailag is. Mar csak a formalizmus miatt is, elStte érdemes atnézni a fejezet

korabbi részeit.
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8.5.2. Magyarazat

Vezessiik tehat le, mi torténik. Els6ként egy fontos megjegyzés. Eddig nem foglalkoz-
tunk azzal, mi torténik, ha egy valamilyen dltalanos bitstringen hajtunk végre Hadamard

transzformdciot - ez pedig kelleni fog nekiink az algoritmus végén.

Legyen¢ € {0, 1}™ bitstring. Abban az esetben, amikor |¢) = |0™), mdr lattuk hogy

néz ki:

je{o, 1}"
Tehat minden n hosszu bitstring egyenld szuperpoziciéja. Most nézziik mi torténik, ha

nem a csupa 0 allapottal indulunk:

H®™ |4)

T > (=15

jef{o,1}n
Ahol 2 - 3 akét bitstring belsd szorzat Nem annyira bonyolult, végiilis csak a Hadamard
és a szdmitasi kozott valtunk dt, tehat példdul ha |¢) = |011) akkor a Hadamard transz-
formécié eredménye H®? |4) = |[4+) ® |—) ® |—) = |+ — —), mintha a biteken egyesével
hajtottuk volna végre a kaput.

No tehat akkor szamoljuk Végig a Deutsch-Jozsa algoritmust:

H®™n
07— = > |
1€{0,1}m

Oy, + 1 L.
—=  —= Y (=D)™]i)
2n 1€{0,1}n

=D DI Co VD DI Co Vil )

ie{0,1}* je{o,1}n

Nézziik az amplituddjat a |j) = |0™) dllapotnak a végén. A masodik 6sszeg minden
esetbe 1 egyiitthat6t ad, mertz - 0™ = 0és (—1)° = 1. Igy a végén azt kapjuk, hogy

ez az amplitudo

1 hax; = 0 minden z-re,
Z (—1)* = —1 hax; = 1 minden i-re,

zE{O 1} 0 ha «x kiegyensilyozott.

10¢lemenkénti szorzatok 0sszege, vektorszorzata
'minden ¢ esetén

&9



Meérésnél az amplitud6 négyzete lesz a valdszinliségiink, tehat konstans fiiggvény
esetén 1 valdszinliséggel a csupa 0 bitstringet fogjuk kapni. Balanced esetben pedig 0

valészindséggel fogjuk ezt kapni.

Az algoritmusnak ebben a lefrdsdban nem szerepelt a phase query altal target bitnek
hasznalt regiszter, de a queryhez sziikség van rd, az operdcié magdaba rejti ezt. Explicit ki

lehetne irni oda az utolsoé bitet, de az algoritmus leirdsa szempontjabol nem fontos.
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Nagy siriiségii kodolas, hibajavitas

9.1. Teleportalas

A kvantum teleportdlas kicsit kifinomultabb dolog, mint azt az ember elsére gondolna
a neve alapjan. Egy egyszer(i kvantum-klasszikus hibrid kommunikéaciés protokollrél van
sz0. Sziikség van hozza klasszikus adatatvitelre is, tehat maga a teljes kommunikacio

nem "teleportédlds" val6jaban.

A kvantum adatdtvitel része viszont az. Kvantum allapotot klasszikus tton atkiildeni
nagyon bonyolult, példdul meg se mérhetjiikk a rendszert, fenntartani a koherens kvan-
tumrendszert az egész uton pedig nagyon nehéz, elvégre a szamitogépek belsejében sem
sikeriil jelenleg annyi ideig. Es ezen kiviil végtelen sok klasszikus bit kellene a kell§
pontossaghoz. A kommunikécié alapja, hogy ha példaul van két qubitiink, 6sszefono-
dott allapotban, és fizikailag elvissziik 6ket tdvolra egymastol, attél még a kapocs meg-
marad koztiik, az 6sszefonddéds nem szilinik meg. Viszont mérés esetén szétesik a rendszer,

elarulva mindkét qubit allapotat.

A protokoll ugy néz ki, hogy:

0. Alaphelyzet: Alicenek van egy valamilyen |g0) qubitje aminek az dllapotdt szeretné
atkiildeni Bobnak klasszikus csatorndn. Alice és Bob ezen kiviil osztozik egy EPR péron,
azaz két 6sszefonddott qubiten, ezek legyenek |g1l) és |g2). Tehat Alicendl van |g0) és
|g1). Utdbbi 6sszefont dllapotban a Bobndl 1év§ qubittel, |g2)-vel.

1. Iépés: Alice egy CNOT kaput alkalmaz, amin a sajat dllapot bitje a control, az osszefont

pedig a target. Majd egy Hadamard kaput tesz a sajat, atkiildésre szant bitjére.

2. 1épés: Alice megméri a 2 qubitjét, majd a két klasszikus bitet (legyen cg és c1), amit

kapott eredményként, atkiildi Bobnak.

3. 1épés: Bob a kapott két klasszikus bit alapjdn kapukat tesz a sajat bitjére:

* Ha ¢y = 1, akkor Z kaput

* Ha c; = 1, akkor X kaput
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Ezzel Bob qubitjének pontosan ugyanaz lesz az dllapota, mint Alice-€ volt. Note:
kvantuméllapotokat masolni nem lehet, Alice qubitje ekkorra mar dsszeomlott, meg lett

mérve, tehat az informécio fizikailag is dtkeriil Bobhoz, és megsziinik 1étezni Alice-nal.

9.1.1. Implementacio

Kezdjiik a 0. 1épéssel, adjunk valamilyen allapotot Alice qubitjének, és allitsuk Ossze

a Bell-dllapotot a mésodik két qubiten:

gr = QuantumRegister(3, 'q')

crz = ClassicalRegister(l, 'crz')
crx = ClassicalRegister(l, 'crx')
gc = QuantumCircuiti{gr, crz, crx)

def alice state():
qc = QuantumCircuit(1)
gc.h(@)
gc.rz(pif4, @)
qe.h(o)
return qgc

- | 1eamiloon A1 1anadat

def preparation{gc):
gc.compose{alice _state(), [gr[@]], inplace=True)
qc.barrier()
qc.higr[1])
qc.cx(qr[1],qr[2])
qc.barrier()
return qgc

fc = preparation(qc)
gc.draw( 'mpl', style="igx')
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Utdna az elsd 1épésiink alapjan tegyiik rd Alice kapujait, illetve a méréseket. A

méréseknek két kiilon regiszter van fenntartva, ezek klasszikus tton lennének fizikailag
atkildve Bobhoz.

def alice_actions():

fqc. (a
qc. (}
.measure([@,1], [@,1])
()
pl

qc

qc.
qc.

gc = QuantumCircuit(2)
gc.cx(0,1)

qc.h(a)

return qc
compose(alice_actions(), [@,1], inplace=Txue)
barrier

barrier

draw('mpl', style="igx')
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Ekkor mar minden adott, ha 4tkiildjiik a két klasszikus bitet Bobnak. O ezutén a sajét

bitjét mddositja a klasszikus bitek alapjan. Ezt Qiskitben gy tudjuk megtenni, hogy

kontrollalt kaput hasznédlunk, klasszikus control bittel. Ennek kicsit mds a szintaxisa, ez

latszik a kovetkez6 képen:
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def bob_actions(qc, crz, crx):
gc.z(2).c_if(crz, 1)
qc.x(2).c_if(crx, 1)
return qc

gc = bob_actions(gc, crz, crx)
gc.draw( 'mpl', style='igx')
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9.1.2. Magyarazat

Legyen Alice qubitje, amit at akar kiildeni valamilyen |1¢) = ag |0) + a4 |1) él-
lapotban. Ezen kiviil Alice és Bob osztozzanak egy Osszefont EPR paron, ami most
(CNOT) (H® 1) |00) = % (J00) + |11)) legyen. Tehdt a teljes rendszer allapota,
fizikailag barhol is legyenek a qubitek

1
(@0 ]0) + a1 1)) ® VG (100) + [11)).

Ez volt a nulladik 1épés, az elokésziilet. J6jjon tehét az elsd, ahol Alice egy CNOT
kaput tesz a sajdt, illetve a megosztott qubitekre, majd egy Hadamard kaput tesz a sajat
qubitjére:

1
@1 (CNOT) ( (a0 0) + a1 [1) @ = (100) +]11)) ) =
V2
3 00) (a0 [0) + a1 [1)) +
3 101) (a0 [1) + @1 ]0)) +
3 110) (a0 [0) — e [1)) +
3 11) (@ 1) — e |0))
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Az elsd két qubit Alice-nal van, a médsodik, az alpha amplitudékkal Bobndl. Tehat
atkeriiltek az amplitudék Bobhoz, viszont ki is kell tudnunk olvasni. Ha Alice megméri
a qubitjeit, a 4 kombindcié valamelyikét kapja. Bob pedig a |¢) = ap |0) + a4 |1)
allapotot szeretné kapni. Tehdt ha Alice mér, és 00-t kap, akkor Bobndl eleve ez a qubit
lesz. Hogyha Alice az els6 qubitjét 1-nek méri, akkor - ahogy az dllapoton is ldtszik - egy
Z kapu fog kelleni, eltiintetve a negativ fazist. Ha Alice a mdsodik qubitjét méri 1-esnek,
akkor pedig X kapu kell, tehat fel kell cserélni a |0) és |1) dllapotok amplituddit. Persze

ha 11-et mér, akkor mindkét kapura sziikség van.

9.2. Nagy stirtiségii kodolas

Egy masik lehetséges kommunikacids forma (vagy épp informécié elkddoldsi forma)
a superdense coding, aminek a segitségével most megnézziik, hogyan lehet 1 qubit 4tvitelével

2 klasszikus bitnyi informéciot dtkiildeni.

A teleportaldsndl 2 klasszikus bitet hasznaltunk 1 qubit teleportdlasdhoz, itt 1 qubitet

hasznalunk 2 klasszikus bithez.

Ehhez pedig 6sszefonddast fogunk hasznalni. Két dsszefont qubit egyikét megkapja
Alice, mésikat Bob. Alice végrehajt valamit a sajat qubitjén, utdna atkiildi Bobnak. Bob
feloldja az 6sszefondddst és megméri mindkét bitet. Tehét 1ényegében 2 qubitre van sziik-
ség, de kommunikacié csak az egyiken folyik, a mésik pedig az 6sszefonddés segitségével
"beszall" a kommunikacidba, igy 2 bitnyi klasszikus informaciot lehet elkddolni abba az
egy atkiildott qubitbe.

Kiinduldsndl elkészitjiik a 1221 4

llapotot, majd:

Az elkddolds kisértetiesen hasonlit a teleportdlashoz, de most Alice kezében vannak az X

és Z kapuk a Qiskit textbook abrajan:

Intended Message Applied Gate Resulting State (- \/i)

00 I [00) + |11)
10 X [01) + |10)
01 V4 |00) — |11)
11 ZX —101) + |10)
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Majd ezutan 4tkiildi a sajat qubitjét is Bobnak. Bob kapui pedig igy oldjak fel az

elkddolt informéaciot:

Bob Receives: After CNOT-gate: After H-gate:

|00 + |11) |00) + |01) |00)
|01) + |10) |11) + |10) 10)
|00) — |11) |00) — [01) 01)
—|01) 4 [10)  —[11) +]10) |11)

Az implement4cié nagyon egyszer(, az eddigiek alapjan 2 qubiten csak egy Ossze-
fonddast kell felépiteni, majd a control biten Alice opericidit, utdna pedig a két biten
Bobét.

9.3. Hibajavitas, problémak

Az egyik legjelentSsebb teriiletérdl van sz6 a korai kvantumszamitasnak, ahol jelen-
leg tartunk. "Tudunk-e teljesen hibamentes kvantumszdmitést 1étrehozni?". Klasszikus
szamitégépeken hozzd vagyunk szokva, hogy under the hood, minden hardveresen elo-
fordul6 hibat kijavitanak, és nekiink nem kell azzal foglalkoznunk, hogy példaul egy val-
toz6 inicializdldsa utdn mas lesz az érték De ez nem annyira trividlis dolog! Ahhoz
hogy igy miikodhessenek a rendszereink, nagyon sok fejlodés kellett, mérndoki, fizikai és
matematikai oldalrdl is. Gondoljunk csak bele, mennyivel kisebbek és pontosabbak is a

tranzisztoraink mint régen, a hibajavité kédoldsok mennyire hatékonyak.

Van egy nagy eldnye a klasszikus szamitdsnak, amikor hibajavitdsrdl beszéliink, és
ez a diszkretizdci6. Klasszikusan bitjeink vannak, amik vagy 0-k vagy 1-ek. Hiba vagy
torténik egy biten, vagy nem. Vagy atfordul, vagy nem. A kvantumszdmitids nem ilyen.
Itt folytonosan lehet 0 és 1 barmilyen szuperpozicidja a bitiink dllapota, folytonosan lehet
fazisa is. Ha haszndlunk egy kaput, példaul egy egyszer( X kaput, ott is felmeriil a kérdés,

hogy negaljam - oké, de mennyire?

"Ha a két szobdval arrébb iil6 J6zsi nem force pusholt fel valamit utdnunk ami megbabrilja pont azt a
memdriateriiletet...
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9.3.1. Hibak fajtai

Persze tobbféle hardveres hiba létezik. Es amellett, hogy a hardverek is folyamatosan
fejlodnek, a hibdk se mind folytonos és lathatatlan dllapotitmenetek. Mi most hdrom

nagyobb csoportra osztva fogjuk vizsgalni ezeket a hibakat.

Els6 csoportunk lesz a mérési hiba. Ide tartozik az inicializdlasi hiba is. Mind-
két esetben "kiils6 segitséggel” kell dllitanunk valamit a rendszeren, akar bedllitani, akér

megfigyelni. Es ez a kiils6 hatds az érzékeny rendszerre mar deformélja az allapotunkat.

Maisodik csoportunk a kapuhiba. A kapuk is, hasonléan az el6z6 ponthoz, kiilsé
hatdsok a rendszeriinkre. Teljesen hibatlanul fizikailag implementalni 6ket nagyon ne-
héz (lehetetlennek tartott) feladat. A szupravezet6 qubitek kapui Osszetett folyamatok a
klasszikus logikai kapukhoz képest. Képzeljiink el egy hintat, kistesonk éppen beleiilt
és kéri, hogy hajtsuk. Megtehetjiik, hogy idénként jatékbdl megfogjuk a hintét, varunk
egy kicsit, majd visszalokjiik. Ha nézziik a klasszikus anal6gidjit, meglokjiik azon a
magassagon valamennyire, kdbé a régivel azonos lendiilettel folytatja a hinta az utjat.
Ezt a tranzisztorunk siman leforditana ugyanarra a bitre, elvégre neki teljesen mindegy,
hogy 4,5V vagy 4,2V éri, abbdl 1-es lesz. Ha vessziik a kvantum analdgidjat, nincs ilyen
diszkretizaciot végrehajté eszkoziink. S6t, még a hintdnak az se mindegy, hogy ha meg-
fogtuk, utdna mikor engedjiik el, az el6z6hoz képest mennyire marad meg az inga jel-
legii ritmusa (mozgdsanak a fazisa). Tehat pontosan, precizen érezniink kell, mekkora
erdvel és mikor szabad kistesonkat djra pdlydra tenniink. Sok gyakorldssal sikeriil, ugye?
Nem. Egyszer sikeriilhet tokéletesen, par alkalommal még lehet mézlink, de folyam-

atosan sosem fogjuk tudni tokéletesen a megcélzott er6vel, megfeleld idSben elinditani.

A harmadik csoportunk a zaj. Egyéb hibdja a hardvernek, amit nem szandékos kiilsé
behatdssal idéziink eld. Visszatérve az el6z6 példara, minden 16késsel médositunk a hinta
palydjan, belenyulunk. A I6késeinknek van valamilyen pontossdga, hibdja. De ha nem
16kjiik meg a hintét, akkor egy id6 utdn meg fog élln Nagyon hasonléan miikodik a
qubittel is, egy 1id6 utdn szépen lassan elvesziti az allapotét, vagyis dtalakul "magatol"”.
Ahogy a hinta se tesz azért hogy megalljon, a kvantum rendszeriink se tesz azért, hogy
ez megtorténjen. De ahogy a hintdnak az alkatrészei is sirlédnak, hat rd a gravitacio és a

1égellenallas, a kvantum rendszeriinknek is vannak fizikai problémai ami miatt ez torténik.

2Tegyiik fel, hogy az utasa nem hajtja
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9.3.2. Vegyes allapotok

Sz€p magyar forditds, de az irodalom, igy mi is az eredeti, "mixed states" kifejezést
fogjuk haszndlni. Az allapotoknak egy szép idealizaldsa, matematikai formalizldsa az
allapotvektorok formdja. Ugyanakkor a természet nem ennyire "tokéletes", egy vek-
torral nem tudjuk teljesen pontosan leirni 1-1 qubitiink pontos allapotiat. Az allapo-
tokat viszont lefrhatjuk stirliségi matrixszal (density matrix). Ez egy pozitiv szemidefinit
matrix, nagyon hasonlit a neurdlis halok tévesztési (confusion) métrixara. S6t, ha sokszor
mériink, akkor a szokdsos négyzetre emeléstdl eltekintve ugyanolyan matrixnak is kell
kijonnie, tehét f64tloban annak az esélye lesz, hogy pont az adott (oszlop éltal meghatéro-
zott) allapotban mérjiik a rendszert. Mashol pedig, hogy mekkora az esélye, hogy adott

allapot helyett valamelyik médsikban mérjiik.

Logikus lenne, hogy minden sor és oszlop négyzetdsszege 1 legyen, elvégre valdszintiségekrol
van sz0. Viszont (valamekkora mértékig) 6sszefonddott dllapotok esetén ez sériil, jellemzden

a valésdgban ezek 1-nél kisebb szdmok.

Stirtiségi matrixokkal ugyanigy lehet szamolni, mint allapotvektorokkal, csak egy 2™
dimenzios vektor helyettﬂ 2™ x 2™ madtrixokkal kell szdmolni. A kurzus bevezet§ jel-
legli, ezért mi végig tiszta allapotokkal (pure states) foglalkozunk. Viszont j6 latni, hogy
ennél kicsit drnyaltabb a valésdg. Es ha példdul hibajavitdssal szeretne valaki foglalkozni,

elkeriilhetetlen, hogy vegyes dllapotokkal szamoljon.

9.3.3. Hibajavitas

Haladjunk végig a csoportokon egyesével, és nézziink egy-egy kis izelit6t az egyes

javitasi médszerekr6l. Végig szupravezetd dramkords kvantumprocesszorokkal foglalkozunk.

Léteznek masfélék is, és a javitasi modszerek teljesen eltér6k mas-mds architektirdkon.

A mérési hibdkra egy ismételt méréseken alapulé error mitigation nevli mddszer.
Ez azon alapul, hogy a mérésekbdl probaljuk visszakovetkeztetni az dramkor hibgjat,
majd ezt a hibamatrixot invertdlva klasszikusan lényegében leradirozni a hibit. Ez nem
tokéletes, mert tobbszori mérésen és experimentdlisan miikodik, nem feltétleniil hatékony
a matrix invertalas miatt, de a mérési, és egész dramkor alatti futdsi hibat nagyon le tudja

csOkkenteni. A Qiskit textbookban b&vebben sz6 van errdl: Error mitigation.

3n a qubitek szdma
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A kapuhibdkat tobbféle modon is javithatjuk. Az egyik tipusu hiba a klasszikus bitflip
jellegdi. Ebbdl lehet bitflip, azaz X tipusu, ami felcseréli a |0) és |1) amplituddjat, és
lehet phase flip, azaz Z tipusd, ami - mint egy Z kapu - negélja a |1) fazisit. Az ilyen
tipusu hibdra nyujtanak egy megoldast a surface kédok. Ezek ugy miikodnek, mint a
klasszikus hibajavitds, lényegében X €s Z tipusu parity qubiteket hoznak be, megfeleld,
négyzetracsos elrendezésben (innen jon a surface) kotik 0ssze Oket fizikailag. Ezzel a

redundancidval ez a két fajta hiba hatékonyan detektalhat6(!), és utdlag javithato.

A hardveres hibdkra, ahol exponencidlisan csokkend a pontossdg, a qubitek fizikai
javitdsa nyudjthat megoldést, legaldbbis folyamatos fejlédést. Ebben a témdban Zlatko

Minev (IBM) vezet egy heti rendszerességli podcastet, a linkje itt talalhato.
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Kvantum Fourier Transzformacio

10.1. Fourier transzformacio

A Fourier transzformdacié egy nagyon jelentds, sok helyen haszndlt dolog. Roviden,
intuitivan az a motivacié mogotte, hogy egyes fliggvénytranszformaciokat nehéz végre-

hajtani egyféle "elkddoldsban" és konnyl masféle "elkddoldasban".

Egy analdgia: ezt az absztrakt fejezetet nehéz megérteni egy buliban leiilve a sarokba,
konny lehet példdul egy csendes helyen egyediil, elmélyedve. A {6 motivicié, hogy
mindent hatékonyan csindljunk. Tehat ebben az esetben menjiink el erre a csendes helyre,
tanuljuk meg, majd menjiink vissza bulizni a tuddssal - ez még mindig id6hatékonyabb,
mint adott esetben a buliban megérteni az anyag egy kis részét iﬂ Es fiiggvényeknél
ugyanigy: ha van egy nehéz transzformacid, akkor "vigyiik 4t" egy mdésik bézisba, rend-

szerbe, ahol konny( végrehajtani, majd "hozzuk vissza" a megoldast.

Ez az "atvitel" sok esetben a Fourier transzformacid. Analizis szempontjdbdl a peri-
odikus fiiggvények nagyrészt nehéznek szdmitanak. Viszont Fourier térben konny( sza-

molni veliik. De példaul zajos jelek szétbontdsanal is hasznos tud lenni.

10.1.1. Matematikai alapok

Tegyiik fel, hogy van egy akdrmilyen egyvaltozds fiiggvényiink g(x), ami folytonos
minden pontban, alaphalmaza a komplex szdmok. A Fourier transzformécié felbontja a

fliggvényt szinuszoid fliggvények Osszegére.

Elsére nehéz lehet elképzelni. Nézziink egy kisebb példat. Tegyiik fel, hogy az
alaphalmazunk nem R, hanem csak a [0,1,2,3,4] halmaz. A fiiggvényiink az alaphal-
maz minden eleméhez rendel egy értéket. A Fourier teriink alaphalmaza a szinuszoid
hullimok. Tehat az 4j fiiggvényiink G(y) minden lehetséges szinuszoid fiiggvényhez
rendel egy értéket, hogy a fliggvények Osszege pont az eredeti fiiggvényiink legyen. Az
inverz transzformacié pedig ezt hajtja végre visszafele, amivel visszakapjuk az eredeti

fliggvényiinket.

"Ha ez barmikor fontos lenne bdrkinek ilyen helyzetben...
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Fontos megjegyezni, hogy ez nem 1:1 leképezés. Itt a kiindulési fiiggvényiink 1 pont-
jéhoz a Fourier tér 0sszes pontjat rendeljiik. Tehét "adott pontban milyen szinuszoid fiigg-

vények mekkora stllyal épitik fel a fliggvényiink értékét".

S6t, komplex szdmaink vannak, mert egy szinuszoid hulldmot két dolog definidl:
az amplitudéja ("milyen magas"), és a fazisszoge ("mennyire szinusz, mennyire koszi-
nusz?"). Tehat minden fiiggvényértékiinkh6z hozzarendeliink végtelen sok komplex sz4-
mot, amiket 6ssze kell adjunk, hogy visszakapjuk az eredeti fiiggvényértékiinket. Ezeknek
a komplex szdmoknak a fazisa jeloli ki, melyik szinuszoid fiiggvényrdl van sz6, az ampli-
tuddja pedig hogy mennyire jarul hozza az adott ponthoz (mennyit ad hozza az 6sszeghez,

"mennyire fontos fiiggvény 6 abban a pontban").

Lassuk a matekot. Legyen az el6bbi jelolésbol g(x) = xz; és G(y) = yk.

Y = /:cje_zﬂjkdj

Inverz szdmitaskor csak a minusz jelet kell elhagynunk és normalizalnunk. Itt a g(x)-
ek az eredeti fliggvényértékeink, az exponencidlt tagok pedig a szinuszoid komponensek
az Uj fiiggvényiinkben. Az integrédltdl nem kell megijedni, csak annyit jelent, hogy "min-

den j-re 6sszeadva". Hamarosan el is dobjuk az integral jelolésiinket.

Az exponencidlis tagot tehat jeloljiik el w-val. Tovabba diszkretizalni fogjuk az egyen-
letet, tegyiik fel, hogy IV fiiggvényértékiink van osszesen. Igy tehdt legyen wf\’f = e 2N,

Igy tehdt a transzformaciénk igy néz ki:

Ehhez par megjegyzés. A sok beti ellenére sz€p interpretacionk van. wpx pontosan
az IN. egységgyok, j és k pedig egész szdmok. Tehat wf\? az IN. egységgyok 7 - k-adik
hatvanya. Komplex egységgyokok hatvanyainak pedig egy sz€p tulajdonsdaga, hogy mind

az egységkoron helyezkednek el, egyenld tdvolsdgra egymastol.

Visszautalva a mésodik fejezet matrix exponencidlés részéhez, a Fourier trafé egy
matrixon is értelmes, €s azt teszi vele, hogy a sajatértékeit "szétszorja" az egységkoron.
Ennek a geometriai tulajdonsdgnak érdekes kovetkezményei vannak, ezekrdl még lesz

sz0.
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10.2. QFT

Definidlni tudjuk a FT-t egy N-dimenzids matrixon is, a kovetkezd modon:

FN:— Ik

PP w
VN N

Ez a matrix unitér, igy kvantum kapuként is tudjuk hasznalni. Ez lesz a QFT, vagyis
kvantum Fourier transzformdacié. Ezt igy még nehezen lehet értelmezni, nézziik meg az

N = 2 esetben, mit kapunk.

. 1 i 1 w0 Wit 1 |1 1 H
= —F— ... W ced| = —= = — =
’ 2 g V2 |wl? wlt V2|1 -1

Tehat 1 qubiten a QFT csak egy Hadamard kapu. Bar tobb qubiten kicsit bonyolultabb
az implementacid, lényegében a szamitasi bazis tere, és a fazistér kozott "valthatunk" egy

ilyen transzformdcidval, ami egy igen hasznos miivelet.

A transzforméci6 egy |z) = |x1) |Z2) ... |&,) 1 bites dllapotonf| pedig igy néz ki:

X+

Fy|z) = (10) + e2mi=/2" 1))

k

I
=

2 3

<|0> 1 e 1)) ® <|0> e 1)) ®...® (|0> 1 e%"ﬂl))

Magyarul, a Bloch-gémbdn most az x-y sikon (vizszintes) vagyunk a korvonalon, és

ha transzformaljuk példaul a [101) =

5) dllapotot, akkor az elsG qubiten, 5/8 X2,
azaz 1—807r fazisunk lesz, és a qubit egyenld szuperpozicidban lesz a szamitasi bazisban. A
masodik qubiten 5/4 X2, azaz %7‘(’, azaz 2m/4 fazisunk lesz, a harmadik qubiten pedig

T, S, 7 fazi , Az1s 27 iodikus.
5/2 x2m, azaz 120 azaz 7 fazisunk lesz, mert a fazis 27 periodikus

22, a "most significant", tehdt egy "100" bitstringben & az 1
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10.3. QFT implementacidja

Egy qubiten mar lattuk, hogy a QFT csak egy Hadamard kapu. Intuitivan az oka
egyszerl, egyrészt szuperpozicidba teszi a qubitet, masrészt ha a qubit értéke 1 volt, akkor

afazisam les ha 0 akkor pedig nem valtozik.

Két qubiten a QFT igy néz ki:

F4 = QuantumCircuit(2)

F4.h({1)
F4.cp( pif2, @, 1)

F4.h(@)
F4.draw('mpl', style="iqgx')

a I -
P ini2}
+ i

Két qubiten mar egy kicsit bonyolultabb a dolog, F-et kellene valahogy felépiteniink.
Méghozza gy, hogy "skdlazzuk" fel a meglév6 dramkort.

7

A maésodik qubiten is kelleni fog majd a H kapu, ahogy az el6z6 pontban néztiik, mit
csindl a transzformadcio, 1ényegében egyenld szuperpozicidban 1év qubiteknek ad fazist.
Es kelleni fog egy fizis kapu, méghozza mivel a fazist 6sszeadjuk lényegében a tobbi
qubit (relativ) fazisdval, ez egy CP, azaz kontrollalt fazis kapu kell legyen. Olyan, mint a
CNOT, ami az elsd bitet békén hagyja, a mdsodik bithez pedig hozzaadja az elsd értékét
(modulo 2). A CP kapu az els6 bit értéke alapjan fazist ad a masodiknak, méghozza

paraméteresen.

A paraméter pedig 7 lesz, leosztva a kettd hatvanyaival. Itt épp a qubit indexére emelt
kettShatvannyal, tehdt ebben az esetben ez o7. Fontos kiemelni, hogy a CP kapu target

bitje az aktudlis bit, és nem a control bitje.

3 A relativ fazisa, tehdt a |0) fdzisa véltozatlan marad, a |1) fazisa pedig 7 lesz
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Hérom qubiten pedig ez lesz az dramkor:

F& = QuantumCircuit(3)
F&.h(2)
F&.cp(pif2,1,2)
FB.cp(pif4,0,2)

F8.h{1)
F8.cp( pijf2, 8, 1)

F8.h{@)

F8.draw( 'mpl', style="iqgx')

do T

a 0
B {m2} Pimfd}

o il l

P2}

Az els6 két qubiten meghagytuk hatul a kétqubites verziot, csak skalazunk felfelé.
A harmadik bitet igy tessziik hozza, hogy kell rd egy Hadamard kapu, és utdna végig-
iterdlunk a tobbi qubiten a CP kapuval, Ggy, hogy a fazist egyre csokkentjiik, tehat a

paraméter o lesz, ahol s azt jeloli, hanyadik qubit a control.

Persze ezt akarhany bitre ki lehet terjeszteni, és az is latszik, hogy a kontrollalt kapuk
szdma négyzetesen fog skaldzédni az 1j bitek szdmdval. Ugyanakkor az n+1-ik bit mar
csak exponencidlisan kicsi plusz precizitdst ad. Pont tgy, mintha mi egy tizedestortet
float vagy double tipusban tarolunk el, a double "dupla" olyan pontos, de az a mésik 32
bit exponencidlisan egyre kisebb értékeket ad hozza, egyre kisebb mértékben novelve a

pontossigot.

Meg fogjuk nézni dltaldnosan is a transzformdciot, illetve par tulajdonsiagét utdna.
Fontos, hogy mivel a bitek szdma az eredeti szdm kettes alapu logaritmusédval ardnyos,
ezért a négyzetes skdldzds még mindig logaritmikus marad a futdsidében, mig a legjobb

klasszikus algoritmus, a Fast Fourer Transform (FFT), O(n logn) id6ben fut.
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Most ldssuk paraméteresen, n biten:

def QFT(n):
qc = QuantumCircuit{n)
for i in range(n-1, -1, -1):
ge.h{i)
for i in range(i-1, -1, -1):

LIC.CD{piJrII:Z**{i'-”.] l—iri:l

gc.barrierx()
return qc

n=4

nc = QFT(n)
gc.draw( 'mpl', style="iqgx')

do - .

Pini2}
a i

Pini2} P imid}
a2 .

Pini2} P imid} P {m8)
as —.

A fenti CP kapukon se latszik explicit, hogy melyik a control és melyik a target bitjiik.
Mindig a "fels6", a kisebb index{i qubit a control, és a nagyobb index{i, amelyiken el&tte

a Hadamard kapu van, az a target.

A probléma ezzel a szdmdbrazoldsban rejlik. Mikozben szdmitjuk a fazist, meg-
forditjuk a bitek sorrendjét. Persze ki lehet cserélgetni Sket egyesével, €s erre sziikség is
van, tehét szépen parosdval, cserénként 3 CNOT koltséggel meg kell cserélgetni a qubitek

sorrendjét.

Tehat, hogy teljes legyen a QFT, a fenti kédrészlethez még hozzatartozik a teljes kvan-

tumregiszter megforditdsa:
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def SWAFP(n):
gc = QuantumCircuit{n)
for i in range(floor(n/f2)):
gc.swap(i, n-1-1)
return qc

n=4
gc = SWAP(4)
gc.draw( 'mpl', style="iqgx')

qo —f———

g1 —

gz —

Qs —%——

Masik hétranya, hogy a kvantumszamitégépeken nincs minden qubit fizikailag 6sszekotve
a masikkal. Hogyha két nemszomszédos qubiten szeretnénk kétbites kaput végrehajtatni,
akkor szépen egymds mellé kell tologatni az dllapotokat, amig egymds melletti fizikai

qubiten nem lesznek. Ez is felfujja a CNOT koltségét az aramkornek.

Az inverz QFT sem kiilonbozik sokban, csak a CP kapuk szogeit kell negdlni. A
kovetkezd algoritmusokban f6ként az inverz verzidt fogjuk 1atni - elkészitjiik a megoldé-

sunkat a fazis térben, majd attranszformaljuk a szdmitdsi bazisunkba és megmérjiik.
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Grover algoritmusa, Fazis becslés

11.1. Bevezetés: Grover algoritmusa

Az utunk a szubexponencidlis gyorsitds felé tjabb nagy 1épcs6hoz érkezett. Az in-
tuicié szerencsére nem bonyolult, igy példdval, implementéicidval kezdiink, majd be-

lenéziink a matekjdba is.

Grover keresd algoritmusardl van sz6, ami taldn a méasodik legjelent6sebb kvantum

algoritmus. Kvadratikus gyorsitdst nyujt.

Adott a probléma: van egy rendezetlen adatbazisunk, é€s meg szeretnénk benne taldlni
egy elemet. Kicsit absztraktabban, legyen az adatbazis az els6 100 természetes szam, 0-t61
99-ig. Benne is van mind a szdz, de teljesen véletlenszer( sorrendben. Kérdés itt is, hogy

hanyszor kell lekérni 1 elemet az adatbazisbol, hogy megtaldljuk amelyiket keressiik?

Legrosszabb esetben persze végig kellene menniink az egészen. De atlagos esetben is
50 szamot le kellene kérniink, ami O(n)E] 1d6t ad neki klasszikusan. Grover algoritmusa

mindezt dtlagosan O (4/m) idSben tudja megoldani, az amplituddok valtoztatgatdsaval.

Feltételezve, hogy tudjuk, az adatbdzisunk hany eleme kell nekiink (példdul hany
z€rushelye van a fiiggvényiinknek), meg tudjuk hatarozni a helyes/0sszes ardnyt %-t, ami

még kelleni fog nekiink, ez legyen .

Az algoritmus két tiikrozést hasznédl. Ha a vektorokat nézziik, ki tudunk emelni egy
vektort, legyen |w), amelyik a pontos megolddsunkat jel6li. Ki tudunk jeldlni egy vektort,
legyen |s) ami az egyenld szuperpoziciét jeloli. Emellett sziikségiink lesz egy harmadik
allapotvektorra, |s’), amelyik egy olyan édllapot ami a megolddsunkra merdleges, tehdt
lényegében a teljesen rossz megoldast kédolja el. A két tikkrozés: inditva el6szor az

egyenld szuperpoziciébol, tikkroziink

s’) koriil, majd az egyenld szuperpozici6 |s) koriil.
Es ezt ismételjik. Egy id6 utdn az allapotunk elég kozel keriil |w)-hez, igy méréskor
- ahol a tavolsaggal forditottan ardnyos eséllyel mérjiik ezt vagy azt - nagy eséllyel a
megoldasunkat mérjiikk meg. Ez még egy nagyon szdraz megfogalmazds, de megnézziik

1épésenként, képekkel, hogy hogyan is miikodik az algoritmus.

In, az adatbdzis mérete, ami itt most 100.
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Nézziik a 1épéseket:

1. Allitsuk el a kezdéallapotunkat, ami az egyenld szuperpozicié H®™ |0™). Az adatainkbdl
pedig paraméteresen meg tudjuk hatdrozni, hogy |s) = sin (0) |w) + cos (0) |s’), és

0 = arcsin (s|w) = a’rcsin\/iﬁ.

Amplitude
lw>

|s> = |W,>

[:] . ’
Is'> Items

2. Negaljuk a megoldasunk amplitudgjat. Csak a megoldast tiikkrozziik, a "rossz" allapo-
tunk koriil. Kérdés, honnan tudnank mi a megoldas, de ha visszaemléksziink a Deutsch-
Jozsa algoritmusra, ott megismerkedtiink a phase query fogalmaval. Itt is errdl van sz6: a

megoldas kap egy (—1)-es szorzét, a tobbi pedig marad.

[w> Amplitude
1

< —

”#;/’/,;7 s> ____“_"_;________“ ____yﬁ_
/ \

. > |s'> Items
I
B / 0 N
v
|W.>=U %>

| W>
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3. Tiikrozziink az egyenl6 szuperpozicié koriil mindent. Az el6z6 1épésben, a jobb oldali
abrabdl is lathatjuk, hogy a "rossz allapotok" amplitudéi nottek az egyenléhoz képest,
mivel a "j6 allapot" amplitudéja negédlddott, €s az 6sszegiik konstans kell legyen. Tehat
ennél a tiikrozésnél theta értéke nd, illetve a jo dllapotunk amplitudéja is nd, tilnd az

egyenl6n. A tobbi allapoté pedig csokken.

[w> Amplitude
i\
i
|
\

UJ¥,> = U W,

> |s"> Items
0 [W> N

A képek a Qiskit textbookbdl vannak, Grover algoritmusanak lefrdsabdl. Ott is lathatok

ezek, angol nyelven, részletesebben kifejtve.

A 2. és 3. lépéseket kell ismételni, a legkdzelebbi megolddshoz % alkalommal. Ez

legrosszabb esetben, ha e = % akkor v/ IN 1épés. Tehdt a futdsidd itt O (\/ N > lesz.

11.1.1. Implementacié

Nézziink egy egyszeri példat, ahol 2 bitiink van, tehét 4 elemi adatbazisunk. A 4
elembdl legyen a "3"E| a megoldds. Tehat 1ényegében maga a fiiggvény, ilyen kicsi-
ben egy klasszikus logikai ES miiveletet valésit meg, de ez az informdcié nem 4ll ren-
delkezésiinkre egy ilyen helyzetben. Ugy, mint Deutsch és Jozsa algoritmusdban, itt is

egy black box oracle a fiiggvényiink.

Tehat akkor 1épésekben: egyenld szuperpozicidba tessziik a kvantum regiszteriinket.

Majd iterdljuk az oracle €s diffuser operatorunkat egy elére kiszamitott szamu alkalom-

%azaz az "11" bitstring
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mal, majd mériink és reménykediink. Négy bit esetén elég pontosan meg lehet hatirozni,

hogy 1 iterdciodra lesz sziikségiink.

1. Iépés: szuperpozicid, és persze az dramkoriink inicializaldsa.

gc = QuantumCircuit(2)

ge.h([@,1])
gc.draw( 'mpl', style="iqx')

o -
o -

2. 1épés: oracle. Ehhez kell egy kis magyardzat. Az el6z0 pontban lattuk, hogyan is
szeretnénk az oracle-t el6késziteni: egy olyan operator U,, kell, ami minden &llapotot

békén hagy, kivéve a megoldasunkat - aminek ad egy negativ fazist:

Usls) = Uag (100) +[01) + [10) + [11)) = _ (|00} + [01) +[10) — [11))

Nem nehéz észrevenni, hogy az oracle operatorunk matrixa

= CZ lesz.

© ©o O =
© O = O
S = O O

—1

Ehhez persze sziikség van az el6z6 1épésben az egyenld szuperpozicidba inicializalt aramkorre,

tehdt U, az egyenld szuperpozicié |s) dllapotra hat.
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Elkezdhetjiik épiteni a Grover iterdcionkat rejt6 fiiggvényiinket egy CZ kapuval:

def oracle() -» QuantumCircuit:
oracle = QuantumCircuit(2)
oracle.cz(0,1)
return oracle

def grover_iter(gc) -» QuantumCircuit:
gc.compose(oracle(), [@,1], inplace=True)
return qc

gc = grover_iter(gc)
gc.draw( 'mpl', style="iqx')

3. 1épés: diffuser operator. Igényel némi magyardzatot ez is. Eddig nem volt szé dif-
fuser operatorrdl, csak mégegy tikkrozésrdl. Mivel mi a |00) éllapotbdl kezdtiink, kell
egy allapot, ami merSleges erre, amin at tiikkrozhetiink. A Deutsch-Jozsa algoritmusnal
lattuk, hogy hogyan tudunk igy tiikkr6zni, egyenld szuperpoziciéban, Z kapukkal. Nekiink
a "teljesen rossz" édllapotunk, ahol a megolddsnak O az amplituddja, ezdltal merdleges a
megoldas allapotdra az allapotvektora, az az éllapot lesz, ahol csak a kiindulési allapo-

tunknak pozitiv a fazisa, tobbinek negativ, azaz:

UsoIs) = Usog (100) + [01) + [10) + [11)) = _ (j00) — [01) — [10) — [11)

Ez mér nem annyira egyértelmdi, mint az oracle-iink, de kiszamolhaté konnyedén, hogy
a kérdéses operitor itt Ugg = (CZ) (Z ® Z). No persze nekiink nem egészen ez kell,
mert itt mér eleve egyenld szuperpoziciobdl indultunk. Tehat kell az operator elé egy

Hadamard transzformécid. Es kell az operator mogé is, "visszaszdmitva" az elotte 1€vot,

tehat az diffuser operatorunk Uy

U, = H®?Uy H®? = H®?*(CZ)Z®?H®?
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Lassuk tehat a kédjat, bovitve az elozdot, €s kiegészitve a grover_iter functiont is:

# 2. lepes: oz Orocle

def oracle() -» QuantumCircuit:

oracle = QuantumCircuit(2)

oracle.cz(0,1)

return oracle

# 3. lepes: Diffuser

def diffuser() -» QuantumCircuit:
diffuser = QuantumCircuit(2)
diffuser.h{[@,1])
diffuser.z([@,1])
diffuser.cz(@,1)
diffuser.h{[@,1])
return diffuser

# Keszitjik a grover iteracionkat

def grover_iter(gc) =-» QuantumCircuit:
gc.compose{oracle(), [8,1], inplace=True)
gc.compose({diffusexr(), [@,1]), inplace=True)
return qc

# Plot o mostaoni helyzettel

gc = grover_iter(gc)
gc.draw( 'mpl', style="igx')

do

a1

Note, algebrailag az operatorok sorrendje egy dllapoton jobbrol balra torténik, egy dramkor
modellen pedig azt tessziik fel elsdnek, amit elsének hajtunk végre, tehat megfordul a sor-

rend. Itt most 1 iteracio elég lesz.

A tiikrozés algebrailag ugy miikodik, hogy az egyenld szuperpoziciobdl kiindulva

minden allapot felirhat6
|Y)y = sin(0) |w) + cos(0) |s') , 01 = arcsin(y/t/N) alakban.

Emellett
0k+1 = (2’(3 — 1)0k:
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Mi azt szeretnénk, hogy a |w) allapotot mérjiik, tehdt azt, hogy sin(6x) = 1, tehdt azt,
hogy 0 = T legyen. Induldsndl 0, = arcsin (\/E) — arcsin (1) = =. Ebbsl, és a

képletbe behelyettesitve megkapjuk, hogy 62 = (4 — 1) 6; = %” = Z.

A kédunk pedig, az iterdcidkkal egyiitt végiil igy fog kinézni. Megkaptuk, hogy itt az

iteracioszamunk 1 lesz, tehat:

# 2. lepes: oz Orocle

def oracle() -» QuantumCircuit:
oracle = QuantumCircuit(2)
oracle.cz(0,1)
return oracle

# 3. lepes: Diffuser

def diffuser() -»> QuantumCircuit:
diffuser = QuantumCircuit(2)
diffuser.h([®,1])
diffuser.z([®,1])
diffuser.cz(@,1)
diffuser.h([®,1])
return diffuser

# Keszitjik o grover iteracionkaot

def grover_iterigc) =-» QuantumCircuit:
gc.compose(oxracle(), [@,1], inplace=True)
gc.compose (diffusex(), [0,1], inplace=True)
return qc

iterations = 1
for i in range(iterations):
gc = grover_iter{qc)

# Flot o mostani helyzettel

ﬁc.draw['Tzl'. style="iqx')

do

a1

Harom qubites megolddsnak, és kicsit részletesebb matematikai leirdsnak akit érdekel,

utdna tud nézni a fent linkelt Qiskit textbook fejezetben.
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11.2. Fazis becslés

Volt sz6 arrél, hogy nem csak a qubitek alap bindris reprezenticidjival tudunk szami-
tani, hanem a fazissal is. Ezt viszont meg kellene mérniink valahogy. Ismét valami
folytonossal van dolgunk, mint a szuperpozici6 mérésénél. De mig a szuperpozicid

0sszeomlik az egyik allapotra, mi szeretnénk itt n biten dbrazolni a fazist.

Valami ilyesmit mar lattunk valahol! A Fourier transzformacional pont valami ilyesmit

csinéltunk, de ott tudtuk milyen allapotbdl milyen fazist szeretnénk eldéllitani. Most nem

tudjuk milyen fazisunk van, amit dbrdzolni szeretnénk.

A példan egy pontos példat fogunk latni, ahol 4 qubiten az 11/16 fazist pontosan
tudjuk abrazolni. De pl. 3 qubiten megprébdlhatndnk a 4/7 fazist is dbrazolni, olyankor
4/8 és 5/8 kozotti (nem egyenld) szuperpoziciot fogunk kapni. Persze, mert 3 qubiten

nyolcadfdzisokat tudunk csak megjeleniteni.

Az algoritmus miikddése viszonylag egyszeri. Ha van egy operatorunk U, ami valami
m qubites |t) dramkorre hat, és valamilyen algoritmust valdsit meg, amely a végén ad
egy 0 fazist a regiszter valamilyen béziséllapoténa Es mi ezt szeretnénk megmérni és
abrazolni.

7z

Ehhez pedig egy masik regiszterben - amiben el6dllitjuk az eredményt és majd mérni
fogjuk - egyenld szuperpozicidba tessziik a qubiteket, majd, pont mint a QFT dramkorénél,
végrehajtjuk az n. qubiten a C(U2") kaput. Ekkor az n. qubiten megjelenik egy 2™6

fazis. Ezutdan QFT ! az eredményen, mériink, reménykediink, kinyitjuk a szemiinket, és

1 2 3 4
I | | I
7 L !
1 ‘
I I | |
| | | |
Elg | H
| | | |
|0)** ; HQFTHH— 1 1 [2°0)
H— |
I \ | B
T T L |
I | | I
1 | I | |
H - —'—-—v—
= I 1 | |
I | | I
|

[) 4'—” 2! H U }——| v I : ; ;

3Note: ez relativ fizis, nem az egész regiszter kapja, hanem csak a szuperpozicié bizonyos bazisallapota
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Tovabb vizsgaljuk az dramkort. Tehat 1€pésekben:

1. A cél regiszteriinket elokészitjiik egyenld szuperpozicidba, a munkaregiszteriinket

pedig abba a baziséllapotba (U egyik sajatillapotdba), amelyik a fazist kapja.
2. Végrehajtjuk a C(U%") kapukat
3. QFT~1! a cél regiszteren

4. Mérés a cél regiszteren

11.2.1. Implementacio

Most nézziik meg a példat. Tegyiik fel, hogy van valami daramkoriink, ami 11/16 7
fazist ad az dramkoriinknek. Elsore lehet nem logikus miért tenné ezt, de péld4ul lehetne

a 4 bites dramkoriink megolddsa (outputja) is 11 (azaz 1101), majd egy QFT-vel ebbdl

7 2

pont ezt a fazist tudjuk eldallitani. Egy bonyolultabb algoritmusndl nyilvdn nem tudjuk
elore, ranézésre az inputbdl megmondani az outputot, ugyanigy itt se tudjuk a fazist -

vagy tudjuk, de nem kell nekiink pontosan, csak 27" pontossdggal.
Lassuk tehat a kédot:

n=4
m=1
qc = QuantumCircuitin+m, n)

gc.hi{range(n))
qc.x((n+m)=1)

for i in range(n):
for § in range(2%%i):

ge.cp(ll#%pifi6, i, (n+m)-1)

gftd = QFT(num_gubits=4, inverse=True, name='(QFTT')

gc.compose (gftd, [0,1,2,3], inplace=True)

gc.measure([0,1,2,3], [0,1,2,3])
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Az aramkor pedig igy néz ki:

Q‘o—. =
Q’l—. = -
o il

= T 1
lP {11m/16} ll}lllm'lﬁl lP {11m/16}

P {1116} P{11m/16} P {1116}

o g

4

C

do

qi

qz

ds
F{11m/16} P{11lnf18} F{11m/16}
da

Az aramkor egy része nem fért rd a képre, a CU kapuk természetesen folytatddnak
még, illetve a masodik sorban fejez6dnek be. Az dramkor mérés utdn a 1101 allapotot

adja, ebben az esetben 100% eséllyel elméletben, ha zajtalan kornyezetben futtatndnk.

11.2.2. Kitekintés, felhasznalas

Egy szuperpoziciéban az egyes allapotok amplituddjat nem tudjuk megmérni, ez 6sszeom-
lik méréskor. Viszont at tudjuk konvertdlni fazisokra, majd megbecsiilni a fazist. Péld4ul
ha van egy SAT probléménkﬂ 3 literdllal, 8 lehetséges értékadassal, amibdl 2 kielégithetd,

akkor irni tudunk egy kvantum programot, ami 1 qubitre visszavezeti az egész problémit,

4SAT a formula kielégithetség. Dontési probléma, bindris megoldassal: "kielégitheté-e a formula?"
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€s a qubit 2/8 eséllyel 1 lesz, egyébként 0. Mi nem tudhatjuk hogy pontosan 2 kielégit6
értékadasa 1étezik, €s, bar sokszoros méréssel kozelithetd, ebbdl a szuperpoziciébol sem

tudjuk egyértelmiien meghatarozni.

Viszont 3 literdlbdl tudjuk hogy 8 lehetséges értékaddsa van, amit 3 biten tudunk
abrazolni, igy példaul a phase estimation segitségével meg tudjuk mondani az el6z6 1

7 2

output bitiinkbdl, hogy pontosan mennyi kielégitd értékaddsunk van.

Ez a példa szemléltetésnek j6, de nem realisztikus, mert egy SAT problémdnal nem
jellemz0, hogy sziikségiink van a kielégitd ért€kaddsok szdmadra, csak hogy ez a szdm
nemnulla-e, azaz a formula kielégithet6-e. Madsrészt ez egy NP-teljes probléma, és az
input méretében annyival bonyolultabb lesz a feladat, hogy az algoritmus elvesziti a

hatékonysagét. Legaldbbis nem hissziik, hogy hatékonyan megoldhat6 lesz barmikor.
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Shor faktorizal6 algoritmusa

12.1. Motivacio

Az Osszetett szamok primtényezdkre bontdsa érdekes és nehéz feladat. Maga a prob-
léma nagyon egyszerd, €s ezért elég hamar feltlint hogy algoritmikusan nem olyan konny
megoldani. Késobb még kozpontibb problémdva valt, miutdn az RSA nyilvéanos kulcsu

titkositdsi protokoll elterjedt, ami pont ekoré a probléma koré épiil fel.

Megvizsgdlni egy szdmrol, hogy prim-e, viszont konnyd feladat, polilogaritmikus
id6ben eldonthetd. Az RSA-nak ez az alapja: konny( nagy primeket taldlni, konnyd dket
Osszeszorozni, konnyl a szorzatukat elosztani egyikiikkel. De a két prim ismeretének
hidnydban NP-beli problémat alkot, tehat klasszikusan nehezet. A legjobb klasszikus al-

(logN)*

goritmusok is egy N (decimalis) szdmra 2 id6ben futnak, ahol o egy konstans,

ami 1/2-nél mindenképp kisebb.

12.1.1. Bonyolultsagelmélet, toriora

Bar a faktorizalds problémdja nem NP-teljes, és ezért egy hatékony algoritmus erre
a problémdra nem bizonyitand, hogy P=NP egyenesen, de mast igen. Ehhez be kell
vezetniink két bonyolultsdgelméletrdl nem ismerds bonyolultsdgi osztalyt, a BPP-t (Bounded-
Error Probabilistic Polynomial time) és BQP (Bounded-Error Quantum Polynomial time)
osztalyat. Az angol neviik beszédes, az ide tartoz6 algoritmusok pontosan kiszamithat6
hibaval futnak, polinomidében. Péld4ul olyan, mintha a 3*5-r6l szeretnénk megmondani,
mennyi, és az esetek (pontosan) 60%-aban megkapjuk, hogy 15, a tobbiben pedig valami

mast.

Ez a két osztdly klasszikus-kvantum part alkot, teljesen ugyanaz a definicidjuk. Tudjuk,
hogy BPP C BQP, és azt is, hogy FAKTORIZALAS € BQP. De nem tudjuk, hogy BPP-ben
benne van-e. Ha igen, akkor lenne rd egy hatékony probabilisztikus klasszikus algoritmus,
ami ilyen formén feltorné az RSA-t. Ilyet nem sikeriilt még taldlni, és gy gondoljuk,
nem is lehet. Ugyanakkor, ha valaki bebizonyitja, az ellenpéldat mutatna az erés Church-

Turing tézisre, ami kimondja, hogy minden valds szamitasi modell polinomidlisan ek-
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vivalens. Erre is van torekvés, de ez is egy nagyon erds dllitds, csakiugy mintha valaki

taldlna egy BPP algoritmust a problémadra.

Magyarul ez az algoritmus erds sejtés ad arra, hogy a kvantumszdmitds nem ekvi-
valens szdmitdsi modell a klasszikussal, és hatarozottan tobbre képes egyes problémakon.
A 90’-es évek kozepén ez Oridsi szenzaciot keltett, és felkeltette sokak figyelmét, a kvan-
tumszamitds pedig intenziv fejlédésnek indult, ami azdéta is tart. Ugyanakkor azéta sem
taldlt senki szuperpolinomidlis vagy anndl nagyobb gyorsitast ad6 algoritmusra példat,

ami nem Shor algoritmuséra épiil.

12.2. Algoritmus leirasa

Shor algoritmusa j6 faktorizédldsra, de egy anndl éltaldnosabb problémat old meg, ez

pedig a rejtett részcsoport probléma. Errdl a problémardl lesz sz6 a fejezet végén.

A problémdknak van egy k6z0s struktudrélis tulajdonsdga: a megoldasaik periodikusak.
Hogyan lehet egy faktorizaldst periddus-keresésre visszavezetni? Mondjuk emlékezziink
vissza, altalanos iskola als6 tagozatban hogyan tanulunk osztani. Bocsdnat, bennfoglalni.
"15-ben meg van az 57" - 5, 10, 15. Igen, meg! Hanyszor? 5 (1), 10 (2), 15(3). Harom-

szor! Tehat a 15-nek van egy 5 hosszu periédusa, ami hdromszor ismétlddik benne.

Az alap otlet, dimat3-rdl, és a véges testekrdl ismerds lehet. Ha van egy véges test, pl.
Z,3, akkor ha vesziink egy szdmot bel6le, mondjuk az 5-6t, akkor az 5 hatvanyai (mod
13) ki fogjak adni az 6sszes elemet, azaz az 6sszes szamot 0 €s 12 kozott.

Na ez kicsit arnyalddik. Test helyett multiplikativ csoportunk van (Z%,), de ez senkit
ne ijesszen meg. Parametizaljuk a feladatot, nézziik altalanosabban. Az el6z6 példabal a
13, a szdm amit faktorizdlni szeretnénk, legyen IN. A példdban az 5, amit hatvanyozunk,

legyen x. Igy nézziik a kovetkezd sorozatot:
x° (mod N), ' (mod N), x? (mod N),...

aminek az elsd eleme trividlisan 1. Ez a sorozat egy id6 utan ciklizalni fog, azaz tudunk
taldlni egy 0 < r < NN szamot, amivel " = 1(mod V). Ez az r lesz a sorozat peri6-

dusa (és a csoport rendje is).

Az algoritmus szempontjabdl vizsgdlva, nekiink azok az esetek kellenek, ahol IN

paratlan és nem prim, kiillonben a feladatnak konny( gyors megolddsa van. Mindkét
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feltételt konnyen meg lehet vizsgalni klasszikusan. Ekkor bizonyithatd, hogy valami 1/2-

r/2 r/2

nél nagyobb eséllyel a periddus r paros és x + 1 nem tobbszorose

N -nek. Ekkor

+ 1 vagy ©

" =1 (mod N) <=

(:13’"/2)2 =1 (modN) <=

(272 +1) (z"/*—1) =0 (mod N) <=
(:1:"/2 4+ 1) (:13’"/2 — 1) = kJIV valamilyen k-ra.

A szorzat egyik tagja sem nulla, ezért k>0. Ezért "/2 + 1-nek vagy ="/? — 1-nek
vagy IN-nel kozos osztéja. Es mivel egyik szdm se tobbszorose IN-nek, ezért ez az oszté
kisebb is lesz N -nél. Innen egyszerlien euklideszi algoritmussal kiszdmolhat6 a legnagy-
obb koz0s 0sztd. Persze ez lehet nem fog megoldést adni, de valami 1/2-nél nagyobb

eséllyel igen. Ha nem ad megoldast, ismételhetjiik az algoritmust addig, amig ad.

Az algoritmus kvantum része r megtaldldsara irdnyul. Ut4na klasszikus médon meg
tudjuk taldlni a kérdéses osztot. A peridduskeresésre a legjobb ismert klasszikus (BPP)
algoritmusnak Q(IN'/3y/logIN) id6re van sziiksége. Shor algoritmusdnak egy kicsit

gyorsabb, mint négyzetes futdsideje van.

Az algoritmus matematikai leirdsa bonyolultabb a kurzus szintjénél, ezért akit érdekel,
innen j6 forrast taldl hozza a 37. oldaltdl. Illetve hasznos lehet hozza Simon algoritmusé-

nak az ismerete a 21. oldaltol.

12.3. Implementacid, példa

A Qiskit textbook példdjan fogunk végighaladni. A 15-6t fogjuk felbontani. Van par
bottleneck az algoritmusban, ami kellemetlen hosszu tud lenni kézzel osszerakva. Ez a

bottleneck mindenhol szembejon: a modularis hatvanyozds, €s ennek az implementécidja.

Az algoritmus alapjdba véve ugyanigy miikodik, mint a Phase Estimation az el6z6 fe-
jezetbdl, szteroidokon: az U operator belSle a moduléris hatvanyozast végrehajté dramkor.
Ahogy lathattuk az el6z8 fejezetben, az n. qubiten a Controlled-(U2™) operéciét kellene
végrehajtani. Ezzel két probléma van. Az egyik, hogyha val6ban az exponenciélisan sok
kaput akarjuk felpakolni, az nagyon hatékonytalan. A mésik, hogy ha d&ramkori azonossé-

gok mentén le akarjuk bontani, hogy ne legyen exponencidlisan sok kapu (ami lehetséges,
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és sziikséges is), akkor minden U%" -ra kiilonboz8 dramkort kell épiteni, ami kelléen nagy

n esetén nem tul halas feladat.

Lassuk az implementdciét. Eloszor kelleni fog nekiink egy pér lib, most ezeket is

sziikséges megemliteni:

import numpy as np

o7

from
Trom
Trom
from
Trom
Trom
from
Trom

> LLra I isk

giskit import QuantumCircuit, transpile, assemble, Aer,
giskit.circuit.library import QFT

giskit.tools. jupyter import =

giskit.visualization import =

ibm_guantum_widgets import +

giskit.providers.aer import QasmSimulator

fractions imporxrt Fraction

math import gcd

IBMO

Tehat el6szor meg kell épiteniink U-t, Ggy, hogy U|y) = |ay mod 15). Ehhez a értékét

7-re allitjuk most. Ez lesz a részcsoportunk generédléeleme, amely segitségével megke-

ressiik a periddust. A 15-6t bontjuk fel, ez 4 biten elfér. A fazist 8 biten fogjuk becsiilni.

=
1

=

1
=] 0O =

+

def c_amodl5(a, p):
U = QuantumCircuit(4) # ceil(log_2 15
for iteration in range(p):
U.swap(2,3)
U.swap(1,2)
U.swap(@,1)
for g in range(4):
U.x(q)
U = U.to_gate()
U.name = f"{a}*ip}F mod fNE"
c_U = U.control()
return c_U
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Most pedig rakjuk Ossze az algoritmust. A 1épéseket a kommentekben olvashatjuk.

gc = QuantumCircuit(n + 4, n) # 8 szamold, 4 munko gubit

gc.h{range(n)) # H trofd o szdmold qubiteken
gc.x{n+3) # phose query eldkészitése

for g in range(n):
# hozzafiuzzlik oz eddigiekhez a CA2°g mod hotuanyt

T e TRy s T 0 miael e e e e e S 9 7 3 3
f Targer qublt(er): munkRd TeglLszLer, 0QzZaz n+ @,1,2,3

qc.appendfc_amudlﬁ(a, 2o%q), [g] + [i+n for i in range(4)])

# OFETH

aié_ g = QFT(num_gubits=n, inverse=True, name=f QFTT({n})")
gc.append(gfit_dg, range(n))

1 o szamold regiszterre

# Szdmold regiszter mérése
gc.measure(range(n), range(n))
gc.draw(style="iqx", fold=-1)

Ezzel nem vagyunk kész még, csak kaptunk egy eredményt valamilyen s/r értékre. De

eldszor nézziik meg, ha sokszor futtatnank ezt az dramkort, mit kapnank:
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aer_sim = Aer.get_backend( aer_simulator’}

# A sojat kRopuinkot le kell bontania
t_gc = transpilelqc, aer_sim)
gobj = assemble(t_gc)

results = aer_sim.run(gobj).result()
counts = results.get_counts()
plot_histogram(counts)
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Azaz 4 lehetséges kimenetel van, lehet sejteni, hogy r 4 lesz. De valgjaban amikor fut-
tatjuk az algoritmust, csak az egyiket kapjuk meg. Példaul megkaphatjuk a 01000000
bitstringet, ami a 64/256 = 1/4 fazisnak felel meg, ami tok j6, mert egybdl kideriil, hogy
r=4. De megkaphatjuk pl. azt is, hogy 1/2. De ilyenkor ebbdl is tudunk szdmolni. Nem
mindig, de tobb mint 50% eséllyel igen. Tehat tegyiik fel, hogy egyszer futtattunk, kap-

tunk egy eredményt, és az eredmény amit kaptunk:

measured_phases = []

for output in counts:
decimal = int{output, 2) # 18-es szdmrendszerre Ronvert.
phase = decimal/(2%%n) & o fazis ennek a 2°n-ed része
measured_phases.append(phase)

# random elem, leguyen 1
phase = measured_phases([1]
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Nézziik a fazisunknak mi a szdmldl6ja, milyen r-t kaptunk:

frac = Fraction(phase).limit_denominator(15)
5, r = frac.numerator, frac.denominator

T

2

Es a fentiek alapjan nézziik, milyen megolddsokat kaptunk ezzel a fézissal:

guesses = [god{asx(x//2)-1, N), god(a%x*{x//2)+1, N}]
guesses

(3, 1]

Es 3 egy j6 megoldds pont (1 is, de az trividlis). A Fraction-ra azért volt sziikség, mert
ezek a szamok nem feltétleniil jonnek ki ilyen szép egészre, és olyankor lanctortekkel kell

megkeresni a legkozelebbi "szEép" szdmot. Ezt megteszi helyettiink a python.

12.4. Alkalmazasok

Ennek az algoritmusnak vald életbeli felhasznalasi lehet6ségei is vannak. Fontos
kiemelni, hogy ennek vannak, mert nagyon kevés kvantum algoritmusnak van praktikusan
realizdlhaté mértékd elénye. Jellemz&en a kvantum algoritmusok polinomidlis gyorsuldst
tudnak felmutatni, ugyanakkor van egy nagyjabdl ezerszeres hitranyuk miveleti gyor-
sasdgban. Ezt persze az ordo elrejti, tehat gyakorlatban példdul egy négyzetes elény ugy
néz ki, hogy a klasszikus algoritmus fut n4 id6ben, a kvantum algoritmus pedig 1000m3
idében. Példaul Grover algoritmusa O(n) helyett O(4/n) idGben fut. Valésdgban n
helyett 1000+/n. Kis szdmoldssal meg is lathatjuk, hogy ilyenkor, hogy a kvantum al-
goritmus valoban gyorsabb legyen, n-nek nagyon nagynak kell lennieﬂ Egyrészt telje-

sen egyértelmi, hogy ez nem praktikus. Mdsrészt persze azt is érdemes megemliteni,

In > 1000000 kell teljesiiljon
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hogy egy nagyon gyorsan fejlddo iparagrol van szd, és féleg a kvantumhardveres dolgok
folyamatosan, iszonyatos tempdban javulnak. Lehet mire ennek a mondatnak vége lesz,

mar csak 100 lesz az az 1000-szeres overhead.

Gyors fejlédés ide vagy oda, jelenleg nincs felhasznalési teriilete nagyon sok kvantum
algoritmusnak, mégha matematikailag jobbak is. Egyediil Shor algoritmusa ad akkora (je-
len esetben szuperpolinomidlis) elényt, hogy praktikus felhasznaldsi lehet6ségei legyenek

a jelenleg ismert klasszikus algoritmusok felett.

12.4.1. Kriptografiai jelentosége

Az RSA titkositasrol és pontos megvalositdsardl szamitogép haldzatokon €s informa-
cidbiztonsdgon is tanulhattatok. Ahogy arr6l mér volt sz6, a pontos eljaras a primvizsgédlat
€s a szorzds konnytiségén, és a faktorizalds nehézségén alapul. Most mar a csapbdl is az
folyik, hogy ez az algoritmus feltori az RSA-t és dristen, apokalipszis. Dehat ez csak egy
titkositasi protokoll! Mégis mi a jelentdsége akkor ennek a kvantum algoritmusnak ezen

tal?

Minden nyilvanos kulcsu titkosit6 protokollnak az a célja, hogy egy konnyen kiszdmithat6
modon generaljon kulcsokat, amelyeket utdna visszafejteni nehéz. Ilyen tokéletesen "one-

way-function" nem létezik, ha PANP.

A problémakor nagyon érdekes. Tegyiik fel magunknak a kérdést: hogyan alkot-
nank olyan titkositdsi protokollt, aminek a kulcsait kiszdmitani konnyi (maximum P-

teljes probléma), de visszafejteni nehéz (legalabb NP-teljes)?

12.4.2. NP-koztes problémak

Es el is jutottunk a bonyolultsigelmélet egyik ingovanyos részére. Tehat vannak P-
teljes problémdink, és vannak NP-teljesek. Es van a faktorizdlds, amelyik egyik sem.
NP-beli probléma, de nem NP-teljes, ugyanis nem vezethetd vissza rd minden NP-teljes

probléma.

A faktorizalds az NP-koztes problémdk osztalydba tartozik. Es nagyon sokdig minden
nyilvéanos kulcst titkositasi protokoll alapjan NP-koztes problémék képezték. Ugyanakkor

ezekre a problémakra idénként felbukkannak klasszikusan polinomidejii determinisztikus
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algoritmusok. Ezért annyira nem életbiztositds NP-koztes problémara feltenni minden
pénziinket példdul. Ezen kiviil persze az sem biztos, hogy P#NP, de ez egy joval er6sebb
élh’té sejtés, mint hogy 1-1 NPI (NP-Intermediate) probléméara nem létezik klasszikus

algoritmus.

Maga a probléma amivel szembesiiliink, egészen konnyen felfoghat6, barki szdmara jo
gondolkoddsi lehetdséget ad, és mégis nagyon bonyolult. Hogy alkossunk olyan titkositast,
ami nem NP-koztes problémdn alapul? Az teljesen biztos innen, hogy NP-teljes prob-
1émat kell alapul venniink, mert musz4j 1-1 példdnak konnyen kiszdmithatonak lennie, az

egész problémanak pedig nehéznek lennie.

Létezik ilyen protokoll, zajos matrixok szorzasin alapul, és leginkdbb az egészértéki
programozds problémdjéhoz lehetne hasonlitani: egy (nem linedris) térben racspontjaink
vannak, amiket elzajositunk valamilyen médszerrel. Igy megtaldlni egy ponthoz legkozelebbi
racspontot a hipertérben, a zajosit6 transzformacid ismerete nélkiil olyan, mintha branch
and bound moédszerrel szeretnék ILP problémét megoldani. Ez a mddszer egy egész pro-
tokollcsalad alapjat képezi, és nagy valdszintiséggel ilyen lesz az elsé szabvanyositott

poszt-kvantum titkositasi protokoll is.

12.4.3. Rejtett részcsoport probléma

Shor algoritmusa altal megoldott, legaltalanosabb problémardl van sz6. A jegyzet nem
lesz explicit csoportelméleti fogalmakkal, ezért akinek nem tiszta, ezen a linken talalja
a diszkrét matematika 2-es absztrakt algebrai anyagot. Egy rovid intuitiv 6sszefoglal6t
azért megnéziink, hogy tisztuljon a kép, de bizonyos miiveleti tulajdonsagok, és fogalmak

nélkiil nem lesz sok értelme a kovetkezs résznek.

Roviden: a csoport egy olyan matematikai struktira, ami lényegében egy szimbélumhal-
maz, amelyeken értelmezett egy kétvaltozés mivelet, és ez a miivelet kielégit par tulaj-
donsédgot a csoport elemein. Emellett a miivelet nem is "vezet ki" a csoportbdl, tehat
példaul az egyjegyli szimokon megszokott médon nem lehet az 6sszeaddst mint miiveletet

megjelolni, mert 5+8 példaul nem egyjegyt.

Pér tulajdonsdgnak teljesiilnie kell, ami egyfajta jol struktaraltsdgot ad a csoportnak.

?Ez matematikailag nem pontos allitds, de érthetS. Azt jelenti, hogy ha P=NP, akkor minden NP-koztes
probléma is P-ben van (Ladner, 75°)
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Tehét a tulajdonsagok, amelyeknek teljesiilniiik kell:

1. asszociativitds (ez a csoportosithatdsag),

2. van benne egységelem, azaz van benne egy elem, amelyre a miivelet tigy hat, bar-
milyen szdmmal, hogy a masik szdmot kapjuk (szorzasndl ez pl. az 1, mert 1-szer

barmi az barmi, 1 x5=5),

3. minden elemnek van inverze. Azaz minden elemnek van egy "parja", amivel ha
osszemiiveljiik, az egységelemet fogjuk kapni. Példaul az 6sszeadds miivelet esetén
az egységelem a 0. Es barmilyen szdmnak az inverze az ellentettje (pl. 5 additiv

inverze a -5).

Hogy visszatérjiink a faktorizalds problémdjahoz: vehetjiik példaul a Z7 multiplikativ
csoportot. Azaz 7-hez relativ prim egész szdmok, mindennek a 7-tel vett maradéka. A
miivelet pedig a szokdsos szorzds. Na most, a mivelet ismétlése ugyanazzal az elemmel
érdekes dolgokra képes. Tehét példdul ha kivéalasztjuk az 5-6t, és elkezdjiik 6sszemiivelni

énmagéva]ﬂ, akkor
5! =5, 52=4, 5%=6, 5*=2, 5°=3, 5°%=1..

Minden ugye 7-tel vett maradékkal, tehit 52 = 25 mod 7 = 4. Eszrevehetjiik, hogy 0-t
sosem kaptunk, illetve ezen kiviil minden egyéb elemet megkaptunk. Ekkor azt mond-
hatjuk, hogy 5 rendje 6. Ez pont 1-gyel kevesebb a csoport elemeinek szaménal.

*

Most nézziink egy masik példat. Legyen a csoportunk Z7,,

az elemiink legyen a 4.
A 4 masodik hatvdnya 16 (mod 15) = 1, azaz a 4 periddusa 2, kételemii részcsoportot
generdl, és ennek az elemei a 4 és az 1. Shor algoritmusa ilyenkor a 22 — 1 vagy 22 41

és N Inko-jara mondja, hogy osztdja lesz a 15-nek, és valéban az is, éppen mindkettd.

Ha nagyon sok eleme van a csoportunknak, tegyiik fel /N, akkor méar egyaltalin nem
ennyire egyértelm taldlni egy tobbelem( részcsoportot - egy rejtett részcsoportot, tehat

megtaldlni N egy osztojat.

Persze, ezek a szamelméleti csoportok elég specidlisak, csoportot alkothat nagyon sok

minden, példdul bizonyos sokszogek egyes geometriai transzformécidkkal, stb.

Es minden ilyesmi struktiraji csoportnak kereshetjiik rejtett részcsoportjat Shor algo-

ritmusdnak segitségével.

3vedd észre, ez ismételt szorzis, pont hatvanyozas!
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