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1. fejezet

Az értekezés célkitűzései

A számítási intelligens módszerek egyre jelentősebb szerepet játszanak a műszaki rend-
szerek létrehozásában, működtetésében. Az utóbbi évtizedben olyan számítástechnikai
modellek és technikák születtek, amelyekkel a megnövekedett bonyolultsági rendszerek
mérnöki szempontból kezelhetőek. A fuzzy elmélet (amely már 40 éves múltra tekint
vissza) jelentős szerepet játszik ezen feladatok műszaki megoldásaiban. Napjainkban az
elmélet teljesen szerteágazó diszciplínává vált és szoros kapcsolatban van a folytonos
illetve a többértékű logikával. Az alkalmazás szempontjából különösen hasznosnak bi-
zonyult a szigorú monoton tulajdonsággal rendelkező operátorokhoz kapcsolódó irányza-
tok: így a fuzzy irányításhoz [H18], [H59], lekérdezésekhez [H19], szabály alapú rendsze-
rekhez [H4], neurális hálókhoz [H38], stb.

A szigorúan monoton logikai operátorok és belső összefüggéseik elméleti szempont-
ból még mindig részben feltáratlanok és a következő kérdések merülnek fel :

1. A negációra vonatkozólag Trillas [H82] adott egy általános reprezentációs tételt.
A negáció ilyen formában azonban alkalmatlan a szigorú monoton operátorokra
való alkalmazásra. A DeMorgan azonosság vizsgálata adhat lehetőséget a negáció
meghatározására szigorú monoton operátorok esetén. A negáció ilyen reprezentá-
ciós tétele szükséges egy egységes logikai rendszer felépítéséhez, de ilyen irányú
eredmény hiányzik.

2. Az intelligens rendszerek nem csak a logikához kapcsolódnak, hanem a nem-logikai
művelet az aggregáció is része, ugyanúgy mint a preferencia. Ezen műveletek is
a szigorú monoton logikai operátorok kapcsolata beleértve a negációt is, feltárat-
lan terület. A preferencia és az aggregáció a többtényezős döntések fogalmi struk-
túrájához tartozik. Az általános vizsgálat tárgya lehet tehát a logikai és döntési ope-
rátorok kapcsolata.

3. A folytonos logika alapját képező konjunkció, diszjunkció és negációs operátor
mellett az implikáció is fontos szerepet játszik, és a diszjunkció és negáció meghatá-
rozza, szigorú monoton operátorok esetén az implikáció legfontosabb tulajdonsága
nem teljesül : az azonosság elve:

x→ y = 1 iff x ≤ y
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FEJEZET 1. AZ ÉRTEKEZÉS CÉLKITŰZÉSEI

A folytonos és többértékű logikába (és fuzzy elméletbe) az azonosság elveinek
eleget tevő implikáció bevezethető (rezidu-ális implikáció [H26], [H65] ), azonban
ez nem folytonos. Kérdés hogy másképp lehetséges az azonosság elvét - akár csak
részben megörző implikációt - bevezetni, úgy, hogy a diszjunkcióval és negációval
való kapcsolat is megmaradjon?

4. A többtényezős döntéseknél a súlyozás (fontosság) fogalma meghatározó. A szigo-
rú monoton operátorok súlyozására több megoldás született. Az általánosított köze-
pek [H31] vizsgálatai segítségével jellemezhetőek, másrészt Kolmogorov [H37] és
Nagumo [H56] matematikai tulajdonságokkal bizonyította előállításukat. Többténye-
zős döntési szempontból azonban nincs leírásuk. A szigorú monoton logikai és dön-
tési operátorok súlyozása csak úgy lenne megoldható, ha döntésekre vonatkozó tu-
lajdonságokkal jellemeznénk.

5. A fuzzy elmélet kulcsfogalma a halmazhoztartozási függvény (membership func-
tion). Ezen fogalom értelmezése váltja ki a legtöbb vitát. Az operátor struktúrák és
a halmazhoztarozási függvények kapcsolata ugyanis nem tisztázott. Egy egységes
elmélet kialakításának szempontjából elengedhetetlenül szükséges lenne ilyen irá-
nyú vizsgálatokra.

6. Abban egyetértés van, hogy a halmazhoztartozási függvény a bizonytalanság leírását
adja. A bizonytalanság mérésére a fuzziság mértéket vezették be, ami operátor és
halmazhoztartozási függvénytől független, ezért egy operátorokkal felírt kifejezés
fuzziság mértékére nem lehet becslést adni (ismerve a bemenő adatok fuzziságát).
Reményteljes a tétel felállítása és bizonyítása, ha operátor és bizonytalanság mérték
összekapcsolható, azaz az operátor indukálja a mértéket, ekkor azonban bizonyta-
lanság mértéket kell bevezetni.

7. A szigorú monoton operátorok izomorfak és az izomorfiát biztosító generátor függ-
vény alakja adja meg speciális alakjukat. A gyakorlatban alkalmazott operátor csalá-
dok száma csak néhány nevezetesre korlátozódik és ezért nagy jelentősége van az
operátor generátor függvényének megválasztásának. Külön jelentősége lenne olyan
paraméteres operátor családok konstruálásának, amelyeknél a paraméter változ-
tatás a leggyakrabban alkalmazott operátorokat speciális esetként tartalmazná és
szorosan kapcsolódva a többtényezős döntésekhez.

8. A folytonos logikai operátorok az alkalmazás szempontjából különösen fontosak.
Ha analitikus tulajdonságokkal rendelkeznek (többszörösen differenciálhatók), ak-
kor optimalizálásra (gradiens képzés lehetősége miatt) alkalmasak. A tanuló al-
goritmusok - ami manapság az egyik fő kutatási irány és gyakran paraméterek
optimali-zálására vezethetők vissza - jól modellezhetőek ezen operátor családdal.
Vizsgálat tárgya, hogy vajon az egyik leggyakrabban használt heurisztikus tanuló
algoritmus, a döntési fák képzése milyen formulizmussal írható le szigorú monoton
operátorokkal.

Az értekezésben a felmerült (1-8) feladatok vizsgálata történt meg.
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FEJEZET 1. AZ ÉRTEKEZÉS CÉLKITŰZÉSEI

Az értekezésben az 1-7. fejezetben tárgyalt összes eredmény a szerző eredménye. A
8. fejezetben a szerző munkája volt meghatározó.

A kialakított operátorstruktúra részletes elemzése és gyakorlati alkalmazásai megtalál-
hatók a www.inf.u-szeged.hu/∼dombi/dr/book.pdf oldalon.
A doktori értekezés ennek lényeges részeit tartalmazza.

Az értekezésben bemutatom a szigorú monoton folytonos logika egy felépítési lehető-
ségét, ahol a konjunkciós és diszjunkciós operátor generátor függvényeik reciprokos össze-
függésben állnak (rugalmas rendszer). Ebben az osztályban az aggregációs, preferencia,
implikáció, bizonytalansági mérték egységesen kezelhető.

Az értekezés eredményei gyakorlati szempontból alkalmazhatóak. A DataScope adat-
bányászati szoftverért a szerző 1997-ben az Európai Információ Technológiai díjat vette
át az akkori Európai Unió elnökétől. Hasonló kitüntetésben eddig csak két magyarországi
szoftver részesült (Graphisoft és Recognita). Ugyanez a szoftver az Egyesült Államokban
1999-ben az év legjobb szoftver díját kapta, ahol a Microsoft Office lett a 2. helyezett.

A szerző 3 szabadalmat jegyez, amelyből kettőt a Nokia kutatóival nyújtott be. A har-
madik szabadalom az értekezés 8. fejezetének eredményeivel kapcsolatos és a bőrelvál-
tozások diagnózisára vonatkozik.

A 3.2 fejezet eredményét, a szerző által bevezetett operátort melynek általánosítása
a 3.7 fejezetben található, Dombi operátorként monográfiák is tartalmazzák. (Így meg-
található a Bronstein-Szemengyajev matematikai kézi-könyvben.) A Wolfram internetes
matematikai enciklopédiában és a Mathematica7 szoftverben is Dombi operátorként sze-
repel.

Az értekezésben tárgyalt rugalmas rendszerek egy másik gyakorlati alkalmazása a
protein osztályozásban való használat [S11] (3.4 fejezet eredménye).

Mobilszolgáltatások elégedettségének vizsgálatára az aggregációs operátort használ-
tuk [S1].

A hangfelismerésben való sikeres alkalmazása a [S10]-ben található meg.
Többtényezős döntések területén [S21] való alkalmazásokkal foglalkoznak az alábbi-

ak: [S3], [S9], [S21], [S22], [S29].
Az Európai Űrügynökség (ESA) számára a Bécsi Egyetemmel együttműködve a szer-

ző részvételével egy 100 oldalas tanulmány [H57] és prototipus szoftver készült, ami a
Neumaier által bevezett felhő (cloud) koncepción [H58] alapul és a rajta végzett adequat
műveletek a Dombi operátorok.
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2. fejezet

A tudományos kutatások során
alkalmazott módszerek

Az értekezésben közölt eredmények jelentős része a matematikai kutatás eszköztárát hasz-
nálja. A tételek nagy része függvényegyenletek megoldására vezethetők vissza, de az
egyenlőségek és azok viszgálata is megjelenik a 6. fejezetben.

Az operátor struktúra felépítése során ügyeltünk arra, hogy azok egységes rendszert
alkossanak és a kapcsolataikat megfelelő tételek biztosítsák. Ezáltal a konjunkcióhoz és a
diszjunkcióhoz a negációt a DeMorgan azonosság kapcsolja össze (1. fejezet).
Az aggregáció generátor függvénye szorosan kapcsolódik a konjunkcióhoz és diszjunkció-
hoz, mert az additív reprezentáció generátor függvényét reprezentációként szorzat alak-
ban felírva kapjuk az aggregációt. Az így kapott aggregációból származtatott negáció (ön-
DeMorgan tulajdonság) alapján ugyanazt a negációt adja meg mint a korábban bevezetett
logikai operátorokból származtatott negáció. Az implikáció, preferencia szintén ebből
az operátorosztályból származtatható, ugyanúgy mint a bizonytalanság mérték (vague-
ness measure). Így egyetlen generátor függvényből származtatható az összes operátor
beleértve a bizonytalanság mérték is.

Az egységes struktúra tette lehetővé, hogy egy operátorokból alkotott kifejezés vál-
tozásainak bizonytalanság mértéke becslési alapot szolgáltasson az egész kifejezés értéké-
nek bizonytalansági mértékéhez.

A pliant rendszer speciális esete a szerző által az irodalomban Dombi operátorként
ismert műveleteknek [S38], illetve az általa bevezetett aggregációnak is [S37].

Az alkalmazás során az ID3 algoritmusának adaptálását végeztük el (8. fejezet), ügyel-
ve a lépésenkénti megfelelésre.
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3. fejezet

Az értekezésben közölt tudományos
eredmények összefoglalása

3.1. DeMorgan azonosságok vizsgálata
A folytonos logika (fuzzy elmélet) szigorú monoton operátorai asszociatívak és mivel a
szigorú monotonság érvényes csoport struktúrát alkot [H28], amit az asszociatív függ-
vényegyenlet megoldása is tükröz [H3].

h(x, y) = f−1(f(x) + f(y))

Logikai operátorok esetén a következő feltételeinknek eleget tevő operátorokat vizs-
gáltuk:

1. c : [0,1]× [0,1]→ [0,1] folytonos

2. Szigorúan monoton
c(x, y) < c(x, y′) if y < y′ x 6= 0

3. Kompatibilitás a kétértékű logikával
c(0,0) = 0 c(1,1) = 1
c(0,1) = 0 c(1,0) = 0

4. Asszociatív
c(x, c(y, z)) = c(c(x, y), z)

5. Arkhimedeszi
c(x, x) < x.

A diszjunkció esetében a kompatibilitási feltétel értelemszerűen változik és az Arkhimedeszi-
ségre

d(x, x) > x

feltétel teljesül.
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FEJEZET 3. AZ ÉRTEKEZÉSBEN KÖZÖLT TUDOMÁNYOS EREDMÉNYEK ÖSSZEFOGLALÁSA

A logikai operátorok esetében ha fc(x) jelöli a konjunkciós és fd(x) a diszjunkciós ope-
rátort, akkor érvényes:

1. fc folytonos, fd folytonos,

2. fc szigorúan monoton csökkenő, fd szigorúan monoton növekvő,

3. fc : (0,1]→ R+, fd : [0,1)→ R+,

4. lim
x→0

fc (x) =∞, lim
x→ 1

fd (x) =∞,

5. fc (1) = 0, fd (0) = 0.

Egy n-változós konjunktív illetve diszjunktív operátor alakja:

c(x) = f−1c

(
n∑
i=1

fc(xi)

)

d(x) = f−1d

(
n∑
i=1

fd(xi)

)

A konjunkció és diszjunkció súlyozott általánosítása:

c(w, x) = f−1c

(
n∑
i=1

wifc(xi)

)

d(w, x) = f−1d

(
n∑
i=1

wifd(xi)

)

A negációra a következő feltételezéseket tesszük:

C1: η : [0,1]→ [0,1] folytonos
C2: Szigorúan monoton csökkenő

η(x) < η(y) for x > y

C3: Kompatibilis a kétértékű logikára
η(0) = 1, η(1) = 0

C4: Involutív
η(η(x)) = x

A negáció jellemezhető a fixpontjával és a döntési küszöbbel

η(ν∗) = ν∗,

ahol ν∗ a fixpont. Legyen ν0 neurális érték és ν ahol ezt az értéket felveszi

η(ν) = ν0.
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FEJEZET 3. AZ ÉRTEKEZÉSBEN KÖZÖLT TUDOMÁNYOS EREDMÉNYEK ÖSSZEFOGLALÁSA

A következő tétellel megmutattuk, hogy a DeMorgan azonosság megléte milyen össze-
függést követel meg a generátor függvényektől ha az általánosított konjunkciót és disz-
junkciót alkalmazzuk.

3.1. Tétel. Az általánosított DeMorgan azonosság akkor és csak akor teljesül, ha

f−1c (x) = η
(
f−1d (ax)

)
aεR+

Így ha adott fd(x) és η(x), képezhető fc(x), hogy a három operátor DeMorgan osztályt
alkosson. η(x)-re a következő összefüggést kaptuk:

3.2. Tétel.

η(x) = f−1d

(
fd(ν∗)
fc(ν∗)

fc(x)
)
,

η(x) = f−1c

(
fc(ν∗)
fd(ν∗)

fd(x)
)
.

A következő tétellel azt mutattuk meg, hogy η(x) ami a DeMorgan azonosságból szár-
maztatható, mikor involutív:

3.3. Tétel. η(x) akkor és csak akkor lehet involutív, ha

fc(x) = k (fd(x)) ,

ahol k : R+ → R+ is szigorúan monoton csökkenő és k(k(x)) = x.

k(x) segítségével η(x) kifejezhető :

3.4. Tétel.
η(x) = f−1(k(f(x)))

ahol f(x) = fc(x) vagy f(x) = fd(x), a negáció ugyanaz.

Tehát k(x) segítségével operátortól független negációt kaptunk.

A negáció reprezentáció tételére Trillas [H82] mondott ki tételt, ami szerint minden
negáció előállítható

η(x) = f−1 (1− f(x)) ,

ahol f : [0,1] → [0,1] szigorú monoton függvény. A generátor függvény teljesen más
alakú, mint a szigorú monoton osztály operátorai. Így itt ezen a területen nem alkal-
mazható. Megmutattuk, hogy

3.5. Tétel. Minden negáció reprezentálható

η(x) = f−1(k(f(x)))

alakban, ahol f(x) konjunkciós vagy diszjunkciós generátor függvény alakú és

k(k(x)) = x.
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FEJEZET 3. AZ ÉRTEKEZÉSBEN KÖZÖLT TUDOMÁNYOS EREDMÉNYEK ÖSSZEFOGLALÁSA

k(x) speciális választása esetén kaptuk a rugalmas rendszer (pliant) operátorokat.

3.6. Definíció. Az operátor rendszer pliant, ha

k(x) =
1

x
.

Ami ekvivalens azzal, hogy:
fc(x)fd(x) = 1.

A rugalmas rendszerre a következő tétel érvényes:

3.7. Tétel. Legyen
oα(x, y) = f−1

(
(fα(x) + fα(y))

1
α

)
ahol f(x) = fc(x). Ekkor

ην,ν0(x) = f−1
(
f(ν0)

f(ν)

f(x)

)

ην∗(x) = f−1
(
f 2(ν∗)

f(x)

)
és

α ≥ 0 oα(x, y) = c(x, y)
α ≤ 0 oα(x, y) = d(x, y)
α =∞ o+∞(x, y) = min(x, y)
α = −∞ o−∞(x, y) = max(x, y)

3.1.1. Főbb eredmények:
– A DeMorgan azonosság szükséges és elégséges feltételének megadása.

– A negáció szigorú monoton operátok esetén való reprezentációjának megadása.

– A pliant (rugalmas) rendszer megadása és egyetlen generátor függvény segítségével
való reprezentálhatósága.

3.2. Aggregáció
Az aggregáció első fogalmának bevezetése 1982-ben [S37]. Több mint 10 évvel később
uninorma névvel újra felfedezték és általánosították. Az aggregáció nem logikai operátor
és legfőbb jellemzője, hogy ön-DeMorgan, azaz:

η(a(x, y)) = a(η(x), η(y)).

Mivel az asszociativitás feltételezett, ezért

a(x, y) = f−1a (fa(x) + fa(y))

8



FEJEZET 3. AZ ÉRTEKEZÉSBEN KÖZÖLT TUDOMÁNYOS EREDMÉNYEK ÖSSZEFOGLALÁSA

alakban előáll, ahol a generátor függvényre érvényes, hogy

lim
x→1

f(x) =∞ lim
x→0

f(x) = −∞

Az asszociatív függvényegyenlet additív reprezentációja mellett egyrészt át lehet térni
a multiplikatívra, ekkor

a(x, y) = f−1a (fa(x)fa(y)) .

A multiplikatív reprezentációban fa(x) generátor függvény alakja megegyezik a kon-
junkció illetve a diszjunkció másrészt az ön-DeMorgan tulajdonságból látható, hogy az
aggregáció és a negáció sorosan kapcsolódik.

Megmutattuk, hogy az aggregációból származtatott negációra érvényes:

3.8. Tétel.
η(x) = f−1a

(
f 2
a (ν∗)

fa(x)

)
,

Ha a konjunktív és diszjunktív operátorból indulunk ki, akkor a multiplikatív reprezen-
tációt használva aggregációs operátorokat kapunk. (Az így kapott operátorokat Pan-operá-
toroknak ismeri az irodalom [H49].)

Kérdésként merül fel, hogy az így kapott aggregációk mikor azonosak.

3.9. Tétel. Legyen fc(x) és fd(x) a konjunktív és diszjunktív operátor additív generátor
függvénye. A hozzá társított ac(x, y) és ad(x, y) akkor és csak akkor azonos, ha

fd(x) = fkc (x)

ahol k negatív konstans.

Ha megköveteljük, hogy ac(x, y) és ad(x, y)-hoz társított negációk is azonosak legyenek,
továbbá ezen c(x, y) és d(x, y) erre a negációra DeMorgan osztályt alkosson, akkor

k = −1,

azaz egy ilyen rendszer rugalmas (pliant) rendszert alkot. Ezzel megadtuk a rugalmas
rendszer szükséges és elegendő feltételeit.

Az aggregáció másképp is kapcsolódik a logikai operátorokhoz:

A társított negáció neutrális értéke feletti rész diszjunkciós operátorként viselkedik, a
neutrális érték alatti rész pedig konjunkciósként. Az aggregáció így konjunkciós döntési
operátor, ha ν = 1 és diszjunkciós, ha ν = 0.

Az aggregációval eltolási transzformációval logikai műveletek végezhetők. Az értékek
neutrális érték fölé transzformálva majd elvégezve az aggregációt és visszatranszformálva
diszjunkciót hajthatunk végre. Lefelé való transzformálással pedig hasonló módon kon-
junkciót kaphatunk.

Megmutattuk, hogy a transzformáció az alábbi alakú:

9
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3.10. Tétel. Az aggregációból konjunkció és diszjunkció transzformáltja

tα(x) = f−1
(
eβf

α(x)
) 1
α

alakú, ahol β 6= 0 és α előjele határozza meg a művelet típusát.
(α > 0 konjunkció, α < 0 diszjunkció)

Ha f(x) =
(
1−x
x

)α generátor függvény a Dombi operátort adja, így

oα(x) =
1

1 +

(
n∑
i=1

(
1−xi
xi

)α) 1
α

α > 0 konjunkciós operátor

α < 0 diszjunkciós operátor

a(x) =
1

1 +
n∏
i=1

1−xi
xi

aggregációs operátor

η(x) =
1

1 +
(

1−ν∗
ν∗

)2
x

1−x

negációs operátor

3.2.1. Főbb eredmények:
– Az aggregáció származtatása logikai operátorokból.

– Az aggregáció és a negáció kapcsolata.

– Aggregáció segítségével logikai műveletek nyerhetők.

– Rugalmas rendszer jellemzésére operátorok kapcsolatával.

3.3. Operátorok súlyozása
A többtényezős döntések során az objektum különböző tulajdonságainak értékelése mel-
lett a döntés során ezen tulajdonságok különböző fontosságúak lehetnek. A súlyozás
szoros kapcsolatban van a közepekkel. A súlyozott operátorok egyenlőtlenségeivel és tu-
lajdonságaival Hardy-Littlewood-Pólya könyve [H31] foglalkozik. Kolmogorov [H37] és
Nagumo [H56] algebrai tulajdonságok segítségével adott szükséges és elegendő feltételt
reprezentálásukra. Többtényezős döntések szempontjából való jellemzésük azonban ed-
dig hiányzott. A súlyozás szemantikus jellemzése mellett megadtuk főbb tulajdonságait.
Legyen ω(w, x) = x′, ami x érték w súllyal vett transzformáltja, akkor a következő tulaj-
donságok teljesülése feltételezett :

1. ω : [0,1]× [0,1]→ [0,1] folytonos

2. Monoton x-ben:

ω(w, x1) < ω(w, x2) akkor és csak akkor,ha x1 < x2

10
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3. Monoton w-ben:

a) w1 ≤ w2 és ν < x akkor ω(w1, x) ≤ ω(w2, x)

b) w1 ≤ w2 és ν > x akkor ω(w1, x) ≥ ω(w2, x)

4. Perem feltételek teljesülése:

a) ω(1, x) = x

b) ω(0, x) = ν

5. Neutrális tulajdonság:

ω(w, ν) = ν

6. Disztributivitás :

ω(w, o(x1, x2)) = o(ω(w, x1), ω(w, x2))

7. Additív tulajdonság:

ω(w1 + w2, x) = o(ω(w1, x), ω(w2, x))

8. Multiplikatív tulajdonság:

ω(w1, w2, x) = ω(w1, ω(w2, x))

9. Negáció reprezentációja negatív súllyal aggregációs esetben:

ω(−w, x) = ω(w, η(x))

ahol ν érték az aggregáció alapján értelmezett, azaz ha ν = 1, akkor az operátor kon-
junkció, ha ν = 0, akkor az operátor diszjunkció és ha νε(0,1), akkor aggregáció.

Megadtuk a bevezetett szigorú monoton operátorokra a súlyozás szükséges és elégséges
feltételeit :

3.11. Tétel.
ω(w, x) = f−1(wf(x))

akkor és csak akkor, ha a 4.a és 7. tulajdonság érvényes.

A súlyozott operátorok szoros kapcsolatban vannak a közepekkel, a konjunkció a
számtani, míg a diszjunkció a harmonikus és az aggregáció a geometriai közép általánosítá-
sa.

Az értekezésben megmutattuk, hogy a súlyokban az operátorok linearizálhatók és így
lineáris egyenletrendszer megoldásaként megkaphatók, vagy optimalizálásnál a korlátozó
feltételek lineárisakként kezelhetők.

3.3.1. Főbb eredmények:
– Megadtuk a bevezetett operátorok súlyozási eljárását.

11
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3.4. Származtatott operátorok: implikáció és preferencia
A folytonos logikák legfontosabb művelete az implikáció. Általános elvárás, hogy az
azonosság elve teljesüljön, azaz

x→ y = 1 akkor és csak akkor, ha x ≤ y.

A diszjunkció is negáció segítségével származtatott implikáció nem tesz eleget az azonos-
ság elvének, ezért helyette a rezolúciós implikációt alkalmazzák [H65]. A rezolúciós
implikáció szigorúan monoton operátor esetén nem folytonos. Ha azonban ν neutrális
értékkel, mint küszöb-bel adjuk meg az azonosság elvét, az implikáció és a diszjunkció is
negációval megadható az i(x, y) = d(η(x), y) definícióval.

3.12. Tétel. Ha x ≤ y, akkor i(x, y) ≥ ν0.

Megjegyezzük, hogy a küszöbbel megadott implikáció esetén nem igaz a fordított irány

i(x, y) > ν0, akkor x ≤ y.

Ha d(x, y) helyett a közép operátort d̄(x, y)-t használjuk, akkor ī(x, y)-ra is igaz a
tétel. Beláttuk, hogy a modus ponens is érvényes, azaz ha

x ≥ ν0

x→ y ≥ ν0

———–———-
y ≥ ν0

A logika másik származtatott operátora az ekvivalencia operátor. Az irodalomban
mindig azzal a feltevéssel élnek, hogy e(x, x) = 1. A másik irányú feltevés, azaz hogy
e(η(x), x) = 0, hiányzik. A két feltevés egyszerre a folytonos logikák esetén nem teljesül-
het. Az implikációhoz hasonlóan a küszöb segítségével adhatunk ekvivalencia operátort.

e(x, x) > ν0, e(η(x), x) < ν0.

Megmutattuk, hogy a bevezetett ekvivalencia reláció tulajdonságaira teljesül :

1. e(x, y) = e(y, x)

2. e(1,1) = 1, e(0,0) = 0, e(ν0, ν0) = ν0

3. e(η(x), η(y)) = e(x, y)

4. e(1, x) = x, e(0, x) = η(x)

5. e(x, y) > ν0 és e(y, z) > ν0, akkor e(x, z) > ν0

Az implikációt az azonosság elve miatt preferencia relációként alkalmazzák [H26]. Meg-
mutattuk, hogy a rugalmas rendszerben a preferencia az aggregációhoz kapcsolható és a
preferenciára vonatkozó tulajdonságok teljesülnek.
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Az aggregáció segítségével a következő módon vezethető be a preferencia operátort :

p(x, y) = a(η(x), y).

Az így bevezetett preferencia a többtényezős döntések során feltételezett tulajdonságok-
nak eleget tesz. Az értekezés 86-88 oldalán 22 db tulajdonság felsorolása és bizonyítása
történt meg.

A legfontosabb, hogy a preferenciára érvényes:

1. Tranzitivitás :

p(x, y) ≥ ν0 and p(y, z) ≥ ν0 then p(x, z) ≥ ν0

2. Teljesség:

p(x, y) > ν0 or p(x, y) = ν0 or p(x, y) < ν0

3. Antiszimmetria :

c(p(x, y), p(y, x)) ≤ ν0 c̄(p(x, y), p(y, x)) ≤ ν0

d(p(x, y), p(y, x)) ≥ ν0 d̄(p(x, y), p(y, x)) ≥ ν0

3.4.1. Főbb eredmények:
– Megadtunk egy új implikáció definíciót, amely kapcsolható az azonosság elvéhez.

– Az implikáció alapján bevezetésre került egy új ekvivalenci areláció.

– Az aggregáció alapján definiált preferenciáról beláttuk, hogy tranzitív, antiszim-
metrikus és hogy szigorúan teljes.

3.5. Felfújó (distending) függvény
A fuzzy elmélet egyik legvitatottabb kérdése a halmazhoztartozási (membership) függ-
vény megadása és értelmezése. Vannak, akik valószínűségi interpretációt tartanak elfo-
gadhatónak, szubjektív értékelés vagy szociológiai mérés eredményeként is értelmezik,
stb. Legtöbbször trianguláris függvényt használnak, függetlenül az alkalmazott operá-
toroktól. Az értekezésban azzal a feltételezéssel élünk, hogy a súlyozott aggregált felfújó
függvény eredménye is a súlyozott közép felfújt függvénye kell, hogy legyen.

3.13. Tétel.

a(w, δ(t1), δ(t2) . . . δ(tn)) = δ

(
n∑
i=1

witi

)
akkor és csak akkor, ha

δ(t) = f−1
(
eλt
)

13
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A tétel alapján a halmazhoztartozási függvény fogalmát rögzítettük.

A fentiek alapján a felfújó függvény általános definíciója:

δ(λ)a (x) = f−1
(
e−λ(x−a)

)
ahol f az operátor generátor függvénye.

A felfújó függvény a következő tulajdonságokkal rendelkezik:

lim
λ→∞

δ(λ)(x) =


1 if x > 0
1
2

if x = 0

0 if x < 0

A felfújó függvény interpretációja:

truth(a < x) = δ(λ)a (x)

Amennyiben x helyett egy g(x) többváltozós korlátos függvényt helyettesítünk:

truth(a < g(x)) = δ(λ)a (g(x))

függvényt kapjuk, ahol δ(λ)a (g(x)) > ν0 ha a < g(x).

Míg a halmazhoztartozási függvény mindig egy dimenziós, a felfújó függvény így
több dimenzióssá tehető.

A felfújó függvényeket a rugalmas rendszer kifejezéseibe helyettesítve megkaphatjuk
az egyenlőtlenségek által meghatározott lehetséges megoldás tartomány felfújt tartományát.

A felfújó függvény preferenciaként is értelmezhető :

P (λ)(x, y) = δ(λ)y (x).

A P (λ)(x, y) az értekezés 5.8 fejezetébn leírt tulajdonságokat teljesíti.

A felfújó függvény a Dombi operátor osztály esetén a szigmoid függvény:

δ(λ)a (x) =
1

1 + e−λ(x−a)

A fuzzy aritmetikai műveleteket a halmazhoztartozási szintvonalakon végzett inter-
vallumos aritmetikaként értelmezhető. A distending függvényekről megmutatható, hogy
zártak az összeadásra és konstanssal való szorzásra. Végtelen sorok konvergenciája is
vizsgálható és a szerzőnek Győrbíróval készült e témában cikke [S18].

3.5.1. Főbb eredmények:
– Operátor osztály által indukált "halmazhoztartozási" distending függvény bevezetése.

– A felfújás több dimenzióra való kiterjesztése.

– A felfújó függvény preferenciaként való értelmezése és tulajdonság bizonyítása.
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3.6. Bizonytalanság mértéke
A fuzzy elmélet kialakulása után közvetlenül bevezetésre került a fuzziság mértéke, ami a
halmazhoztartozási függvények karakterisztikus függvényétől való távolságának mértéke.

DeLuca és Termini diszkrét fuzzy értékek esetén az entrópia segítségével definiálták
a mértéket :

F (µ) = − 1

n

n∑
i=1

(xi lnxi + (1− xi) ln(1− xi)).

Az értekezés egyik fő célja az volt, hogy logikai változók és logikai formula kiértékelése-
kor kapott érték kapcsolatát meg lehessen határozni vagy erre becslést lehessen adni.
Ha azonban a fuzziság mértéke nem függ az operátor osztály választásától, reményte-
len hasznos eredményt kapni. A fuzziság mértéke helyett bizonytalanság (vagueness)
mértékét vezetjük be, ami a konjunkciós operátor és negáció segítségével képezhető, és a
generátor függ-vény segítségével felírt alakja:

V (x) = f−1
(

1

2

(
f(x) +

1

f(x)

))
= c̄(x, η(x)).

Megmutattuk, hogy V (x) eleget tesz a fuzziság mérték alapvető kívánalmainak. Mivel
az operátor és a bizonytalanság mértéke szorosan összefügg, felmerül a kérdés, hogy a
DeLuca és Termini által alkalmazott entrópiának milyen logikai osztály feleltethető meg.
Megmutattuk, hogy ez az osztály a Lukosiewicz logika.

Az értekezés egyik fő eredménye, hogy bebizonyítottuk, hogy a változók bizonyta-
lansági mértékének konjunkciója és diszjunkciója alsó és felső korlátja tetszőleges, ezen
logikai változók feletti logikai kifejezés bizonytalanság mértékének.

Végezetül megadtuk az alsó és felső korlát preferencia index korlátját :

P (c(w, x), d(w, x)) < ν

ahol

ν = g−1

(
1

4

(√
g(x∗)

g(x∗)
+

√
g(x∗)

g(x∗)

))

3.6.1. Főbb eredmények:
– Az új fuzziság mérték bevezetése (bizonytalanság mértéke), amit az operátor gene-

rátor függvénye határoz meg.

– Megmutattuk, hogy az entrópia mérték a Lukosiewicz operátorokhoz rendelhető.

– Becslést adtunk tetszőleges logikai kifejezések bizonytalanságainak mértékére.

– Megadtuk a konjunktív és diszjunktív kifejezés preferenciájának felső korlátját.
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3.7. Operátor családok
A fuzzy elméletben a különböző gyakorlati problémák megoldására csak néhány nevezetes
operátor osztályt alkalmaznak, ezért a generátor függvények, illetve az operátorok konkrét
alakja is fontos. A fejezet a szerő cikkére [S13] támaszkodik.

A többtényezős döntések egyik első nagy összefoglaló monográfiájában Keeney és
Raiffa [H35] a leggyakrabban alkalmazott eljárást, az értékelési pontok súlyozott összeadá-
sának elméleti megalapozását vizsgálta. Megmutatta, hogy egy másik alternatív döntési
eljárás is megoldása a feltételeknek, mégpedig a multiplikatív hasznosság függvény:

uM(z) =
1

k

(
n∏
i=1

(1 + kkiui(zi))− 1

)
.

Az értekezésben megmutattuk, hogy ez a formula az asszociatív függvényegyenlet segít-
ségével is előállítható. Általánosságban, ha g(x) generátor függvénye egy operátornak,
akkor

f(x) = ln(1 + γg(x))

is generátor függvénye lesz és ekkor az operátor alakja:

o(x1, . . . , xn) = g−1
(

1

γ

(∏
(1 + γg(xi))− 1

))
.

Megmutattuk, hogy ha g(x) az Dombi operátor generátor függvénye, akkor az ál-
talánosított operátor a leggyakrabban alkalmazott operátorokat leírja.

A 7. fejezetben a következő eredmények találhatók:

1. Bebizonyítottuk, hogy a multiplikatív hasznossági függvény asszociatív.

2. Bevezettünk egy új operátort :

1

1 +
(

1
γ

(∏n
i=1

(
1 + γ

(
1−xi
xi

)α)
− 1
))1/α .

3. Megadtuk a racionális involutív negáció új formáját :

nν,ν0(x) =
1

1 + 1−ν0
ν0

1−ν
ν

(
1−x
x

)−1 .
4. Megadtuk a racionális negáció és az operátor osztály DeMorgan azonosságának

szükséges és elegendő feltételeit :

γd
γc

=

(
1− ν0
ν0

· 1− ν
ν

)α
.
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5. Megmutattuk, hogy Dombi operátor esetén minden ν-re DeMorgan osztályt ka-
punk.

6. Megmutattuk, hogy az általánosított operátor a következő tulajdonságokkal ren-
delkezik, azaz a legfontosabb operátorok származtathatók segítségével :

α érték
Operátor típusok γ érték konj. diszj.

Dombi 0 0 < α α < 0
Product 1 1 −1
Einstein 2 1 −1

Hamacher γ ∈ (0,∞) 1 −1

Drastic ∞ 0 < α α < 0
Min-max 0 ∞ −∞

A táblázatból látható, hogy ha α pozitív, akkor konjunkciós operátort kapunk, míg
ha α negatív, diszjunkciós operátort.

7. Megadtuk a Hamacher operátor új általános alakját :

o
(α)
H (~x) =

1

1 +
(

1
γd

(∏n
i=1

(
1 + γd

(
1−xi
xi

)α)
− 1
))1/α .

8. Megadtuk az Einstein operátor új alakját :

o
(α)
GD,2(~x) =

1

1 + 2
(∏n

i=1

(
1 + 2

(
1−xi
xi

)α)
− 1
)1/α .

9. Megmutattuk, hogy az Einstein-féle relativitás elméletben több relatív sebesség ese-
tén a tényleges sebesség hogyan adható meg:

v =
c

1 + 2
(∏n

i=1

(
1 + 2 vi

c−vi

)
− 1
)−1 .

3.7.1. Főbb eredmények:
– Egy új operátort vezettünk be, ami összekapcsolja a többtényezős döntések multip-

likatív hasznosság függvényét, a fuzzy operátorokat és az Einstein-féle relativitási
elméletet.

– Bebizonyítottuk ezen operátor tulajdonságait.
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3.8. Rugalmas rendszer egy alkalmazása
A rugalmas rendszer alkalmazásának lehetőségei közül a döntési fákat képező eljárásra
való adaptációját tárgyaltuk. AZ ID3 algoritmus diszkrét értéket felvevő tulajdonságok
felett értelmezett. A C4.5 eljárás folytonos argumentum tulajdonságok kezelésére is al-
kalmas. A rugalmas rendszer esetében tetszőlegesen rögzített paraméterrel ellátott kor-
látos feltétel szerepelhet. Így hipersíkokra vagy gömbökre, stb. vonatkozó egyenlőtlen-
ségek feletti logikai kifejezés keresését teszi lehetővé. Az értekezés ezen fejezete a szerző
cikkeire [S24], [S27] épül.

A következő jelöléseket alkalmaztuk: |S| a példák száma, |S+| a pozitív példák szá-
ma, |S−| a negatív példák száma. Ha Ck tulajdonság Sk1 . . . Sknk értékeket veheti fel,
akkor |S+

ki
| jelenti azok számát, amelyek pozitívak és |S−ki | azok számát, amelyek negatí-

vak.
A következő jelöléseket használjuk még:

w+ =
|S+|
S

w− =
|S−|
S

x+kl =
|S+

kl|
|S+|

x−kl =
|S−kl|
|S−|

Az ID3-ban használt heurisztikán megalapozott entrópia függvénye helyett a Dombi
operátorból származtatott bizonytalanság mértéket alkalmaztuk, amiből

V (x) = 2x(1− x)

adódott. Az ID3 eljárás menetét követve megmutattuk, hogy az E(Ck) minimális érték
kiválasztása a döntési fa következő csomópontja, azaz

K = arg min
k

nk∑
i=1

cD(w+, x−ki;w
−, x+ki)

ahol cD a konjunkciós Dombi operátornak adódott !

Amennyiben az x+ki és x−ki értékek egy paraméteres felfújó függvény alapján számí-
tódnak ki, úgy a paraméter szerinti optimalizálás után kell a minimális k-t meghatározni.

A 8. fejezetben a bizonytalan értékek kezelésére és a kontroll változó bizonytalan-
ságának kezelésére is kitértünk. Az eljárás hatékonyságát többtényezős döntések területén
vizsgáltuk és jelentős pontosság növekedést értünk el. A döntési fa mélysége is nagy
mértékben csökkent.

3.8.1. Főbb eredmények:
– Megmutattuk, hogy az ID3 algoritmus az entrópiát a bizonytalanság mértékre kicse-

rélve a Dombi operátort adja.

– A döntési fa konstrukcióját általánosítottuk.

– Az algoritmus n dimenziós tér egyenlőtlenségek feletti logikai kifejezésekkel megha-
tározott térrészét képes lokalizálni.
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