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KURZUS: Matematika II.
MODUL: Valészinliség-szamitas

22. lecke: A teljes valosziniiség tétele és a
Bayes-tétel

Tananyag: Kiss Béla - Krebsz Anna: Linearis algebra, tobbvaltozos fliggvények, valoszinliség-
szamitas, 4.7. fejezet

Elméleti 6sszefoglald

AB1,B2, .. Bn események teljes eseményrendszert alkotnak, haB 1+ B 2 +...+ B n =Q
ésBi-Bj=@,hai# (i=1,2,...,n;j=1,2,...,n).
[Masképpen P(B 1 )+...+4P(B n)=1 és P(Bi- Bj)=0]

A teljes valosziniiség tétele

HaaB1,B2, .., Bn események teljes eseményrendszert alkotnak, és P(B i #0 (
i=1, 2, ... ,n ), akkor tetszdleges A esemény valoszinliségére érvenyes a kovetkezé: P( A )=P( A| B
1)P(B1)*P(A|B2)-P(B2)+..+P(A|Bn)-P(Bn)=%i=1nP(A|Bi)P(Bi).

A Bayes-tétel

HaaB1,B2, .., Bn események teljes eseményrendszert alkotnak, és P(B i }#0 (
i=1, 2, ... ,n), tovabba A tetszbleges olyan esemény, amelyre P( A )0, akkor P(B i |A )= P(A|B i
)-P(Bi)3j=1nP(A[Bj)-P(Bj).

Kidolgozott feladatok

22 1. Egy gyarban 4 gépsoron ugyanazt a terméket készitik. Az elsén készllt darabok 5%-a, a
masodikon készultek 8%-a, a harmadikon és negyediken készultek 10%-a hibas. A gépek az
Osszes termelésnek rendre 40, 30, 20, 10 szazalékat adjak. Mekkora annak a valészinlisége, hogy
egy \eletlenszerlien kivalasztott termék hibas?

Megoldas: Tekintsik a kdvetkezd eseményeket:
A: a valasztott termék hibas
B4: a valasztott termék az 1. gépen készult

Bo: a valasztott termék a 2. gépen késziilt
B3: a valasztott termék a 3. gépen késziilt
B4: a valasztott termék a 4. gépen késziilt
A B1, Bo, B3, B4 események teljes eseményteret alkotnak, hisz egymast kizardak és dsszeguk a

biztos esemény (egy munkadarab csak egy gépen késziil).
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A feladat szerint P(B 1 )=0,4, P(B 2)=0,3, P(B 3)=0,3 és P(B 4)=0,1.
Mi lehet P( A| B 1) ? Ez annak az eseménynek a valoszinlisége, hogy a termék hibas, feltéve, hogy
az 1. gépen készlilt. Mivel az 1. gép 5%-ban termel selejtet, ezért P( A| B 1 )=0,05 . Hasonléan P(
A|B 2)=0,08, P(A|B3)=0,1 és P(A|B4)=0,1.
igy felirhatjuk a teljes valésziniiség tételét:
P(A)=Yi=14P(AIBi)P(Bi)=P(AB1)P(B1)*P(A|B2)P(B2)*P(A|B3)-P(B3
*P(A|B4)-P(B4)=
0,05-0,4+0,08-0,3+0,1-0,2+0,1-0,1=0,074
Tehat a veletlenszer(ien kivalasztott termék 0,074 valoszinliséggel hibas.

22.2. Eltévedtink a piacon. A kdzeliinkben négy ruhaarus, egy Ujsagos és két viragarus van. A tawol-
keleti runakat menedzsel6k 0,6 valészinlséggel tudjak megmondani a helyes iranyt, a viragarus
nénik 0,7 valészinlséggel, Jozsi bacsi, az Ujsagos szinte biztosan, 0,95 valoszinliséggel. Mekkora
a valészinlisége, hogy helyes utbaigazitast kapunk, ha a kézllik véletlenszeriien kérdeziink meg
valakit?

Megoldas: Tekintsik a kovetkezd eseményeket:
A: jo utra téritenek

B1: valamelyik ruhaarustél kérdezlnk

Bo: valamelyik viragarustol kérdeziink

B3: Jozsi bacsit kérdezzuk

Osszesen 4+2+1=7 arus van a kérnyéken. Annak a valészinlisége, hogy ruhaarust vélasztunk: P( B
1)= 47 ; hogy viragarust valasztunk P(B 2 )= 2 7 ; hogy Joézsi bacsit valasztjuk P(B3)=17 . A
feladat szbvege szerint annak a valoszinlisége, hogy helyes Utbaigazitast kapunk feltéve, hogy
ruhaarustol kérdezink: P(A| B 1)=0,6 . A tébbi: P(A| B 2 )=0,7 és P(A|B 3)=0,95.

irjuk fel a teljes valésziniiség tételét:
P(A)=P(A|B1)P(B1)+*P(A/B2)-P(B2)+P(A|B3)-P(B3)=0,6-47+0,7-27+0,95-17
= 4,757 =0,678

Vagyis 0,678 valoszinlséggel kapunk helyes utmutatast.

22.3. Egy rekeszben (20 lveg) fele-fele aranyban van barna és vilagos sor. Az lvegeket
Vletlenszerlien valasztva elkezdjuk pusztitani a készletet. Mi a valoszinlisége, hogy a harmadik
kivett Gveg barna nedit tartalmaz?

Megoldas: Tekintsik a kovetkezd eseményeket:
A: a 3. Uvegben barna sor van
B1: a 3. sor elbtt 10 vilagos és 8 barna sor van a rekeszben

Bo: a 3. sor el6tt 9 vilagos és 9 barna sor van a rekeszben
B3a: a 3. sor el6tt 8 vilagos és 10 barna sor van a rekeszben
C1: elsére vildgos sort valasztunk

Co: masodikra vilagos soért valasztunk

C 1 : els6re barna sort valasztunk
C 2 : masodikra barna sort valasztunk
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B4, B2, B3 teljes eseményrendszert alkotnak. Fejezzlk ki ezeket C1 és Co-vell

P(B1)=P(C1 -C2 )=P(C2 |C1 )P(C1 )=919-1020=938

P(B2)=P(C1-C2 +C1 -C2)=P(C1-C2 }MP(C1 -C2)=P(C2 |C1)P(C1
#P(C1 |C2)P(C2)=1019-1020+ 1019 - 10 20 = 20 38
P(B3)=P(C1-C2)=P(C2|C1)P(C1)=919-1020=938
P(A|B1)=818,P(A|B2)=918,P(A|B3)=1018
P(A)=5>i=13P(A/Bi)P(Bi)=818-938+918-2038+ 1018 -938=8+20+1076=12
(Megjegyzés: Az eredmény nem meglepd, ha belegondolunk.)

22.4. Egy éviolyamon a lanyok 0,7, a fiuk 0,6 valészinliséggel vizsgaznak sikeresen egy bizonyos
targybol. Mi lehet az évfolyam szazalékos Osszetétele, ha tudjuk, hogy az éviolyam 63%-a vizsgazik
sikeresen?

Megoldas: Tekintsik a kovetkezd eseményeket:

A: sikeresen vizsgazik egy hallgaté P( A )=0,63

B1: egy \Véletlenszeriien valasztott hallgaté lany P(B 1 )=p
Bo: egy letlenszerlien valasztott hallgaté fiu P(B 2 )=1-p
P(A|B 1)=0,7

P(A|B 1)=0,7

A teljes valészinliség tételét alkalmazva:
P(A)=P(A|B1)-p+tP(A|B2)-(1-p)= 0,63=0,7-p+0,6-( 1-p )= 0,03=0,1-p=
p=0,3

1-p=0,7

Vagyis az évfolyam 30%-a lany, 70%-a pedig fiu.

22.5. Egy Uzemben 3 gépsor gyartja ugyanazt a terméket. Az els6 a termékek 30%-at, a masodik
az 50%-at, a harmadik a 20%-at adja. Az els6én készult termékek 5%-a, a masodikon készultek
7%-a, a harmadikon késziltek 3%-a selejt. Mekkora annak a val6szinlisége, hogy egy
véletlenszerlien kivalasztott selejtes termék az els6 gépsoron késziilt?

Megoldas: Tekintsik a kdvetkezd esemeényeket:
A: a termék selejtes
B4: a termék az 1. gépsorral készult

Bo: a termék a 2. gépsorral készdlt

B3: a termék a 3. gépsorral készdilt

igy a feladatban megadott valészinliségek:
P(B1)=0,3,P(B2)=0,5,P(B3)=0,2.
P(A|B 1)=0,05, P(A|B2)=0,07, P(A| B 3)=0,03.

Ezekre alkalmazva a Bayes-tételt:
P(B1/A)=P(AIB1)P(B1)>i=13P(A|Bi)-P(Bi)=0,05-0,30,05-0,3+0,07-0,5+0,03-0,2
= 0,015 0,015+0,035+0,006 = 0,015 0,056 = 15 56 =0,268 .

Tehat 0,268 a valoszinlsége, hogy egy Véletlenszerlien kivalasztott selejtes termék az els6
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gépsoron készult.

22.6. Egy gyarban készilt termékek 70%-a masodosztalyu, 30%-a els6 osztalyu. A termékek
mindsitésekor a kovetkezé hibat kovetik el: els6 osztalyu terméket 5% valoszinliséggel mindsitenek
masodosztalyunak, masodosztalyu terméket 2% valdszinliséggel minésitenek elsé osztalyuva. Mi a
valdszinlisége annak, hogy egy els6 osztalyunak mindsitett termék valéban elsé osztalyu?

Megoldas: Tekintsiik a kovetkezd eseményeket:
B1: a termék els6 osztalyu

B2: a termék masodosztalyu

A: a terméket els6 osztalyunak mindsitik
A valészinlségek:

P(B1)=0,3

P(B 2)=0,7

P(A| B 1)=1-0,05=0,95

P(A| B 2)=0,02

Ezekkel a Bayes-tétel:
P(B1JA)=P(AIB1)P(B1)P(A|B1)-P(B1)*P(A|B2)-P(B2)=0,95-0,3
0,95-0,3+0,02-0,7 = 285 299 =0,953 .

Tehat 0,953 a valészinlsége annak, hogy egy els6 osztalyunak mindsitett termék valdban elsé
osztalyu.

22.7. Négy doboz mindegyikében 4 goly6 van, melyek kézll rendre 1, 2, 3, 4 piros. Kivalasztunk
egy dobozt és abbdl visszatevéssel haromszor huzunk. Azt talaljuk, hogy mindharom kihuzott golyo
piros. Mi a valdsziniisége, hogy a dobozban levb golyok kozil éppen kettd wolt piros?

Megoldas: Tekintsik a kdvetkezd esemeényeket:
A: mindharom kihuzott goly6 piros.

B1: az 1. dobozt valasztjuk P(B 1 )= 14

Bo: a 2. dobozt valasztjuk P(B 2 )=14

B3: a 3. dobozt valasztjuk P(B 3 )=14

B4: a 4. dobozt valasztjuk P(B 4 )= 14

Az 1. dobozban 1 db piros goly6 van, a 2.-ban 2, a 3.-ban 3, a 4.-ben pedig 4.

Annak a valészinlsége, hogy egy huzasra az 1. dobozbdl piros golyét huzunk: 1 4 .
Annak a valészinlisége, hogy egy huzasra a 2. dobozbdl piros golyét huzunk: 2 4 .
Annak a valészinlisége, hogy egy huzasra a 3. dobozbdl piros golyét huzunk: 3 4 .

Annak a valészinlisége, hogy egy huzasra a 4. dobozbdl piros golyét huzunk: 4 4 .

Annak a valészinlsége, hogy haromszor egymas utan huzva piros golyét huzunk:
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az 1. dobozbdl: (14 )3 =P(A|B1);

a 2. dobozbdl: (24 )3 =P(A|B2);
a 3. dobozbdl: (34 )3 =P(A|B3);

a 4. dobozbdl: (44)3=P(A|B4).

Ezekkel a Bayes-tétel:
P(B2|A)=P(AIB2)P(B2)>i=14P(A|Bi)P(Bi)=864-14164-14+864-14+27
64 -14+6464-14=81+8+27+64 = 8 100 =0,08 .

Tehat 0,08 a valészinlisége, hogy a dobozban lev$ golydk kozil éppen kettd wvolt piros.

22.8. Labdarugo edzésen jartunk. Tudjuk, hogy a résztvevd 20 jatékos kozll a csatarok (5 f6) 0,9
valészinliséggel, a kozéppalyasok (7 f6) 0,8, a veddk (6 f6) 0,75, a kapusok (2 f6) 0,7
valoszinlséggel 16vik be a buntetét. Latunk egy jatékost, aki kihagyja a buntetéjét. Mi a
valészinlisége, hogy 6 csatar?

Megoldas: Tekintsiik a kovetkezd eseményeket:
A: ajatékos kihagyja a buntetét.
B1: a wletlenszerlien valasztott jatékos csatar, P(B 1 )= 5 20 =0,25

Bo: a weletlenszerlien valasztott jatékos kdzéppalyas, P(B 2 )= 7 20 =0,35
B3: a véletlenszerlien valasztott jatékos védé, P(B 3 )= 6 20 =0,3

B4: a életlenszerlen valasztott jatékos kapus, P(B 4 )= 2 20 =0,1

P(A| B 1)=1-P( beltvi| B 1 )=1-0,9=0,1

Hasonléan:

P(A|B 2)=1-0,8=0,2,
P(A| B 3)=1-0,75=0,25,
P(A|B 4 )=1-0,7=0,3 .

Alkalmazzuk a Bayes-tételt:
P(B1/A)=P(AIB1)>i=14P(A|Bi)-P(Bi)=0,1-0,250,1-0,25+0,2-0,35+0,25-0,3+0,3-0,1
=18=0,125

Tehat az ismeretlen jatékos 0,125 valosziniséggel csatar.

22.9. Egy kereskedd négy beszallitétdl kap arut. Az elsé a teljes aru mennyiségének a felét, a
masodiktdl a negyedét, a harmadiktdl és a negyediktdl egyarant a nyolcadat szerzi be. Tapasztalata
szerint a legnagyobb szallittdl kapott aru 60%-a elsd osztalyu, a tébbi masodosztalyd. A
masodiknal ez az arany 50-50%, a maradék ketténél 40-60%. A készletébdl valasztott aru mekkora
valészinliséggel lesz elsé osztalyu?

Megoldas: Tekintsik a kovetkezd eseményeket:
Bq: az arut az els6 szallité hozta

Bo: az arut a 2. szallitd hozta

B3: az arut a 3. szallité hozta
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B4: az arut a 4. szallité hozta

A: a valasztott aru elsé osztalyu

A feladat szovege szerint az els6 szallito a teljes mennyiség felét adja, tehat annak a
valészinlisége, hogy egy \eletlenszerlien valasztott aru téle szarmazik: P( B 1 )=0,5 . Hasonléan: P(
B 2)=0,25,P(B 3)=P(B 4)=0,125.

Az elsétdl kapott aru 60%-a elsé osztalyu, a tobbi masodosztalyu. Vagyis feltéve, hogy egy aru az
1. szallitétdl szarmazik, az 0,6 valészinlséggel els6 osztalyu. Tehat: P( A| B 1 )=0,6 . Hasonldan a
tébbire: P(A|B 2)=0,5, P(A|B3)=0,4, P(A|B4)=04.

Most mar felirhatjuk a teljes valoszinliség tételét:
P(A)=5>i=14P(A|Bi)-P(Bi)=0,6-0,5+0,5-0,25+0,4-0,125+0,4-0,125=0,525 .
Tehat a kereskeddtdl vett aru 0,525 valészinliséggel elsé osztalyu.

22.10. Az elébb emlitett kereskedd a reklamaciok miatt szeretné kideriteni, hogy egy
Vvéletlenszerlien valasztott masodosztalyu aru mekkora valdszinliséggel szarmazik az egyes
beszallitoktdl. Segitsink neki!

Megoldas: A kérdés az, mi annak a valészinlisége, hogy az aru az 1. (2., 3., 4.) szallitétol
szarmazik, feltéve, hogy masodosztalyu.

Hasznaljuk fel az el6z6 példa jeldléseit. Mivel csak elsd és masodosztalyu aru fordul eld, ezért A~
jeldli azt az eseményt, hogy az aru masodosztalyu. Ezek szerint a kovetkez6 valdszinliségeket kell
meghatarozni: P(B1|A ),P(B2|A ),P(B3|A ),P(B4|A ).

Az el6z6 példabdl ismertek az alabbi valésziniségek: P(B 1)=0,5, P(B 2 )=0,25, P(B 3 )=0,125,

P(B 4)=0,125, P(A )=0,525 , tehat P(A ~ )=1-P( A )=0,475 .

Mivel mindenki csak elsé vagy masodosztalyu arut hoz, ezért
P(A |B1)=1-P(A|B1)=04,

P(AT|B2)=1-P(A| B 2)=0,5
P(A~|B3)=1-P(A|B 3)=0,6,
P(A T |B4)=1-P(A|B 4 )=0,6

Most mar minden adott a Bayes-tétel alkalmazasahoz:

P(B1|A )=P(A |B1)P(B1)Yi=14P(A |Bi)-P(Bi)=0,4-05
0,4-0,5+0,5-0,25+0,6-0,125+0,6-0,125 = 0,2 0,475 =0,421

P(B2|A )=P(A |B2)P(B2)Yi=14P(A |Bi)P(Bi)=0,5-0,250,475=0,1250,475

=0,263
P(B3|AT)=P(AT|B3)P(B3)Yi=14P(A"|Bi)P(Bi)=0,6-0,1250,475 = 0,075 0,475
=0,158

P(B4|A )=P(A"|B4)P(B4)Yi=14P(A_|Bi)P(Bi)=06-01250,475 = 0,075 0,475
=0,158

Ellenorzo feladatok

1. feladat
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& Egy kozépiskolaban 4 érettségizé osztaly van. Az egyikben a tanul6k
negyede, a masikban fele, a harmadikban és a negyedikben 6tode
vizsgazott jelesre matematikabdl. Minden osztalyba ugyanannyian jarnak.
Mennyi a valészinilisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott érettségizo
diak jelesre vizsgazott?

) 0,2432
) 0,2500
) 0,2174

) 0,2875

2. feladat

¢ Egy iizemben 3 munkas szortirozza az elkésziilt termékeket. Az egyik 0,05
valésziniiséggel hibazik a mindésitéskor, a masodik és a harmadik rendre
0,03, illetve 0,02 valésziniliséggel. Egy 6ra alatt az elso6 atlagosan 28, a
masodik 36, a harmadik 42 terméket vizsgal meg. Ha az iizem termékei
koziil véletlenszeriien valasztunk egyet, akkor mi a valésziniisége, hogy

az hibas minodsitést kapott?
0,033
0,031
10,106

) 0,096

3. feladat

& Egy varosban a keres6képes lakossag 28%-a rendelkezik diplomaval. A
munkanélkiiliek aranya a diplomasok kozott 5,3%, a tobbiek kozott 7,8%.
Ha véletlenszeriien kivalasztunk egy embert, mekkora a valoszinlisége,
hogy 6 munkanélkiili?

) 0,0632
) 0,0655

70,0710
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) 0,0682

4. feladat

& Az el6z6 feladatban szereplé varosban talalkoztunk egy emberrel.
Megtudtuk, hogy nincs munkaja. Mi a valészinilisége, hogy rendelkezik
diplomaval?

10,234
0,838
0,280

) 0,209

5. feladat

& Egy nemzetkézi kézilabda-kupaban a legjobb nyolc ké6zé 1 magyar, 2
spanyol, 2 német, 2 orosz és 1 szlovén csapat jutott, vaksorsolassal
(kiemelés nélkiil) parositjak 6ket. A magyar csapat spanyol ellenféllel
szemben 0,2, némettel szemben 0,5, orosszal szemben 0,45, a szlovénnal
szemben pedig 0,7 valosziniiséggel szerepel sikeresen. Mi a
valdszinlisége, hogy tovabbjut a magyar garda?

0,428
) 0,462
) 0,264

) 0,356

6. feladat

& Feltéve, hogy a fenti magyar csapat tovabbjutott, mi a valésziniisége,
hogy orosz ellenfelet ejtett ki?

0,300
0,450

0,225
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0,150

7. feladat

¢ Feltéve, hogy nem jutott tovabb a magyar csapat, mi a valésziniisége,
hogy papiron nala erosebbtdl kapott ki?

(0,924
) 0,675
) 0,462

0,337
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