Formalis nyelvek és szintaktikus elemzésiik
— regularis nyelvek —

Filop Zoltan
Szegedi Tudomanyegyetem
Szamitastudoméany Alapjai Tanszék

— HOGYAN, MILYEN MODSZERREL ADHATO MEG PRO-
GRAMOZASI NYELVEK SZINTAXISA?

A legelterjedtebb médszer a gemerativ nyelvtannal torténd
szintaxis megadés.

Adjuk meg az A, B és C véltozokbdl, a 0 és 1 konstansokbdl,
a + ¢és a * miiveleti jelekbdl, valamint a ( és ) zarGjelekbol
felépithetd aritmetikai kifejezések szintaxisat!

llyenek példaul az A, 1, A+ 1, A+ B, Ax(B+ 1) aritmetikai
kifejezések.

Aritmetikai kifejezéseknek az A, B és C valtozd jelekbdl, a
0 és 1 konstans jelekbél, a + és x miiveleti jelekbdl a ( és a )
csoportosité jelekbdl, a

<kif > — <tag> | <kif >+ <tag>
<tag> — < fakt> | <tag>x < fakt >
< fakt > — (< kif >)| <walt > | < konst >
<walt> — A|B|C

< konst > — 0]1

szabélyok alkalmazdsdval felépithetd jelsorozatokat (szavakat)
nevezzik.

Ez egy generativ nyelvtan.

Levezetés:

< kif >

< tag >

< tag > *< fakt >

< tag > *(< kif >)

< tag > x(< kif >+ < tag >)

< tag > * (< tag > + < tag >)

< fakt > x(< tag >+ < tag >)

< fakt > x(< fakt > +< tag >)
< fakt > x(< fakt > + < fakt >)

L R




< fakt > x (< fakt > + < fakt >) Az A, B,C,0,1,+,%,( és ) jelekbél a1l aritmetikai kifejezés
<walt > *(< fakt >+ < fakt >) szintaxisa:

< walt > *(< valt > +< fakt >)
< walt > * (< valt > + < konst >) egy jelsorozat (vagy szd) akkor és csak akkor aritmetikai
A x (<walt >+ < konst >) kifejezés, ha a < kif >-bél a fenti szintaktikai szabdlyok
Ax (B + < konst >) alkalmazdsdval torténd levezetéssel megkaphato.
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Ax(B+1)

Roviden:
Jelolés: < kif >=* A% (B+1)

w sz6 aritmetikai kifejezés <& < kif >=" w.

Egy egyszerii programozasi nyelv, a PELDA szintaxisa: < kif > <tag > | < kif >+ < tag >

< tag > < fakt > | <tag > * < fakt >
< fakt > (< kif >)| <walt > | < konst >
< wvalt > A|B|C

< konst > 0|1

< program > < ut.lista > .
< ut.lista > <ut > | <ut>;<utlista >
< ut > < ert.ado > | <ifut> |
< whileut > | < blokk >
< ert.ado > <walt >=< kif >
< ifut > if < relacio > then < ut > else < ut >
< whileut > while < relacio > do < ut >
< blokk > begin < ut.lista > end
< relacto > < kif > < relaciojel > < kif >
< relaciojel > <|>|=1]#




Egy w jelsorozat akkor és csakis akkor szintaktikusan helyes
PELDA nyelvii program, ha < program >="* w.

[lyen példaul a kévetkezo jelsorozat:

A:=0;
while A < C' do
begin A .= A+ 1;
B:=Bx(,
end,
C=CxB.

Az elemzés alapkérdése:

— AMENNYIBEN ADOTT EGY PROGRAMOZASI NYELV
SZINTAXISA ES ADOTT EGY — EZEN A NYELVEN [ROTT —
PROGRAM, AKKOR HOGYAN TUDJUK ELDONTENI AZT,
HOGY AZ ADOTT PROGRAM ENGEDELMESKEDIK-E A
SZINTAXISNAK, VAGYIS SZINTAKTIKUSAN HELYES-E?

Roviden: igaz-e, hogy < program >=" w?
g , NOgy < prog

Fogalmak, jelolések

Abécé: szimbllumoknak egy tetszOleges véges, nemiires hal-
maza.

Példa: ¥ = {a, b}

3 dbécé feletti szo: egy ay . . . ay alaku sorozat, ahol k > 0 és
Q1,...,a; € 2.

Példa: a, b, aba, aababba, . . .

k = 0 eset: tures szonak nevezzik, jele .

Osszes szavak halmaza:
E*:{al...aﬂkzo, al,...,akEZ}
Példa: ¥* = {\, a,b, aa, ab, ba, bb, aaa, . . .}

Y =3 —{\} = {a,b,aa, ab, ba, bb, aaa, . ..}

Konkatendcio: az u,v € ¥* szavak egymas utan irdsaval ka-
)
pott uv € X sz6.
n
w' =0w. .0, w =\

Példa: ha u = abb, v = ba, akkor uv = abbba, ul = Au = u,
u3 = abbabbabb.




Ha w = xy, akkor z a w prefive, y a w suffize.
Példa: abb pefixei A, a, ab, abb, suffixei abb, bb, b, A

w hosszdt |w|-vel jeloljiik:

o |w|=0haw=A\,

o |w| =1+ |v| haw = av, valamely a € ¥ és v € L*-ra.
Példa: [A| =0, |a|] =1, |ab| = 2, |abb|] = 3.

k > 0 esetén L = {w € ¥ | |w| < k}.

Nyelv: ¥* tetszoleges részhalmazat X feletti nyelvnek ne-
vezzilk.

Példa: X = {a, b} esetén
Ly = {aa,bab, abba},
Ly ={w € ¥* | |w| pdros },

Ls = {\, ab, aabb, aaabbd, . ..} = {a"b" |n > 0}

Y feletti nyelvek.

Miveletek nyelvekkel: Ly, Ly C X* nyelvek esetén Ly U Lo,
L1 N Ly a halmazelméleti mitveletek, tovabba

o L, =X*"— L, az L komplementere,
o LiLy={uv|u€ L1,v € Lo} az Ly és Ly konkatendcidja,
o L’{ = {)\} U L1 U L1L1 U L1L1L1 U...az L1 z'tem’ltja.

Megjegyzés: A € L*, minden L nyelv esetén, tovabba
0" = {\}.

Generativ nyelvtan: egy G = (N, X, P, S) négyes, ahol:

o N egy abécé, a nemtermindlis abécé,

o X egy abécé, a termindlis (befejezd, végsd) dbécé, amire
NN =0,

oS €N akezdd szimbdlum (vagy start szimbdlum),

e P pedig @« — [ alakd an. dtirdsi szabdlyok véges hal-
maza, ahol o, € (N U X)* és a-ban van legalabb egy
nemtermindlis betii.

(v a szabély bal oldala, 8 a jobb oldala.)

Példa: G = ({S, A}, {a, b},
{8 — aAb,aA — aaAb, A — A}, S) egy nyelvtan.
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Kozvetlen levezetés (derivdcid)

tetszoleges v,d € (N U X)* esetén v =g 0, ha van olyan
a — (3 € P szabély és vannak olyan o/, 3’ € (N UX)* szavak,
amelyekre fenndllnak, hogy v = o’af’, § = o/4'.

Példa:
baAAa =g baaAbAa az aA — aaAb szaballyal

baaAbAa = ¢ baaAba az A — X szabéllyal

Levezetések:

a =¢ B egy 1épés

a=%B:n>0 lépss (=% 0e a=p)

a =5 B legaldbb egy 1épés
a ={ [f: valamennyi (esetleg 0) 1épés

Ha nem okoz félreértést, = ¢ helyett =-t irunk.

Példa:

S = aAb = aaAbb
= aaaAbbb = aaabbb

Tehat: S =* aaabbb, S =% aaabbb, S =* aaabbb mind
teljestilnek.

Tovébba: aAb = aaAbb, aAb =2 aaaAbbb, tehit aAb =*
aaAbb, aAb =* aaa Abbb.




G = (N, X, P, S) nyelvtan dltal generdlt nyelv:

L(G)={ueX"|S = u}.

AG=({S,A},{a,b},
{S — aAb,aA — aaAb, A — A}, S) példéban

L(G) = {a"b" |n > 1}.

AG=(N,2,PS)é G'=(N',%, PS5 nyelvtanok
ekvivalensek, ha L(G) = L(G').

Példa: G, = (N, %, P, S), ahol
o N ={K,T,F},
oS = {+on()a}
e S=K,
o P={
-K—-K+T, K—-T,

-T—-TxF,T—F
-F— (K), F —a}.

Ekkor L(G,,) az a-bdl valamint a (, ), + és * jelekb6l képezhet
aritmetikai kifejezések halmaza.

Jelolések:

e Az a, b, ¢, d szimb6lumok ¥ elemeit,

eaz A, B,C, D, S szimbélumok NN elemeit,

oaz U V. W, XY, Z szimbolumok N U ¥ elemeit,
e az o, 3,7, § szimbGlumok (N U X)* elemeit,

e és az u, v, w, x,y, z szimbdlumok >* elemeit

fogjék jelolni.

Chomsky nyelvosztilyok
A G =(N,%, P,S) nyelvtan

o 0 tipust (vagy kifejezés struktirdji), ha rd semmilyen
korlatozés nincs.

e 1 tipust (vagy kérnyezetfiiggd), ha P-ben minden szabély
aAp — adf alaki, ahol § # A. Kivétel, az S — A szabdly,
ekkor azonban az S nem szerepelhet semelyik szabaly jobb
oldalan.

o2 tipusu (vagy kdrnyezetfiggetlen), ha P-ben minden

szabdly A — « alaku.

3

e 3 tipusu (vagy reguldris, vagy jobblinedris), ha P-ben min-
den szabédly A — zB vagy A — z alaki.




Egy L C >* nyelvet ¢ tipusinak mondunk, ahol 0 <4 < 3, ha
van olyan 4 tipusi G = (N, X, P, S), nyelvtan, ami éppen L-t
generdlja, tehat amire L = L(G).

Az i tipusi nyelvek osztélyat L;-vel jeloljiik.

A Chomsky nyelvhierarchia:

L3 C L, C L CL Nyelvtanok

és erGsebb alakja:

£3C£2C£1C£0.

Véges automata

(g a) ={aqv,-- - an}
Az M = (Q,%,6,q, F) rendszert nemdeterminisztikus au-

tomatdnak nevezzik, ahol:
- @ egy nem iires, véges halmaz, az dllapotok halmaza,
-2 egy abécé, az input dbécé,
-qo € Q a kezdd dllapot,
- F C @ a végdllapotok halmaza,
-0:Q x X — P(Q) egy leképezés, az dtmenetfiggvény.




M konfigurdcidinak halmaza: C = Q X ¥*. A (q,a1...ay)
konfiguracié azt a jelenti, hogy M a ¢ allapotban van és az
ap - .. a, sz0t kapja inputként.

Atmeneti reldcio:
(q,w), (¢',w") € C esetén (q,w) Fy (¢, w') ha w = aw',
valamely a € Yrra és fenndll a ¢ € d(g, a) tartalmazés.

w) s (¢, w'), egy 1épés

/! /

q,

; (' w'), n >0 1épés
(¢, w'), legalabb egy 1épés
1 (' w')

/!

q,

"), valamennyi (esetleg 0) 1épés

Az M = (Q, %, 0, qo, F) automata altal felismert nyelven az
L(M) ={w € £*| (g, w) Fy; (¢, A) valamely ¢ € F-re}

nyelvet értjuk.

Szavakkal: go-bél a w hatasara elérheté valamely ¢ € F
végallapot (ugyanakkor esetleg nem végéllapotok is elérhetk).

Példa: M = (Q, %, 9, qo, F') egy automata, ahol

¢ Q= {9, 0,0 a3},
oY = {a,b},
o '={g},
e tovabba
_6((]07 )
- (5 q1, CL)
)
)

(
-0(q2, @
(

90, q1}, 0(q0,0) = {qo},
5(q1,b) = {2},

B}, 5(@2, b) =0,

(g3,0) = {as}-

{
0,
{
3(
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L(M) = {uabav | u,v € *}, tehdt M pontosan azon L*-beli
szavakat ismeri fel amelyekben elofordul az aba rész-sz6.

M nemdeterminisztikus!

e Eoy M = (Q,%, 6, q, F) automata determinisztikus, ha
teljestil, hogy minden ¢ € Q és a € 3 esetén a §(q, a) halmaz
legfeljebb egyelemi.

determinisztikus
automata

Tétel A determinisztikus automatakkal felismerheté nyelvek
osztélya megegyezik a nemdeterminisztikus automatakkal fe-
lismerhet6 nyelvek osztélyaval.

Bizonyitds. a) Ha egy nyelv felismerhetd determiniszti-
kus automataval akkor felismerheté nemdeterminisztikus au-
tomataval is.

b) Forditva: legyen M = (Q, 3, 9, qo, F') egy nemdeterminisz-
tikus automata. Megadunk egy M’ = (@', %, ¢, q(, F') deter-
minisztikus automatést, amelyre L(M') = L(M).




M =(Q.%3,¢,q, F'), ahol

e Q'=PQ)(={S|S5SCQ}),
* g = {0},
o F'={SCQ|SNF#0},

e (' XX — Q az aleképezés amelyre tetszoleges S € Q'
és a € Yesetén §'(5, a) = U,e56(q, a).

Az L(M') = L(M) bizonyitasa:

vegyunk egy w = ay . .. a; szét.




Az M = (Q,%, 6, qy, F) automata teljesen definidlt, ha tel-
jesiil, hogy minden g € @ és a € ¥ esetén (g, a) legalabb egy
elemi.

A teljesen definidlt automatdk minden szét végig tudnak ol-
vasni, mivel minden (g, az) alaki konfigurdcijukra van le-
galabb egy rakovetkezo konfigurdcio.

Tétel. Tetszbleges M = (Q, X, d, qo, F) automatdhoz megad-
haté olyan M' = (Q', %, 4", qo, F') teljesen definidlt automata,
melyre L(M) = L(M").

Bizonyitas. Legyen Q' = QU {q.}, ahol ¢. € Q, vagyis egy
Uj llapot (a "csapda” allapot).
Tovabba, minden g € @Q és a € ¥ esetén, legyen

’ _ [ 6lg,a) ha d(q.a) #0
8(g,a) = { {¢.} ha &(qg,a)=0.
Végiil, minden a € Y-ra, legyen 0'(q., a) = {q.}.

Regularis kifejezések és nyelvek

Egy ¥ dbécé feletti reguldris kifejezések halmaza a (X U
{0, (,),+, *})* halmaz legsziikebb olyan U részhalmaza, ame-
lyre az aldbbi feltételek teljesiilnek:

(i) az O (dthuzott nulla) szimbdlum eleme U-nak;

(ii) Minden a € ¥-ra az a szimb6lum eleme U-nak;

(111) Ha Ry, Ry € U, akkor (Rl) + (RQ), (R])(RQ), és (Rl)* is
elemei U-nak.

Példa: Legyen . = {a,b}. Akkor példaul a (0)*, ((a) + (b))*
és ((a)(b))((a)*), X feletti reguldris kifejezések.
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Az R reguldris kifejezés dltal meghatdrozott (reprezentdlt)

|R| nyelvet a kovetkezOképpen definialjuk:

(i) Ha R = () (athuzott nulla), akkor |R| = () (iires nyelv);
(ii) Ha R = a (mint szimbdlum), akkor |R| = {a} (mint nyelv);
(iii) a) Ha R = (Ry) + (Ry), akkor |R| = |Ry| U |Ryl;

(iii) b) Ha R = (Ry)(Ry), akkor |R| = |R1||Ral;
(iii) ¢) Ha R = (Ry)*, akkor |R| = |Ry|*.

Egy L C >* nyelv reguldris, ha van olyan 3 feletti R reguldris
kifejezés, melyre |R| = L




Példa Megallapodas: a prioritési sorrend legyen *, konkatendcio, +.

Tovabbé: U és konkatendcid aszzociativ

o (@] =10 =07 = {A};

- . « . . Akkor a reguléris kifejezések zardjelezése egyszertisitheto:
o |((a) + (0)"] = (@) + B)]" = {a} U {b}]" = {a, b} ¢ J

| * :
e [(@®)@)] = [(@6)l@] = [@I®)l@F = e ett (0t 0y

{a}{b}({a}) = b ) helvett aba*
{ab}{\, a,aa,...} = {ab,aba,abaa,...}. (@)(®)((@)") belyett aba

vagy
(a + b)*aba(a + b)*, a(a + b)*b(a + b)*a, sth.
Tehat a {A}, {a,b}* és {ab, aba,abaa, . ..} nyelvek regularis
nyelvek.

Példak reguldris nyelvekre Tovabbi példék: ¥ = {a,b}

Tétel. Minden véges nyelv reguldris. a) L = {uabav | u,v € ¥} (w € L < w-ben eléfordul az
Bizonyitas. Legyen L = {z1,...,x,}, n > 1. Akkor aba 1és7-s70)
L = |R|, ahol reguléris, mert L = |(a + b)*aba(a + b)*|

R=R +...+R, b) L = {aubva | u,v € ¥*} (w € L < w a-val kezdédik és
végzédik és van benne legaldbb egy b)

reguldris, mert L = |a(a + b)*b(a + b)*al.

ha z; =a;, ... iy,

o ail...aini
RZ_{(D* ha z; = \.




Tétel. A regularis nyelvek zartak az U, a konkatendcio és a *
miveletekre.
(Ha Ly, Ly regularis, akkor Ly U Ly, Ly Ly és L is regulérisak.

Bizonyitas. Triviélis, ezért csak az U-t bizonyitjuk.

Ha L;, Ly regularisak, akkor vannak olyan Ry, Ry reguléris
kifejezések, melyekre Ly = |Ry| és Ly = | Ral.

Legyen R = Ry + Rs.

Ekkor |R| = |R1+R2| = |R1| U |R2| = LU Ly, tehat LU Lo
is reguldris.

Tétel. Tetszoleges 3 abécé esetén
(1) a X feletti reguléris nyelvek osztdlya,
(2) a X feletti 3-tipusu nyelvek osztalya,

(3) a X feletti automatéval felismerhetd nyelvek osztalya,

egymassal megegyeznek.

Bizonyitas.
1. Lemma: (1)

2. Lemma: (2)
3. Lemma: (3)

Akkor (1) = (2) = (3).

1. Lemma. (1) C (2): Tetszéleges, ¥ feletti L regularis
nyelv generalhato 3-tipusu nyelvtannal.

Bizonyitas. Az L-et reprezentdlé R regularis kifejezés
struktiraja szerinti indukciéval.

Az indukci6 alapja.

(i) R=0 Ekkor L = |R| = 0, mely generdlhaté a G =
({S},%,0,S) 3-tipust nyelvtannal.

(i) R =a, a € ¥ Ekkor L = |R| = {a}, mely generdlhaté a
G = ({S},%,{S — a}, S) 3-tipusi nyelvtannal.

Indukeids 1épés.

(iii) a) R = (Ry) + (Ro)
Ekkor L = |R| = L1 U Ly, ahol Ly = |Ry| és Ly = |Ry|.

Indukeids feltevés: L; generalhaté a G; = (N;, %, P, S;) 3-
tipust nyelvtannal, s = 1,2. (N3 N Ny = 0.)




Akkor L generalhaté a
G=(M UNQU{S},E,Pl UuprU {S — 5,8 — SQ},S)
3-tipusi nyelvtannal, ahol S egy 1j szimbdlum.
S=5w
akkor és csak akkor, ha

S =¢, wvagy Sy =(, w.

Indukcios 1épés.

(iii) b) R = (11)(R)
Ekkor L = |R| = Ly Ly, ahol Ly = |Ry| és Ly = | Rs|.

Indukcids feltevés: L; generdlhaté a G; = (N;, %, P;, S;) 3-
tipust nyelvtannal, i = 1,2. (N3 N Ny = (.)

Akkor L generdlhaté a G = (N1UNy, 2, P, S1) 3-tipusi nyelv-
tannal, ahol P a legsziikebb olyan szabalyhalmaz amire tel-
jesiilnek a kovetkezo feltételek:

-HaA— zB € P, akkor A — zB € P,
-Ha A — z € Py, akkor A — x5, € P,

- P, minden eleme P-nek is eleme.

S1 :>E1 wy és Sy :>*Gz Wo
akkor és csak akkor, ha

St :>Z~ w15y =>E WW3.

Indukcios 1épés.

(iii) ¢) R = ()"
Ekkor L = |R| = L%, ahol Ly = |Ry|.

Indukeids feltevés: Ly generdlhaté a G = (N1, %, Py, S1) 3-
tipusu nyelvtannal.

Akkor L generdlhaté a G = (NJU{S}, X, P, S) 3-tipusi nyelv-
tannal, ahol S egy 1j szimbdlum, P pedig a legsziikebb olyan
szabalyhalmaz amire teljesiilnek a kévetkezo feltételek:




-S—=5,5—=XeP,
-HaA—zB € P, akkor A — zB € P,
-Ha A — z € P, akkor A — xS € P.

S =G A
S =¢S5 =5 wS =¢w (€ L)
’w1S =a w1$1 :>Zv w1w25 =G U/ﬂUQ(E L1L1)

wiwaS =G w1we ST ...

Tétel. Tetszoleges 3 abécé esetén

(1) a X feletti reguldris nyelvek osztélya,
(2) a ¥ feletti 3-tipust nyelvek osztalya,
(3) a X feletti automatéval felismerhet6 nyelvek osztélya,

egymassal megegyeznek.

Bizonyitas.
1. Lemma: (1)

2. Lemma: (2)
3. Lemma: (3)

Definicié. Egy nyelvtanban az A — B alaku szabdlyokat
lancszabalyoknak nevezziik.

Tétel. Minden G = (N, %, P,S) 3-tipusi nyelvtanhoz van
, 2, P S)

vele ekvivalens G’ = (N, 3,
nyelvtan.

lancszabalymentes 3-tipusi

Bizonyitas. Legyen G = (N, X, P, S) egy 3-tipusi nyelvtan.
a) Minden A € N-re szamoljuk ki az
Ny={BeN|A="B}

halmazt.

b) Konstrualjuk meg G’ = (N, X, P/, S)-t:

P =10,
Minden A € N-re,
minden B € Nyra, /«Ny={B € N |A="*B}x/
minden B — «a € P szabdly esetén:
Ha B — a nem lancszabély akkor

vegyiik fel az A — « szabélyt P'-be;

Ekkor L(G) = L(G’) lesz.




Példa lancszabalymentesitésre.

G:S— Alab, A— B|bA, B—bB|C|a, C —bb

Ng = {S,A,B,C}, Ny = {A,B,C}, Ny = {B,C} és
Ne = {C}.

G

~S — ab|bA|bB|a] bb
A —bA[bBlal|bb
_B—bB|bb|a
-C—bb

2. Lemma. (2) C (3): Minden 3-tipusi nyelv felismerhetd
automatéaval.

Bizonyitas. Legyen L egy 3-tipust nyelv és tegyiik fel, hogy
L = L(G), ahol G lancszabédlymentes 3-tipusi nyelvtan.

2.1. Lemma. Minden G = (N,%,P,.S) 3-tipusu
lancszabalymentes nyelvtanhoz megadhaté vele ekvivalens

G' = (N, %, P, S) 3-tipusii nyelvtan, tigy hogy P’-ben min-
den szabdly A — aB vagy A — X alaku, ahol A, B € N és
a € X.

2.2. Lemma. Minden olyan G = (N,%, P, S) 3-tipusi
nyelvtanhoz melynek csak A — aB vagy A — X alaki
szabalyai vannak megadhato6 olyan

M =(Q,%, 6, q, F) automata, amelyre L(M) = L(G).

2.1. Lemma. Minden G = (N,%,P,S) 3-tipusi
lancszabalymentes nyelvtanhoz megadhaté vele ekvivalens
G = (N, %, P, S) 3-tipusti nyelvtan, tigy hogy P’-ben min-
den szabdly A — aB vagy A — X\ alaku, ahol A, B € N és
a€X.

Bizonyitas. Konstrudljuk meg P’-t a kidvetkezéképpen:

(i) Minden A — aB vagy A — X alaki P-beli szabalyt
vegylnk fel P'-be.

(ii) Minden A — a; ... a,B, P-beli szabély esetén (ahol n >
1,ai,...,a, € %) vegyik fel P-be az

)
A— CL1A1, A1 — CLQAQ, . ,An,1 — CLnB
szabalyokat, ahol Aj,...,A,_1 U nemtermindlis szimbo-
lumok.

(ili) Minden A — ay...a,, P-beli szabdly esetén (ahol n >
1,a1,...,a, € %) vegyiik fel P-be az
A= aAy, Al — ady, o Ap — apAn Ay — A

szabéalyokat, ahol Ay, ..., A, 1j nemterminalisok.

Legyen N’ = N U { {ij nemterminalisok }.




Minden A € N-re és w € Y*ra

A =, w akkor és csak akkor, ha A =7 w.

Ugyanis

A —ay...a,B € P akkor és csak akkor, ha

A=sg Al =g ... =ga...aq, 1A, 1 =g ar...a,B
és

A—aj...a, € P akkor és csak akkor, ha

A = a1 Ay =>q .. =>g a1 .. anA, =q Q1 ... Q.

Az A = S valasztassal kapjuk, hogy L(G) = L(G").

Példa a szabélyok szétdarabolasara

G: abA | bB
bbB | A
ab | bA

CLAl, Al — bA S — bB
bAy, Ay — BB, A — A
aAg, A3 — 171447 A4 — A
bA

2.2. Lemma. Minden olyan G = (N, %, P,S) 3-tipusu
nyelvtanhoz melynek csak A — aB vagy A — A alaku
szabélyai vannak megadhaté olyan

M =(Q,%, 6, q, F) automata, amelyre L(M) = L(G).

Bizonyitas. Konstrualjuk meg M-et a kovetkezéképpen:
Q=N
~q =25,
-F={Be N|B— \¢e P},
-minden A € N és a € X esetén legyen
d(Aya)={Be€ N|A— aB € P}.

M-ben:

A—aBeP




Ekkor minden n > 1, A, B € N és w € ¥* esetén

A =¢ wB akkor és csak akkor ha (A, w) Fy, (B, ).

A =G a1A1 =G ...=~>ga... anflAnfl =G a .. .a,B

akkor és csak akkor, ha

(A,a1 .. .Cl,n) l_M (Al,CLQ. ..an) '_M ce }_M (B,)\)

Az A= S, B € F valasztassal adédik, hogy L(M) = L(G).

A G’-hoz tartozd

automata

b

><i&b@

@——-@

Tétel. Tetszoleges X abéeé esetén

(1) a ¥ feletti regularis nyelvek osztélya,
(2) a 3 feletti 3-tipusi nyelvek osztdlya,

(3) a ¥ feletti automatéval felismerhetd nyelvek osztélya,

egymassal megegyeznek.
Bizonyitas.
1. Lemma: (1)

2. Lemma: (2)
3. Lemma: (3)

Lemma 3. (3) C (1): Minden, automatéval felismerhetd
nyelv regularis. (S. C. Kleene tétele, 1956.)

Bizonyitds. Legyen L = L(M), ahol M = (Q, %, 4, qo, F)
determinisztikus automata. Megmutatjuk, hogy L reguléris.

Tételezziik fel, hogy Q = {1,...,n} és qo = 1.

Minden 0 < k < nés 1 < 4,5 < n esetén definidljuk a
LEI? C ¥* nyelvet a kévetkezSképpen:




p€ L & (,2) iy () &
minden (i, ) =3, (', 2") B3, (7, A) esetén

i'e{l,... .k}

— (n)
L) = J Ly
jEF
és a regularis nyelvek zartak az egyesitésre, elegendé megmu-
tatni, hogy minden j € F-re,

az Lgnj) nyelv regularis.

il

Tobbet bizonyitunk: minden 0 < k < mn-raés1 <1i,5 < n-re

Ll(-? reguldris.
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LZ( j) reguléris: k szerinti indukcid.

k=0:

L(o_):{{a62|6(i,a)—j}, ha i # j
B {a € Z|0(i,a) =7} U{A}, hai=7j.

a1

Mindkét esetben Lff_’j) véges, tehat regularis.
k=k+1

1,7)L;7 regularis = 1,7)L; " regularis
i, i Lz(i) lri Vi i L§5+1) lri

El6szor azt bizonyitjuk be, hogy

)*L(k)

k+1 k k k
L = Lo (i W

i,j i,j i.k’+1( k+1,k+1




oL

Wor® U

k 3 k ey (k k+1 Y k+1
a) L;j) U Lg,k’)+1(L§c+)1,k+l) b - LZ(-; ) nyilvanvald b) LE; ) CL; it (Dt et

k+1,
k+1 k
Haz € LEJ )., akkor vagy x € LE,’) vVagy T = ToT]...TtTiil,
. % k ,
ahol t > 1és xg € L§A3+1, Ti,..., T € LA(H)LkH s wpy1 €

(k) (k)
Litian L

k
L1(<+)1,k~+1

k= k+1: (Vi,j)L,(;? reguldris = (Vz’,j)Lg;H) reguléris Tétel. Tetszoleges X abécé esetén

Megmutattuk, hogy (1) a X feletti reguléris nyelvek osztdlya,

(2) a X feletti 3-tipusi nyelvek osztélya,
L(kal) _ L(k) U L(k) (L(k) *L(k) : ‘ : ”y ‘
i i it (Lt ) L - (3) a X feletti automatéval felismerhetd nyelvek osztdlya,

1) Indukeids feltevés: LEkj) ,Lgﬁg +17L1(c]21,k 41 68 Ll(c]le,j re- egymassal megegyeznek.

guldrisak. Bizonyitas.

2) A reguldris nyelvek zdrtak az U, konkatendci6 és * 1. Lemma: (1) (2)
miiveletekre. . 2. Lemma: (2)
)+2) = L(J’.H) is reguldris. 3. Lemma: (3)

i

Tehdt L(M) = U, e Lgn]) is regularis. Tehdt (1) = (2) = (3).




Lemma. (Pumpélé lemma reguldris nyelvekre.) Minden L C
¥* reguldris nyelv esetén megadhato olyan (L-t6l fiiggd) & > 0
egész szam, hogy minden w € L-re, ha |w| > k, akkor vannak
olyan wy, wq, ws € ¥* szavak, melyekre teljesiilnek az alabbi
feltételek:

1) w = wywows,
2)0 < |wy| <K,

3) minden n > O-ra, wywiw; € L.

(Sziikséges feltétele annak, hogy egy nyelv reguldris legyen.)

Bizonyitas. Mivel L regularis, van olyan M =
(@, %, 9, qo, F') determinisztikus automata, melyre L = L(M).

Legyen k = ||Q|| (Q elemeinek a szdma), ez a k j6 lesz.

Vegylink egy w € L sz6t gy, hogy |w| > k. Akkor w =
a1ay . .. ay, ahol k' > k és vannak olyan q1, ¢, ..., qv € Q
allapotok, melyekre

(QO7a1---ak') F (ql,ag...ak/)
H (q2, as. .. CLk/)

t (qk‘/fla a/k‘/)
F (qk‘/7 )\)7
tovabba qy cF.

Mivel ¥ > k = ||Q]], van olyan 0 < 4, j < k' szdmpdr, melyre
i < jés g = q;. Tovabba ¢ és j vélaszthatok gy, hogy a
gi+1, - - -, q; sorozatban mar nincsenek megegyezé elemek.
Legyenck wy = ay ... a;, Wy = Giy1 ... G5 €S W3 = Qjp1 ... Q.
(Ha i = 0 akkor wy = A, ha j = k" akkor w3 = A)

Minden n > O-ra wywyws € L:

Lemma. Az L = {a"V" |n > 0} nyelv nem reguldris.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy igen (indirekt bizonyités).
Legyen k pumpald lemma szerint az L-hez tarozd szam, és
vegyiik a w = b sz6t (|w| = 2k > k).

Akkor a*b* = wywqws és minden n > O-ra wiwiws € L.

a) wsy csak a betlikbdl all. Ekkor a wywowows széban az a-k
szama nagyobb mint a b-k szama, tehat wywowows & L, 4.
b) wsq tartalmaz a betiiket és b betiiket is. Ekkor a wiwowqws
szoban a b betil megel6z a betiit, tehat wywowows & L, 4.

¢) we csak b betiikbdl 4ll. 4, ugyanigy mint az a) esetben.
Mindhédrom esetben %, tehdt az L = {a"b" |n > 0} nyelv nem
reguldris.




Tétel. L3 C Lo.

Bizonyitas.

a) L3 C L, mivel minden 3 tipust nyelvtan egytttal 2 tipusi
is.

b) L = {a""|n > 0} € Ly, mivel az S — aSb|A
szabélyokbdl allo kornyezetfiiggetlen nyelvtan éppen L-et ge-
neralja.

Ugyanakkor L & L.

Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Regularis miveletek: U, konkatendcio, *.

Tétel. A regularis nyelvek osztdlya zart a reguldris
miiveletekre.

Boole miiveletek: U; N, komplementer.

Tétel. A regularis nyelvek osztélya zért a Boole miiveletekre.

Bizonyitas. Az automatak direkt szorzata konstrukcioval.

Automatak direkt szorzata

Az Ml = (Qb 27 517 q1, Fl) és M2 = (Q27 Z; 527 42, FQ) tel-

jesen definidlt és determinisztikus automaték direkt szorzata

az M = (Q1 X Q2,%,0,[q1,q), F) automata, ahol minden

p1 € Q71 és po € (o allapot és a € X input szimbolum esetén
([p1, pa], @) = [61(p1, @), da(pa, a)],

tovabba F - Q1 X QQ.

Ekkor minden py, 71 € Q1, po, 12 € Q2 és x € ¥* esetében

([plapQ]vx) Fr ([7”1, TQ]’ )‘)
<~

(plvx) l_*lll (Th >‘) és (anZ') F?\Jg (T27/\)'

a) Ha F' = Fy x Fy, akkor L(M) = L(M;) N L(Ms). Tehét
ha L; és Ly felismerhetdk, akkor L1 N Lo is felismerheto.

b) Ha F' = Fl X (QQ — Fg), akkor L(M) = L(Ml) — L(MQ)
Tehat ha Ly és Lo felismerheték, akkor Ly — Lo is felismerheto.

Kovetkezmény: ha L felismerhetd, akkor I = ¥* — L is felis-
merheto.

C) Ha F = (Fl X QQ) U (Ql X FQ), akkor L(M) = L(Ml) U
L(Ms). Tehat ha Ly és Ly felismerheték, akkor Ly U Lo is
felismerheté. (Ujabb bizonyitas.)




Kornyezetfiiggetlen (cf) nyelvek
G = (N,%, P, S), minden szabdly A — « alaku

Korlatozds nélkiili derivdcid (levezetés):
oy = 0] = ... = Qyp

Bal olodali derivdcio
(i legbaloldalibb nemtermindlisét helyettesitjiik:

Q) =] 0] =] ... =] Oy
Jobb olodali derivdcio
(i legjobboldalibb nemterminalisét helyettesitjiik:

o) = O] = ... = Qp

Példék
A aritmetikai kifejezéseket generdlé G, nyelvtanban
= = IT'xF = FxF = Fx(K)

= = T'sxF = FxF =, axF
=, T =, T«xF =, Tx(K) =, T*x(K+1T)

Ha « olyan, hogy S =* a (S =} a, S =} «a), akkor a
mondatforma (bal mondatforma, jobb mondatforma).

derivacios fak: K =* Fx (K), K =" (a + a)
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Az X € (NUZY) gyokeri derivacids fak halmaza a legsziikebb
olyan Dx halmaz, amelyre

(i) Az a fa, amelynek egyetlen szogpontja (vagyis csak gyokere)
az X, eleme Dy-nek. (Ezt a fat X-szel jeloljik.)

(i) Ha X — X € P, akkor az a fa, amelynek gyokere X,
a gyokerének egyetlen leszarmazottja a A, eleme D x-nek.
(Ezt a fét X[A]-val jeloljik.)

(111) Ha X — X;...X,, € Pést, € Dle---atn € DXn;
akkor az a fa, amelynek gyokere X, a gyokérbol n él indul
rendre a ty,...,t, fak gyokeréhez, eleme Dy-nek. (Ezt a
fat X[t1, ..., t,)nel jeldljik.




Legyen t egy X gyokerti derivacios fa. Akkor ¢ magassagat
h(t)-vel, t hatdrat fr(t)-vel jeloljiik és az alabbi médon de-
finialjuk:
(i) Hat = X, akkor h(t) =0 és fr(t) = X.
(ii) Ha t = X[\, akkor h(t) =1 és fr(t) = A
(i) Hat = X[ty,...,t,], akkor h(t) = 1+maz{h(t;) |1 <i <
n} és fr(t) = fr(ty)... fr(t,).

Informélisan: h(t) a t-ben 1év6 olyan utak hosszanak maxi-
muma, amelyek ¢ gyokerétol annak valamely leveléhez vezet-
nek. Tovabba, fr(t) az az (N U X)*-beli sz6, amelyet ¢ leve-
leinek balrdl jobbra torténd leolvasasaval kapunk.

Tétel Tetszbleges X € (NUX) és a € (N U X)* esetén
X =" « akkor és csak akkor, ha van olyan t € Dy derivacios
fa amelyre fr(t) = a.

Bizonyitas. (a) Tth X =* a, vagyis X =" « valamilyen
n > 0O-ra.

(i) n=0 X = a At = X fa megfelel§ lesz, mert erre
t € Dy és fr(t) = X(= a).

(i) n=n+1: X =" a vagyis

X=X ... Xy ="a...ap = .

)X = X,...X, € P
2) Minden 1 < ¢ < k esetén X; =" «, ahol n; < n. (Melles-
leg: n=ny+...+ng.)




. F: Minden 1 < ¢ < k-ra van olyan t; € Dy,, hogy fr(t;) =
Q.
Legyen t = X[t1,...,tx]. Ekkor t € Dy, tovabba

frit)=frity) ... frity) = a1...qp = a.

(b) Tth az X gyokerti t derivécids fara teljesiil, hogy fr(t) = a.

t magassaga szerinti indukcid.

(i) h(t) =0: Akkor t = X, tehat fr(t) = a = X. Kovet-
kezésképpen X =* a(= X).

(ii) h(t) =n+1: t = X[ty,. .., tx], valamilyen k£ > 1 szdm és
ty € Dx,, ..., t; € Dx, derivicios fak esetén.

DX = X1..X, eP
2) Legyen minden 1 < ¢ < k-re o; = fr(t;).

[.F.: Minden 1 < < kra X; =" o;.
Akkor
X=X.. X, ="a...0p = 0.

Megjegyzések

(a) Ha X =* «, akkor dltaldban nem csak egy olyan X
gyokerli derivacios fa létezik melynek hatéra a.

Példaul legyenek az

A — aB|Ab

A — a

B — b

szabélyok egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan szabalyai.

Akkor A =* ab. Ugyanakkor a t; = Ala, B[b] és a ty =
A[A[a], b] tékra fr(t1) = ab és fr(ts) = ab.

(b) Ha t € Dy, akkor csak azt tudjuk, hogy X =* «,
de nem igaz, hogy ezen derivacié 1épései egyértelmiien meg-
hatarozottak.

Példaul a Gy, nyelvtan esetén ¢ = K[T[T[F],*, F[(, K,)]]]
egy K gyoker(i derivdcids fa, melynek hatdra F'x(K). Tudjuk,
hogy K =* F' x (K).

Ugyanakkor ez a derivacié két kiilonbozd 1épéssorozattal is
elvégezheto:

K=T=TxF = FxF = Fx(K)
K=T=TxF = Tx(K) = Fx(K)




A kiilénbo6zé levezetési médok kapcsolata
Ha X =7 a vagy X =7 «, akkor X =" « is fennall.

Forditva nem igaz, példaul G ,-ban

K=K+T==K+T+T=K+F+T,
desem K = K+ F+T sem K =) K+ F'+ T nem teljesiil.

Ellenben, ha « termindlis sz6 (o € 3*), akkor akkor az allitas
mér megfordithatd, vagyis igaz lesz, hogy bal oldali (jobb
oldali) levezetésekkel ugyanazok a termindlis szavak kaphatdk
meg mint korlatozas nélkiili levezetésekkel.

Lemma. Minden X € (NUX) és w € X* esetén:

X="vwv & X=w & X=w

Bizonyitas. Csak a baloldali levezetést vizsgaljuk
(szimmetria).

(a) Ha X =7 w, akkor X =% w.

(b) Tth X =* w, vagyis X =" w, n > 0.

n szerinti indukeid.

(i) n=0: X = w, tehdt X = w.

() X =""1w X=X.. . X;="ww.. w,=w

)X —X,...X,€P

2) Minden 1 <7 < k-ra teljesiil X; =" w;, n; < n.
I F.: Minden 1 < i < k-ra X; =" w;, is fennall.
Tehat

X = X1 Xo... X}
lez...Xk
w1w2...Xk

| Wiwy ... W = w, vagyis X =7 w.

Osszefoglalés

Egy G = (N, X, G, S) cf nyelvtan altal generdlt nyelv a most
bevezetett fogalmak segitségével a kovetkezoképpen irhato fel.

Levezetésekkel: L(G) = {w € ¥*| S =" w} =
{weX|S=w}={weX|S=;w}

Derivécids fakkal: L(G) = {fr(t)|t € Dg, fr(t) € X*}.




Kornyezetfiiggetlen nyelvek és veremautomatak
Veremautomatdnak (vagy pushdown automatdnak, roviden
pda-nak) nevezzitk a P = (Q, %, T, 8, qo, Zo, F') rendszert, ahol

o () egy véges halmaz, az dllapotok halmaza;

e X az input dbéce;

o [ a verem dbéce;

® gy € Q a kezdd allapot;

e 7y € I' a verem kezddszimbolum;

e [' C @ a végdllapotok halmaza;
0 : Qx(XU{A}) xT' = Pp(Q xI'*) az datmenet figgvény.

input sz6

allapotok

Tetszbleges ¢ € @, a € (X U {A}) input- és Z € I ver-
emszimbélum esetén 6(q, a, Z) = {(q1, @1), . . -, (qn, o) }, ahol
n>0,q,....,q0 € Qésay,...,a, €'
(Az n = 0 esetben a képhalmaz az () lesz.)

A C=Q x X" xI'" halmazt a P konfigurdcioi halmazdnak
nevezzik.

Egy (¢, w,~) € C konfigurdcié jelentése az, hogy P a
q € Q allapotban van, a w € ¥* input szot kapja és vermének
tartalma .

A konfiguraciét (g, aw, Zv) alakban is megadhatjuk.

AFpC C x C dtmeneti reldcio: tetszéleges p,q € Q, a €
EU{AD),weX Zelésa,y el ra

(Q7 aw, Z’}/) Fp (p7 w, 04’7)
akkor és csakis akkor &ll fenn, ha (p, ) € (g, a, Z).

AP =(Q,%T,9q,2Z,F) altal végdllapotokkal felismert
nyelv:

Ly(P)={w € ¥ | (qo,w, Zy) =" (¢, A7), ahol ¢ € F,y € I"}.

A P éltal dires veremmel felismert nyelv:




felismerés végallapotokkal

felismerés tres veremmel

Példa P = (Q, %, T, 6, qv, Zy, F'), ahol

d Q = {QO7(I17Q2}7 Y= {a7b}7 I'= {a7 Z0}7 F= {QO}7

e ) pedig a kovetkez6 atmenetfiiggvény:

= 0(q0, a, Zo) = {(q1,aZ)},
—0(q1,a,a) = {(q1,aa)},
—0(q1,b,a) = {(q2, \)},
—0(g2,b,0) = {(q2, M)},
—6(g2, A, Zo) = {(q0, A}

a
a

Az aabb input szora

(qo, aabb, Zy) + (qi,abb,aZy) &+ (qu,bb, aaZy) +
(q2,b,aZy)  F (g2, A, Zp) F (go, A, N)

tehdt aabb € L(P).

Az abb input szoéra
(q07 abb7 ZO) F (CIh bb7 ClZ()) [ (q21 b7 ZO) F ((]07 ba )\)7

mely utébbi konfiguraciobél nem lehet tovabb menni, tehat

abb & L;(P).

Be lehet latni, hogy
Ly(P)={a"V"|n > 0}.
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Egy konkrét P veremautomatara altalaban L ¢(P) # Lg(P).
Ugyanakkor érvényes a kovetkezd tétel.

Tétel. A veremautomatdkkal végallapotokkal felismerhetd
nyelvek osztélya megegyezik a veremautomatédkkal tires ver-
emmel felismerhetd nyelvek osztalydval.

{L | L = Ly(P) valamely P veremautomatéra }

{L | L = Ly(P) valamely P veremautomatara }

Bizonyitds. a) Minden P = (Q,%,T,0,qo, Zo, F') pda-

hoz megkonstrualhaté olyan P’ = (@', X, 1V, ¢, q(, Z;, F') pda

amelyre Ly(P') = L(P).

e ) = QU{q), g}, ahol ¢} és ¢. 0 allapotok;

o ["=TU{Z)}, ahol Zj egy 1j szimbdlum;

o I tetszbleges részhalmaza Q"-nek;

o) §ahy A Z0) = {la0, ZoZ0)}.

(2) minden ¢ € Q,a € (XU{A}), Z € I esetén
0(q,a,Z)U{(¢es \)} haa=AésqgeF

/ _ s Uy e

6(q’a’Z){5(q,a7Z) haa# \vagy g ¢ FF

(3) minden Z € IM-re §'(qe, A\, Z) = {(ge, \) }

Ly(P') = Ly(P), mert:

w e Lf(P)
g (QO7 w, ZO

) A,7y) ahol ¢ € F
< (g0, w; Zp)

P (q (
(QO,IU ZyZp) (
(g, \,vZ}) ahol ¢ € F' ((2) miatt)
(q, A, Z1 ZkZ()) (v=2y...%y)
(Ge, A, VAVAY ((2) miatt)
P (@, A ) ((3) miatt)

def. szerint)
(1) miatt)

(
(3

(def. szerint).

b) Minden P = (Q,%,T,6,q0, Zo, F) pdahoz megkon-
strudlhaté olyan P = (Q', 3, 17,8, q), Z|, F') pda amelyre
L(P') = Ly(P)
o )' = QU{q),qr}, ahol ) és ¢y 1j allapotok;
o [V =T U{Z}}, ahol Z{ egy 14j szimbdlum;
o " ={qs};
e ¢’ az aldbbi médon definidlt dtmenetfiiggvény:
(1) 8"(ah, A, Z5) = {(a0, Z0Zp)},
(2) minden g € Q,a € (XU{A}),Z € [esetén ¢’(q,a, Z) =
d(g, a, Z),
(3) minden ¢ € @ esetén, 0'(q, A, Zy) = {(qr, \)}.




Ly(P') = Ly(P), mert:

w e L@(P)

)
)

~ (QO7 w, ZO
< (qw, 2y

% (g, A\, A) aholge @ (
I_P’ (QOJU ZOZO) (
P (@, A, Zp) ahol ¢ € Q (
I_P’ (Qf7 ) (

def. szerint)
(1) miatt)
(2) miatt)
(3) miatt)
=

w e L(P) (def. szerint).

A cf nyelvtanok és a pdak ekvivalenciaja
Tétel. Minden cf nyelv felismerhet$ pdaval.
Bizonyitds. Vegylnk egy G = (N,%,R,S) kornye-
zetfiiggetlen nyelvtant. Legyen P = ({¢}, 3,1, 4,4, Z,0) az
a veremautomata, amelyben
e['=NUX,
e Zy=215,
e § atmenetfiiggvény pedig a kdvetkez6é médon van definidlva:
(1) minden A € N-re §(¢, A\, A) = {(¢,a) | A — o € R},
(2) minden a € ¥-ra §(q,a,a) = {(q,\)}.

Megmutatjuk, hogy Ly(P) = L(G). Elegend§ igazolni, hogy
minden X € (N UZX) és w € E* esetén

X =" w akkor és csakis akkor, ha (¢, w, X) F* (g, \, )
(a) Tth X =" w
(i) n=0 X =w € X, ezért a (2) pont szerint
(q’ w’ X) = (q7 w7 w) l_ (Q7 A) A)'

in=n+1 X=>X;.. X, =" w...w =w

2) X; =" w; minden 1 < i < k-ra, ahol n; <n

[ F.: minden 1 < ¢ < k esetén (q, w;, X;) F* (g, A, A).
Innen kapjuk, hogy
(q7w7X) = (q,UJ1.. .U}k,X)

Fo(qw .. we, X1. .. Xy)

F (q,ws ... wg, Xo. .. Xy)

= (g, wi, Xi)

F* (g, A A).
A felismerés sordan P a w-nek egy bal oldali levezetését szi-
mulalja.
(b) Tth (¢, w, X) F* (¢, A\, A). Az dtmenetek sordn alkalma-
zott (1) tipusd dtmenetek szdma szerinti indukcidval igazol-
hatjuk, hogy X =* w.




Példa

G nyelvtanhoz a P, = ({¢}, %, 1,9, ¢, K,0) veremauto-
mata, ahol

o ={a,+,%(,)},

o I'={K,T,F,a,+,%(,)}
e ) pedig a kdvetkez6 atmenet fiiggvény:
-0(q, \ K) ={(¢. K+T),(q,T)},
-0(q, A T) ={(q, T = F), (q, F)},

-0(q, A F) = {(g, (K)), (¢, a)},
-minden z € {a,+, *, (, )} esetén 0(q, z,z) = {(¢, \)}.

)

Példaul P, a kivetkezdképpen ismeri fel az a + a € L(G,,)
sz6t:

(q,a+ a, K) F(g,a+a,K+T) F
(¢, a+a,a+T) F (q,+a,+T) F (q,a,T)
(Q7a7F) = (‘Laa a) F (qv)" )‘)

Tétel. Minden pdaval felismerhet6 nyelv kérnyezetfiiggetlen.
Bizonyitds. Legyen P = (Q,%,T,0,q0, Zo, F) egy pda.
Konstrudljuk meg G = (N,X, R, S) cf nyelvtant a kovet-
kez6képpen.

e Legyen S egy 1j szimbdlum,

elegyen N = {S}tU{[¢Zr]|q,r € Q,Z €'},

e legyen R szabélyok legszlikebb olyan halmaza, amire tel-
jesiilnek a kovetkezo feltételek:

(1) minden ¢ € Q-ra legyen S — [goZoq] szabaly R-ben,

(2)minden ¢ € Q,a € (B U{A\}),Z € TI'ra, ha
(s, Z1...2Z;) € 0(q,a,Z), (ahol k > 1,72y,...,2Z; €
I') akkor minden sp,...,8; € @ sorozatra legyen
(qZsi] — a[soZys1]. .. [sp—1Zsk] szabaly R-ben,

(3) minden ¢ € Q,a € (XU{A}),Z € T-ra, ha (sg,A) €
d(q,a,Z), akkor legyen [¢Zso] — a szabdly R-ben (az
el6z6 eset k = 0-ra).

2 (ga+a,F+T) -



Elegend6 megmutatni, hogy minden ¢, € Q,Z € I' és w €
37 esetén

(q,w, Z) " (ry A\, A) akkor és csak akkor, ha [¢Zr] =" w.

Ugyanis ezen ekvivalencia a ¢ = qo és Z = Zj esetben éppen
az L(G) = Ly(P) egyenléséget jelenti:

w e L@(P)
< (qo,w, Zy) F* (r, A, A)
< [qZor] = w
=
=

S = [qOZ()?"} =% w
w € L(G)

(a) Tth [¢Zr] =" w valamilyen n > 1-re.
(i) n=1: [¢Zr] = w, ez csak Ggy lehet, haw = a € (XU{\})
és (r,\) € d(q,a, Z). Tehat (q,w, Z) = (q,a,Z) F (r, A\, A).

(i)n=mn+1

[qZr] = a[soZ1s1] - . . [Sp—1Zksk] =" awy ... wE = w

1) [¢Zr] — a[soZis1]...[sk-1Zksk] € R, r = s, azaz
(80, Z1...Zk) € 0(q,a,7)

2) Minden 1 < i < k-ra [s;,-17;s;] =" w;, és n; < n.

L F. minden 1 < < k-ra (s;-1, w;, Z;) F* (84, A\, A).
Kapjuk, hogy
(qw,Z) = (q,aw;...wy,Z)

H (so,wl...wal...Zk.)

l_* (sl,wg...wk,Zg...Zk)

= (Sk—1, Wi, Z)

* (sk, A A)

= (r,\,\)
Az ekvivalencia megforditdsat hasonlé médon, a (¢, w, Z) F"
(r, A\, A)  feltételben szerepld n  szerinti  indukciéval  bi-
zonyithatjuk be.

Cf nyelvtanok A-mentesitése

Egy G = (N,%, P, S) cf nyelvtan A\-mentes, ha P nem tar-
talmaz A — A alakud szabélyokat, kivéve esetleg az S — A
szabalyt. Ha azonban S — A € P, akkor S nem szerepel
semelyik P-beli szabaly jobb oldalan.

Tétel. Tetszbleges G = (N, X, P, S) cf nyelvtanhoz megkon-
strudlhatd vele ekvivalens (L(G) = L(G’)) Ad-mentes G’ =
(N', %, P', §') kornyezetfiiggetlen nyelvtan.




Bizonyitas.

a) Elészor megadunk egy olyan Ad-mentes Gy = (N, X2, Py, .S)
nyelvtant, melyre L(G1) = (L(G) — {A}).

Szamoljuk ki a H = {A € N | A =* A} halmazt.

Legyen P a legsziikebb olyan halmaz, melyre teljesiil, hogy

- minden olyan A — «a € P szabaly esetén melyre v # A,

- minden olyan A — «; szabély Pi-ben van, melyre oy #
A és aq ugy keletkezik a-bdl, hogy toroljitk beldle H-beli
nemtermindlisok 0 vagy tobb eléfordulasat.

(Ha A,B € H és az A — aCBbAB € P, akkor az A —

aCBbAB, A — aCbAB, A — aCBbB, A — aCBbA,
A — aCbB, A — aCbA, A — aCBb, A — aCb € P;.

Ha C — AB € P, akkora C — A, C — B € P, de
C—\¢P)
Ekkor L(G1) = (L(G) — {\}).
b) A G ismeretében a kovetkez&képpen adjuk meg G'-t
Ha A ¢ L(G) (vagyis, ha S ¢ H), akkor legyen G’ = G,
kiilonben pedig legyen

G'=(NU{S}L S, PU{s — S5 —A}L9).

Nyilvdnvald, hogy mindkét esethen G” is A-mentes, és L(G’) =
L(G).

Nem minden kornyezetfiiggetlen nyelvtan kornyezetfiiggd (de-
finicid).  Ugyanakkor minden A-mentes kornyezetfiiggetlen
nyelvtan egyben kornyezetfiiggd is. Ezért az eléz6 tételbdl
azonnal kovetkezik az alabbi.

Tétel. Lo C L.

Bizonyitas. Legyen L € Lo Akkor van olyan G =
(N, %, P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre L = L(G).
Ha G Ad-mentes, akkor egyben kérnyezetfiigeo is, tehat L € L.
Az ellenkezé esetben, az el6zd tétel szerint van olyan G’ A-
mentes nyelvtan, melyre L = L(G’). Mivel ekkor G’ kornye-
zetfliged, megint csak azt kapjuk, hogy L € L;.

Pumpalé lemma kornyezetfiiggetlen nyelvekre,
vagy Bar—Hillel lemma.

Tétel. Minden L C X* kirnyezetfliggetlen nyelvhez me-
gadhatdk olyan (L-t6l fiiggd) p,q > 0 egész szamok, hogy
minden w € L esetén, ha |w| > p, akkor vannak olyan
wy, W, W3, Wy, Wy € 2* szavak, melyekre teljestilnek az alabbi
feltételek:

1) w = wywawswyws,
2) [wawswy| < q,
3) WorlW4 7é )\,

4) minden n > O-ra, wywiwswiws € L.

(Sziikséges feltétele annak, hogy egy nyelv cf legyen.)




Bizonyitas. Legyen L = L(G), ahol G = (N,X, P,S)
lancszabaly és A-mentes cf nyelvtan.

Legyen n = ||N||, k¥ = max{|a| | A — o € P} és

p=k" é q:=k""
Megmutatjuk, hogy ez a p és g megfeleld lesz.
Vegytink egy w € L sz6t, melyre |w| > p. Akkor van olyan
t € Dg derivaciés fa, melyre fr(t) = w és h(t) > n.
Kovetkezésképpen t-ben van olyan, S-t61 valamely levélhez ve-

zetd it melynek hossza legalabb n + 1 és amelyen ezért (egy
termindlis és) legaldbb n+1 nemterminalis szimbdlum szerepel.

Mivel n = ||N||, van olyan nemtermindlis ami ezen az tuton
legalabb kétszer el6fordul.

Legyen A az a nemterminalist amelyik ezen tuton a termindlis
levéltol indulva a gydkér felé legeldszor megismétlodik.
Definidljuk wq, we, w3, wy és wy szavakat az abran lathatd
moédon.

Ekkor:

1) w = wywywswaws, mert ¢ hatdrdt osztottuk fel,
2) |wowswy| < ¢, mert a legelss ismétlodést vettiik,
)
)

3) wowy # A, mert G lancszabdly és A-mentes,

4)minden n > 0O-ra, wywiwswjw; € L, mert a t' fa
iterdlhato.

w1

wsy

w3

wy




Tétel. Az L = {a"b"c"|n > 1} nyelv nem kornyezetfiigget-
len.

Bizonyitas. Tth igen. A Bar Hillel lemma szerint vannak
olyan p, ¢ > 0 szdmok, hogy minden w € L széra, ha |w| > p,
akkor teljesiilnek ezen lemmdban szerepld 1) — 4) feltételek.

Vegytikk a w = aPbPc? € L sz6t. Mivel |w| = 3p, az is igaz,
hogy |w| = p.

4) feltétel: w = wiwowswaws, wowy # A, ahol minden n > 0-
ra wwiwswiws € L.

aPbPc? = wiwowswws,
wowy # A,

minden n > O-ra wiwiwswiws € L.

Hogyan helyezkedhet wsy és wy a aPbPcP-ben?

Sem wo sem w, nem tartalmazhat két kiilonbozo betit, mert
ekkor példaul a wiwswswswwaws szoban a betik sorrendje
nem a — b — ¢ lenne!

Tehat mind wy mind wy legfeljebb egy fajta betiit tartalmaz.

Akkor n-et novelve a wjwywswjws széban csak legfeljebb két
fajta betiinek a szdma novekszik, tehat wywiwswijws € L. 4

Tétel. Lo C L;.
Bizonyitas. Azt mér lattuk, hogy Lo C £ (A-mentesités).

L = {a""c"|n > 1} € L (kornyezetfiiggd), mert a kovet-
kez6 nyelvtan generdlja:

S->SCl S—>A01 A—>CLB1
A— aA31 3101 — B103 B1Cg — BCg
BCg — BC BlB — BlBQ BlBQ — BBQ
BBQ — BBl CCl — CQCl CQCl — CQC
cy)C —CiC B—b C—c

Ugyanakkor L & Lo.




Determinisztikus veremautomatak

P =(Q,%,T,0,q, Zy, F') veremautomata determinisztikus,

ha minden ¢ € @Q-ra és Z € T'-ra a kivetkez6 két feltétel

valamelyike teljestl:

(1) (g, A\, Z) = () és minden a € Yra a d(¢q,a,Z) halmaz
legfeljebb egy elemfi, vagy

(2) minden a € Yra 6(¢,a,Z) = 0 és a 6(¢, A\, Z) halmaz
legfeljebb egy elemti.

Tétel. A determinisztikus  veremautomatékkal
végéllapotokkal (1) felismerheté  nyelvek —osztélya
valodi részosztalya a veremautomatakkal felismerhetd nyel-
vek osztalyanak.

Megjegyzések.

1. A kozonséges automatédk esetében egyenléség van.

2. Determinisztikus veremautomatak esetében csak a
végallapotokkal vald felismerés hatékony

3. ... ésnem igaz, hogy a determinisztikus veremautomatakkal
végallapotokkal felismerheté nyelvek osztélya megegyezik a a
determinisztikus veremautomatakkal tires veremmel felismer-
het6 nyelvek osztélyaval.

Kornyezetfiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai
Tétel. A cf nyelvek osztédlya zart a regularis miveletekre
nézve.

Bizonyitds. Legyenck G7 = (N1, %, P,S5)) és Gy =
(Ny, 2, Py, So) cf nyelvtanok, Ly = L(G) és Ly = L(Gs).

e Legyen G = (NJUN, U{S}HE, PLURU{S — 5,58 —
Ss},.S), ahol S egy 1j szimbélum. Akkor L(G) = Ly U L.

e Legyen G = (NJUN,U{S}H X, PLUPRU{S — 515}, S).
Akkor L(G) = L1L2.

o Legyen G = (N U{S}HE, PLU{S — 515,55 — A}, S).
Alkor L(G) = L.

Boole miiveletekre val6 zartsag

Tétel. A cf nyelvek osztdlya nem zart sem a metszetre sem a
komplementerre (ugyanakkor zart az egyesitésre).

Bizonyitas.

a) metszet: Ly = {a™b"c"|m,n > 0} cf, mert generdlhat6
az alabbi kornyezetfiiggetlen nyelvtannal:

S — AB

A — aAb|A

B — ¢B|A

Hasonl6an ldthatd be, hogy az Ly = {a™b"c"|m,n > 0} is
kornyezetfiiggetlen.

Ugyanakkor Ly N Ly = {a"b"¢" | n > 0}, ami nem cf.




b) komplementer: Legyenek Ly C X* és Ly C 3* kornye-
zetfiiggetlen nyelvek.

A de Morgan azonossag szerint Ly N Ly = Ly U Ly. Tovabbé,
a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztélya zart az egyesitésre.

Ezért, ha a komplementer képzésre is zart lenne, akkor a mets-
zetre is zart lenne.

Elemzési modszerek

Adott: A PL programozasi nyelv szintaxisa: Gpp =
(N, %, P,S) cf nyelvtan

és egy (felhaszndld dltal megirt) PL nyelvil w program (szd,
sztring).

Kérdés: A w program megfelel-e a szintaktikai el6irasoknak?

Vilasz: w program szintaktikusan helyes < w € L(Gpyr).

A7Z ELEMZES ALAPFELADATA: Adjunk meg olyan algo-
ritmust, amely tetszéleges G = (N, X, P, S) cf nyelvtan és
w € ¥* s76 esetén eldonti, hogy w € L(G) teljesiil-¢!

Felilrdl lefelé (top-down) haladé elemzési algoritmusok: az
S kezdoszimbolumbdl kiindulva probalunk meg felépiteni egy
olyan derivacids fat aminek a hatéra w.

Alulrdl felfelé (bottom-up) haladd elemzési algoritmusok: a w
sz0bdl kiindulva prébalunk meg felépiteni egy olyan derivaciés
fat aminek a gyokere S, a hatara pedig w.

Mindkét esetben: Ha sikerill, w € L(G), kiilénben w ¢ L(G).

Feliilrol lefelé haladé elemzés

Elokésziilet: a balrekurzio megsziintetése.

Definicié. Egy G = (N, X, P, S) egy cf nyelvtan balrekurziv,
ha van olyan A € N, melyre A =1 Aa.

A=T Ao =T Aaa =T Aaaa. ..

Lemma. (Lésd tankényv). Tetszoleges G cf nyelvtanhoz
konstrualhaté olyan G’ nem balrekurziv cf nyelvtan, amelyre

L(G) = L(G").




Altaldnos feliilr8l lefelé elemzés
Adott G = (N, %, P, S) cf nyelvtan és w € 3* 76, igaz-e,
hogy w € L(G)
Csak balrekurziémentes nyelvtanokkal foglalkozunk.

Az S kezd6szimbdélumbdl kiindulva prébalunk meg felépiteni
egy olyan derivacids fat aminek a hatéra w.

Kiterjesztés: A derivaciés faban egy nemtermindlist helyet-
tesitunk valamely alternativajaval.

Illesztés: Annak az ellendrzése, hogy a kiterjesztésnél alkal-
mazott alternativaban szerepld termindlisok illeszkednek-e az
elemezend6 sz6 (w) megfeleld részéhez.

Az altalanos feliilrol lefelé haladd elemzés alapotlete.

Minden A € N-re rogritsiik le az A alternativainak egy
A — | ... |y sorrendjét.
— Legyenek S alternativai, S — oy | ... | .
— Keressitk meg az els6 olyan «; = woAjw; ... Apw,y, al-
ternativat, melyre wy illeszkedik-e w elejéhez, azaz fennall
w = wow'. (wy = A mindig jo!)
— Ha nines ilyen o, akkor azt mondhatjuk, hogy w & L(G) és
az algoritmus ledll.

kiterjesztés

és illesztés

— Ha van ilyen 4, azaz «; = woAjwy ... Aywy, és w = wow',
akkor Aj-et terjesztjik ki. Az A1 — B1] ... |G alternativdk
kozott megkeressiik a legelesd olyat, ami illeszkedik w’ elejéhez:
B; = uBiuy ... Byu, és w' = uyw”.

— Ha egy nemtermindlis kiterjesztése esetén (pl. most A;)
nem talalunk olyan alternativat ami illeszkedik w megmaradt
részéhez, akkor nem mondhatjuk azt, hogy w ¢ L(G), mivel
valamennyi el6z6 kiterjesztés esetében a legelsd olyan alter-
nativat valasztottuk ami illeszkedett.

— Ezért, ha egy szinten nem taldlunk illeszked6 alternativat,
akkor egy szintet visszamegytink (in. backtrack-et hajtunk
végre) és az ott vélasztott alternativa utan kovetkezo elsé olyan
alternativat kell valasztanunk ami illeszkedik.




Feliilrél lefelé haladé altalanos elemzési algoritmus.

Input Egy nem balrekurziv G = (N, X, P, S) cf nyelvtan és
egy w = ay ...ay, n > 0 input szo.

Ouput Igen és a w egy bal oldali levezetése, ha w € L(G).
Kiilénben Nem.

Modszer

e Minden A € N esetében rogzitsiik le A alternativainak egy
A = v |||y sorrendjét. Az A i-edik alternativdjara
Aj-vel fogunk hivatkozni.

o Az elemzés (s, 1, «, ) alaki konfigurdcick sorozata.

s € {q,t,b}, normél, elfogadd és backtrack dllapot.
—degy pointer, 1 <i<n+1, apy =9
— a egy verem, melynek teteje a jobb végén van. Tartalmazza
az elemzés mindenkori , torténetét”. Kezdo értéke: A.

0 egy verem, melynek teteje a bal végén van. Tartalmazza a
levezetett bal oldali mondatformanak azt a részét amelyet még
ki kell terjeszteni. Kezdéértéke: S.

e A konfiguraciock halmazan megadunk egy F dtmeneti
reldcidt. Minden (s,i,«,3) konfiguracihoz legfeljebb
egy (8,4, 3) konfigurdcié van, melyre (s,i,a,0) F
(s, a,3).

ewe L(G) <, ha(q, 1,\,S)F* (t,n+1,a,\).

Az elemzési algoritmus

1.C = (q,1,\,9);
2. Amig van olyan C’, melyre C'+ C’, legyen C := C’;

3.Ha C = (t,n + 1, a, \) valamely a-ra, akkor output: Igen
kiilonben output: Nem.

Az algoritmusban szereplé F atmeneti relaciét a kovet-
kezOképpen definidljuk: az aldbbi (1) — (6) pontok koziil
sorrendben a legels6 alkalmazhatét alkalmazzuk a C' konfi-
guraciéra.

Atmeneti reldcio

(1) Kiterjesztés: Ha C' = (q,i,c, AB), vagyis az aktiv
szimbdlum nemterminélis, akkor C' F ', ahol ¢’ =
(q,1,0A1,10), és 11 az A els6 alternativdja.

(2) Sikeres input illesztés: Ha C' = (q,i,a,af) és a = a;,
vagyis az aktiv szimbdélum termindlis és illeszkedik az input
pointer 4ltal mutatott input szimbdlumhoz, akkor C' F C”,
ahol C' = (¢,1+ 1, aa, 3). (A lépés i = n+1 esetén soha nem
alkalmazhat6, mert a, 1 = $ # a, semmilyen a € Y-ra.)

(3) Sikeres elemzés: Ha C' = (¢,n + 1,a, A), akkor C' = C,
ahol C" = (t,n + 1,a, \), vagyis elérjik a befejezd konfi-
guraciot.




(4) Sikertelen input illesztés: Ha C' = (q,14, o, af3) de a # a;,
akkor C' F ', ahol C" = (b,i,«,af). (Atmegy backtrack
allapotba.)

(5) Backtrack az inputban: Ha C = (b,i,aaq,3), akkor
C + ' ahol €' = (b, — 1,,af). (A passziv verembdl
visszatessziik az inputot. )

(6) Backtrack a kiterjesztésben: Ha C' = (b,1,aAj, ;) ak-
kor az alabbi esetek lehetségesek:

(1) Ha A-nak van j+1-edik alternativdja is, akkor C' = C”, ahol
C" = (¢,1,aAj11,7v410). (At a kovetkezd, vagyis a j +
1-edik alternativdjaval terjesztjiik ki. Utdna ezt illesztjiik
ezért &tmegytink normél dllapotba.)

(i) Ha ¢ = 1, A = S és S-nek csak j alternativdja van, akkor
nincs atmenet semelyik konfigurdcioba.

(iii) Ha az el6z6 feltételek egyike sem teljesiil, akkor C' + C
ahol C" = (b,1, a, AB). (A-nak mar minden alternativajat
kiprébaltuk, ezért vissza kell térniink az el6z6 szintre.)

Péda. Go K —T+K|T
T —alb

Az alternativak sorrendje a fenti, tehdt K1 a K — T + K,

KoaK —>T, TiaT — aésvégil Ty aT — b alternativét

jelentik. Elemezzik a w = b + a szét az elébb ismertetett

altalanos elemzési algoritmussal. (Tehdt most n = 3, a1 = b,
=+,a3=aésa;=9.)

Péda. K —T+K|T
T—alb

ANK)E (¢, 1L, K, T+ K)F (¢, 1, KiTh,a+ K)

ALK T a+ K) (g, 1, KT, b+ K) = (q,2, KiTob, +K) F

(g
(b
(q 3 K1T2b+ K) (q,3 K1T2b+K1,T+K) F

(q,-?) K1T2b+ K1T1,6L+ K) F ((],47 K1T2b+K1T1a,+K) F
(b 4 K1T2b+K1T1a +K) (b,3,K1T2b+K1T1,G+K) =
(q 3 K1T2b+K1T2,b+K) (b73,K1T2b+K1,T‘|‘K) -
((] 3, KqiThb + KQ,T) F (q737K1T2b+K2T17a) H

(4,

4, KiT5b + Knga )\) [ (t, 4, KiT5b + Knga, )\)

Kovetkezésképpen b+ a € L(G.).




LL(k) nyelvtanok és elemzésiik

Az LL(k) elemzés (mint specidlis feliilré] lefelé elemzés) azon
alapul, hogy amikor egy A nemtermindlis kiterjesztését ker-
essiik akkor pétlolagos informécioként megnézziik az input még
feldolgozatlan részének k hosszusdgi prefixét és ennek isme-
retében egyértelmilen ki tudjuk vélasztani A-nak azt az al-
ternativajat amely szerint ki kell 6t terjeszteni, ha van ilyen.
Amennyiben nincs ilyen alternativa, akkor azt tudjuk mon-
dani, hogy az elemzett sz6 nem eleme L(G)-nek.

Csak azokat nyelvtanokat lehet LL(k) mddon elemezni, ame-
lyek kielégitik az in. LL(k) feltételt.

A FIRST) halmaz definicigja
Definicié. Legyen k > 0 egy egész szam.

Tetszoleges o € (N U X)*-ra

FIRST(a) ={w|a =" wz € ¥ és |w| =k vagy (|w| < k ésxz = \)}

Tetszbleges L C (N U X)*ra
FIRST\(L) = | ] FIRST)(a)

a€l

k hossz

Megjeqyzés.
1. FIRSTi (), FIRST,(L) C ¥ (és fgy véges halmazok).
2. u € Xra

{u} halul <k

{w} hau=wz, ahol |w| = k.
lyenkor FIRST;(u) = {u} és FIRSTi(u) = {w } helyett
rendre FIRST)(u) = u és FIRST)(u) = w-t frunk.

3. A tovabbiakban a F'I RSTj, jelolés helyett a rovidebb FIj-t
hasznaljuk.

4. FIi(aba) = a, Fly(aba) = ab és FI(aba) = aba minden
k > 3-ra.

FIRST}(u) = {




Az LL(k) nyelvtan definiciéja

Definicié.
Legyen k > 1 egy egész szam. Azt mondjuk, hogy a G nyelv-
tan LL(k), ha valahdnyszor teljesiilnek az

o S =7 wAa = wha =" wx

o S =] whAa = wya = wy

o Fli(x) = FIi(y)

feltételek, mindannyiszor 3 = ~.

Eszrevétel. Ha egy nyelvtan LL(k), akkor az LL(k + 1) is.

Az LL(k) feltétel atfogalmazasa

Tétel. G akkor és csakis akkor LL(k), ha valahanyszor
S =] wA« levezetés, A — 3 és A — 7 pedig kiilonbozé
P-beli szabélyok, mindannyiszor FIi(Sa) N FIi(ya) = 0.

LL(k) elemzés alapétlete. Kérdés: z € L(G) ?

Tudjuk: S =7 wAa és z = wz'. Elérenézés: u = FIi(2').
Akkor A-t azzal az egyértelmii A — 3 alternativaval ter-
jesztjiik ki, melyre u € FI(Ba).

Ha nincs ilyen 3, akkor z € L(G).

Példa. Gy K - K+T,K—T,
T—-TxF,T—F,
F— (K),F—a

Nem LL(1), mert
e K= K=K+T="a+ta
e K= K=T="a

e Fli(a+a)=Fli(a)=a

mégis K +T #T.




A kovetkezokben két kérdést szeretnénk tisztdzni:

(1) Ha adott egy G nyelvtan és egy k szam akkor eldéntheté-e,
hogy G teljesiti-e az LL(k) feltételt?

(2) Hogyan miikodik az LL(k) elemzés?

Csak egy egyszeriibb esetre, az in. er6sen LL(k) nyelvtanokra
adjuk meg a vélaszokat.

Mindkét kérdés megvélaszolasdhoz szikség van a FIj(a)-t
kiszamitd algoritmusra. Ehhez sziikség lesz a kovetkezokre.

Definicié. Legyenek Ly, Ly C ¥* nyelvek és k > 0. Akkor
Ly &, Ly ={FIi(zy) |z € L1,y € Lo}.

Példa. Ha Ly = {X, abb} és Ly = {b, bab}, akkor L; @y Ly =
{b,ba, ab}.

Megjegyzés. Ly @ Ly mindig véges, mivel Ly @y Ly C X%,

Tovabba a @y mivelet asszociativ és konnyen igazolhatd, hogy
minden «, G-ra

FIi(aB) = Fly(o) @, FLi(B).

k hossz

FIi(a)-t kiszdmitdsa

Legyen a = X ... X,,. Ekkor az el6z6ek miatt

Mivel a @, muveletet konny végrehajtani, elegendd csak
FI(X;)-t kiszdmitani, ahol X; € (N UX).

S6t, a FI(a) definicigjabdl kovetkezik, hogy ha X; € %, akkor
FI(X;) = X;.

Mindezt egybevetve, azt kapjuk, hogy amennyiben minden
A € N-re FI(A)-t ki tudjuk szamolni, akkor minden « széra
FIi(a)-t is ki tudjuk szdmolni. Tehdt elegendd FIj(A)-val
foglalkozni.




FI,(A) halmazok kiszdmitdsa. Algoritmus

(1) Legyen minden a € ¥ és i > 0 esetén H;(a) = {a}.

(2) Legyen minden A € N-re Hy(A) =
{reX|A—-zaecP

Output Minden A € N-re a FI;(A) halmaz. ahol (|z] = k) vagy (Jz] < k és a = \)} és legyen i = 0.

(3) Minden A € N-re Hy(A),..., H(A) mar ismertek.

Mddszer FI,(A)-t iterdljuk a Hy(A), Hi(A), ... sorozattal. Legyen H;.1(A) =
valamely A — X ... X, € P esetén }.

(4) Ha minden A € N-re H;(A) = H;+1(A), akkor alljunk
meg, kiilonben legyen ¢ =4 + 1 és menjiink vissza (3)-ra.

Input Egy G kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Példa. Gp: K—-K+T, K —T, Példa. Jeloljiik G/, -ral azt a nyelvtant melynek szabalyai:
T—TxF,T—F,
F—(K),F—a
Szamitsuk ki a FI,(K), FI;(T) és FI;(F) halmazokat. A
Hy, Hy, ... kozelitések egy téblazat soraiban dbrazolhatdk a
kovetkez6 médon:

K —TT
T — +TT'
T — A
T — FF'
F'— xFF’
Fr— )\
F—a

S I A i e

G/, ugyancsak az aritmetikai kifejezéseket generdlja, tehét
L(Gflr) = L(Giu)




Szamoljuk ki FI;(X)-et minden X € {K, T, T, F, F'}-re. A FOLLOW) halmaz definicigja

K T T F Definicié. Legyen A € N és k > 1. Akkor
Hy| 0 0 {+ I} {*,\}
Hy) 0 {(a} {+. A} {x, A} FOLLOW,(A) =
Hy [{(,a} [{( a} | {+, A} {*, A} U{FI.(0)| S =* aAB, valamilyen «, 5 € (N UX)*ra}.
Hj (aa} {(,CL} {+a>‘} {*aA}

Az olyan termindlis szavak F'I;-i, amelyek az A-t tartalmazd
FL(F) = {(,a}, FI,(T") = iz(;leljhagfglinlfk (mint aAF) A-t kbvetd részébdl (vagyis F-bol)
A tovébbiakban a FOLLOW; jelolés helyett a révidebb
FOp-t hasznaljuk.

Tehét FI, (K

=F
{+, A} és FL,(F') =

(T

) =
S A}

L(T
{

A FO;(A) halmazok kiszamitasa.

Input Egy G cf nyelvtan és egy k > 1 egész szam.
Output Minden A € N-re FO(A).
Mdédszer FO(A)-t iterdljuk a Hy(A), H1(A), ... sorozattal.

u

k hossz




Algoritmus

(1) Legyen i = 0, Hy(S) = {A\} és minden A # S-re legyen
Hy(A) = 0.

(2) Minden A € N-re Hy(A), ..., H;(A) méarismertek. Legyen
Hi1(A) =
Hi(A) U {x € Y|z € FI(GH;(B)) valamely B —
aAf szabély esetén }.

(3) Ha minden A € N-re H;(A) = H;1(A), akkor élljunk
meg, kiilonben legyen ¢ = i 4+ 1 és menjiink (2)-re.

Minden A-ra FOy(A) = H;(A).

Példa. Jeloljik G -ral azt a nyelvtant melynek szabalyai:

K—-TT
T — +TT'
T — X\

T — FF'
F' — xFF'
Fr— )\

F — (K)

F—a

Szamoljuk ki FO(X)-et minden X € {K,T,T', F, F'}-re.

Szamoljuk ki F'O;(X)-et minden X € {K,T,T", F, F'}-re.

K| T | T F F'
0

{A\} 0 0 0

{2 A A 0 0

(A A LY A {8
0.2 {520 [ A {50 | {60
O, A {0 A DAY {640 | {0}
O, A ), A0 D, A) {5 ), A {+,), A}
0, A {0 A DAY {4 5), A [ {+,), A

Tehit FOL(K) = FOL(T') = {), A}, FO\(T) = FO\(F') =
{+,), A} és FO(F) = {+,%,), A}

183

Az er6sen LL(k) nyelvtan definiciéja

Definicié. Legyen & > 1. Azt mondjuk, hogy G erésen
LL(k), ha tetszéleges A € N és A — 3, A — ~ kiilonboz6
szabalyok esetén teljesiil, hogy

FI(BFO(A) N FI(vFOL(A)) = 0,
(ahol BFO(A) = {fz |z € FOL(A)}.)




Tétel. Ha G erésen LL(k), akkor LL(k).
Bizonyitas. Indirekt: tfth G erésen LL(k), de nem LL(k).
Ha G nem LL(k) akkor teljesiilnek az

o S = wAa = wha =" wx
o S =] wAa = wya =" wy

feltételek, és mégis 8 # +. Legyen u = FIj(x).

Mellesleg: FIi(a)) C FOg(A).

A FIi (o) C FOR(A) feltétel miatt

U= ka(x) S ka(ﬁa) = F.[k(ﬂ) D ka(a) -
FIL(B) ©r FOL(A) = FI.(BFOL(A)).

Hasonléan megmutathato, hogy u € FIi(vFOx(A)), tehat
u € FI{(BFO(A)) N FI(vFOR(A)) # 0,

ami ellentmondés, mert G erésen LL(k).

A kovetkezékben két kérdést fogjuk tisztazni:

(1) Ha adott egy G nyelvtan és egy k szam akkor eldontheté-e,
hogy G teljestti-e az er6sen LL(k) feltételt?

(2) Hogyan miikédik az erésen LL(k) elemzés?

Az er6sen LL(k) feltétel eldontése.

Input Egy G kornyezetfiiggetlen nyelvtan és egy k > 1 egész
szam.
Output Igen ha G er6sen LL(k), kiilonben Nem.




Algoritmus

(1) Vélasszunk egy olyan A nemterminalist melynek legaldbb
két alternativéaja van.

(2) Valasszunk két kiilonboz6 A — (B és A — ~ szabalyt és
szamoljuk ki a (FI(BFO(A))) N (FI(vFO(A))) hal-
mazt. Ha ez nemiires, akkor G nem erésen LL(k), tehat
alljunk meg és output: Nem.

(3) Ha vélaszthaté A-nak ujabb két alternativa-parja, akkor
ismételjiik (2)-t.

(4) Ha valaszthat6 djabb nemterminélis, akkor ismételjiik (1)-
et.

(5) Adjunk outputra Igen jelzést.

Példa.

G!,nak két olyan szabdlypdrja van, melyeknek bal oldala
ugyanaz.

DT —+TT'|X: FL(HTT FO(T) = {+} ¢és
FLIMNFO(T) = FL({),A\}) ={),\}. Tehat

FL(+TT FO(T")) N FIAFO(T")) = {+} N {), A} = 0.

2) F' — «FF' |\ FL(+xFF' FO\(F) = {x} &

FLOVEOF) = FL({+,),\}) = {+,), A}. Tehit
FL(xFF'FO(F))NFLAFO(F") = {x}n{+,),A} = 0.
Kovetkezésképpen G, er6sen LL(1).

Az LL(1) eset.
Tétel. G akkor és csakis akkor erésen LL(1), ha LL(1).

Bizonyitas. <: Mér beldttuk, hogy ha G erésen LL(k),
akkor LL(k) is, minden k-ra.

= Indirekt: tfh G nyelvtan LL(1), de nem erdsen LL(1).
Van két olyan kiilonbézé A — ( és A — ~ szabély, (tehét
B # ~) melyekre

FL(BEO(A)) N FL(vFO1(A)) # 0,

vagyis van olyan a € (X U {A}), hogy a € FI,(BFO1(A)) N
FIi(yFO.(A)).

(a) eset: a € Y. Ekkor az a € FL(BFO(A)) N
FI(vFO4(A)) tartalmazas négyféleképpen valsulhat meg.

(al) aleset: a € FI,(B) és a € FI,(y). Ekkor léteznek az
¢ S =/ wAa = wha =" waz’
o S =7 wAa = wya =% way'

levezetések, tovabba teljesiil FIy(ax’) = FIi(ay') = a. Ezért,
mivel G nyelvtan LL(1), § = 4-nak is teljesiilnie kell, ami
ellentmondés.




(a) eset: a € X. Ekkor az a € FIL(GFOi(A)) N
FI(yFO,(A)) tartalmazés négyféleképpen valésulhat meg.

(a2) aleset:  =* N\ja € FO1(A) és a € FIi(vy). Ekkor
léteznek az

¢ S =7 wAa = wha =" wa =* war’
¢ S = wAa = wya =* way'

levezetések, tovabbd teljestl FI1(ax’) = FL(ay'). Ezért, G
nyelvtan LL(1) volta miatt 3 = ~, ami ellentmond4s.

(a) eset: a € X. Ekkor az a € FIL(GFOi(A)) N
FI(vFO;(A)) tartalmazas négyféleképpen valésulhat meg.

(a3) aleset: a € FI,(3), v =* X és a € FO1(A). Ennek az
esetnek a bizonyftdsa az (a2)-hoz hasonléan torténik.

(a4) aleset: B =* X\ a € FO1(A), tovdbba v =* \.

Hasonldéan.

(b) eset: a = X Ekkor a A € FIL(BFO:(A)) N
FI(vFO,(A)) tartalmazas ugy valésulhat meg, hogy § =*
A,y =% A, tovabbd A € FO1(A). Ezért 1éteznek az

o S =7 whAa = wha = wa =" w
S =7 wAa = wya =F wa =" w

levezetések, tovabba w utdn A all és teljesil, hogy F'I1(A) =
FI(\). Ezért, mivel G nyelvtan LL(1) § = ~-nak is teljestilne
kell, ami megint csak ellentmondas.

A tétel k = 2-re mar nem igaz!

Az er6sen LL(k) elemzés alapitlete
Kérdés: z € L(G) 7

Tudjuk: S =] wA« és z = wz'. El6renézés: u = FI(2').
Akkor A-t azzal az egyértelmii A — (3 alternativaval ter-
jesztjik ki, melyre u € FI(Ba).

Mivel FIi(«) C FOp(A), annak is teljesiilnie kell, hogy u €
FI(BFOk(A)).

Az erésen LL(K) definiciGja szerint legfeljebb egy olyan
szabaly van, amire ez a tartalmazds teljestil, ha pedig nincs
ilyen szabdly, akkor z € L(G).

A FI,(BFOk(A)) halmazok kiszamitdsa alapvetd fontossagu!




Erésen LL(k) nyelvtanok esetében egy M elemzd tébla kon-
strualhaté a kovetkezoképpen.

M sorai az N U X U {$} halmaz elemeivel, oszlopai pedig a
Y** halmaz elemeivel vannak cimkézve.

Ha A € N, akkor M-nek az A sorhoz és u € ¥%F oszlophoz
tartozé M (A, u) eleme azt a tevékenységet irja le amit akkor
kell végezni, ha az elemzés soran A-t kell kiterjeszteni és u az
elore nézett sz6.

Ha a € ¥, akkor M-nek az a sorhoz és az u € ©** oszlophoz
tartozé M (a, u) eleme azt adja meg, hogy mit kell csindlni, ha
az elére nézett sz6 u és a-t kell illeszteni az elemzendd szohoz.

M elemzé6tabla definicidja:
(1) Minden A € N ésu € X*F esetén, hau € FI(3(FOL(A))
és A — [ a j-edik szabaly, akkor
M(Au) = (8,]),
(2) Minden a € ¥ és u € S*F esetén, ha u = av, akkor legyen
M (a,u)=pop.
(3) Legyen M ($, \)=elfogadas,

(4) Minden mas X € (N UX U {$}) és u € 2" esetén legyen
M(X, u)=hiba.

Példa. G, elemzétablaja:

a (
TT 1 TT',1
FF 4 FF 4

h

N
= N e s+
[N

R
co
-3

}/
[«

=aE=ai=si=gle :T‘U'S':T‘

sl s e B
=pi=pholi=yi=i=y

Erésen LL(k) elemzési algoritmus.

Input G nyelvtan (ami erésen LL(k)) M elemzd tabldja és
z € X s76.

Output Igen ha z € L(G), Nem kiilonben.




Mdodszer

e Sorszamozzuk meg G szabdlyait.

o Az elemzés (z, a$, m) alakd konfigurdcidk sorozata, ahol

-x € ¥F egy sz6, az elemzendo sz6 hatralévo része,

-a € (N U X)* egy verem, a levezetett bal mondat-
forma azon része, amely még tovabbi kiterjesztéseket és
illesztéseket tartalmaz.

- $ az elemzendd sz6 végét jelzé szimbdlum, § & (N UY).

- m egy sor, szabalyok sorszamaibdl alkotott sorozat.

e Kezdé konfigurdcié: (z,5%,A). z € L(G) akkor és csakis
akkor teljestil, ha (z, 8%, A) H* (A, §, 7).

Az elemzési algoritmus

1.C = (z,5%,\);
2. Amig van olyan C’, melyre C'+ C’, legyen C := C”;
3. Ha C = (\,$, m) alakii, valamely 7-re, akkor output: Igen

kiilénben output: Nem.

Amennyiben az output Igen, m adja z egy bal oldali leve-
zetését.

Atmeneti reldcié Tegyiik fel, hogy az (z,Xa,w) konfi-
gurdcidban vagyunk (ahol Xa € (N U X)*$). Képezzik
u = FIi(z)-et

(1)Ha X = A€ N és M(A,u) = (5,7), akkor (z, Xa,7) I
(x, Ba, 7). (A verem tetején egy nemtermindlis allt ame-
lyet kiterjesztettiink.)

(2)Ha X = a € ¥ és M(a,u) = pop, akkor (z, Xa,m)
(o', a, ), ahol © = ax’. (Az illesztendd terminélis illeszke-
dik az elemzendd széhoz.)

(3) Ha M(X,u) =elfogadas (ami csak ugy lehet, ha X =
$, a0 = X és u = A), akkor nincs dtmenet.

(4) Ha M (X, u)=hiba, akkor nincs dtmenet.

Példa. Input G, és a z = a * (a + a) sz6.

x(a+a), K§, \) F (a* (a+a), TT'$,1) F

x(a+a), FF'T'$,14) F (a* (a + a),aF"T'$,148) -
(a+a), F'T'$, 148) F (x(a + a), «F F'T'$, 1485) b
a+a), FF'T'$,1485) b ((a + a), (K)F'T'$, 14857) b

"T'$, 14857148624863) = (A, T"$, 148571486248636) +
, 1485714862486363)

Tehdt a * (a + a) € L(GY,) és 1485714862486363 a sz6 bal
oldali levezetése.




Egy egyszerii példa LL(1) nyelvtanra.

Definicié. G egyszerii LL(1), ha A-mentes és valahdnyszor
A — [ és A — ~ két kiilonbozo szabély, mindannyiszor (3 és
v kiilonboz6 terminélis szimbolumokkal kezdédnek.

Egyszertt LL(1) = er6sen LL(1) < LL(1)

Ha A — af és A — by Kkiilonbozs szabdlyok, akkor
FIL(af'FO.(A)) = FLi(af) = {a} és FLL(by'(FO.(A)) =
{b}, ezért

FL(aB'FO(A)) N FI,(ay'FO.(A)) = 0.

Alulrél felfelé haladé elemzés

El6késziilet: ciklusmentesités.

Definicié. Egy G = (N, %, P, S) egy cf nyelvtan ciklusmen-
tes, ha nincs olyan A € N, melyre A =1 A.

A=TA=TA=TA. ..

Lemma. (Ldsd tankonyv). Tetszéleges G of nyelvtan-

hoz konstrudlhat6 olyan G’ ciklusmentes cf nyelvtan, amelyre
L(G) = L(G).

Altaldnos alulrél felfelé elemzés

Adott G = (N, %, P,S) cf nyelvtan és w € 3* 76, igaz-e,
hogy w € L(G)

Csak A-mentes és ciklusmentes nyelvtanokkal foglalkozunk.

A w sz6bdl kiindulva prébalunk meg felépiteni egy olyan de-
rivacios fat aminek gyokere az S kezddszimbolum.

Két muvelet:

Shiftelés: egy szimbolummal tovdbb olvassuk az input szét
(ami kezdetben w).

Redukdlds: egy szabaly jobb oldalat a bal oldaldval helyet-
tesitjiik.

redukalas

Redukalds az A — x szabdly szerint.




Az altalanos alulrél felfelé halado elemzés alapdotlete.
Olvassuk w-t az elejérél (vagyis shifteljiink) addig, amig az elol-
vasott rész jobb oldali végén ki nem alakul egy szabaly jobb
oldala. Tehat legyen u olyan, amire teljesiil, hogy w = uw’
és van olyan u' és x, hogy u = v'x és A — x € P. Helyet-
tesitsiik x-et a szabaly A bal oldalaval, vagyis redukaljunk.
Eredményiil kapjuk az v’ Aw’ szét, amelyre ' Aw’ = w

az u Aw' szora végezzilk ezt tovabb gy, hogy w' elejétdl
kezdve annak betlit hozzd shifteljiik u’A-hoz addig, amig az
igy kapott sz6 jobb oldali végén megint ki nem alakul egy
szabaly jobb oldala. Ha kialakult akkor redukalunk. fgy
probaljuk meg elérni S-et.

Két probléma.

Shiftelés-redukdlds konfliktus: Ha addig shifteltiink, hogy
elértiink egy olyan pontot ahol redukalni is lehet, akkor nem
tudjuk, hogy elvégezziik-e a redukalast vagy tovabb shifteljiink
egy késébbi olyan redukalas reményében, amitol azt varjuk,
hogy sikeresen elvezet S-hez.

Redukdlds-redukdlds konfliktus: Ha elértiink egy olyan pon-
tot, ahol redukalni lehet, akkor t6bb olyan szabély is lehet, ami
alkalmas a redukalasra. Ekkor nem tudjuk eldonteni, hogy me-
lyik szabély szerint redukaljunk.

Megoldas.

Régzitsiik le a P-beli szabdlyok eqy sorrendjét valamilyen
mdodon. Ha shiftelés-redukdlds konfliktussal taldlkozunk ak-
kor végezziink mindig redukdldst. Tovdbbd, ha redukdlds-
redukdlds konfliktusba utkozunk, akkor mindig a kisebb
sorszdmai szabdly szerint redukdljunk.

Mivel a szabalyok altalunk felallitott sorrendje énkényes, nem
biztos, hogy a fenti elv mindig a helyes irdnyba visz. Mégsem
mondhatjuk, hogy ekkor w & L(G), mivel nem vettiink
figyelembe minden lehetGséget. Ezért (csakigy mint a top-
down elemzésnél) fenn kell tartanunk a visszalépés, vagyis a
backtrack lehetéségét.

Alulrél felfelé halad6 altalanos elemzési algoritmus.

Input Egy G = (N, %, P, S) ciklusmentes és A-mentes kornye-
zetfiiggetlen nyelvtan és egy w =ay ...a, € ¥*,n > 1 sz6.

Output Igen jelzés és a w szénak egy jobb oldali levezetése ha
w € L(G). Kilénben Nem jelzés.

Mddszer

o Rogzitsiik le a szabélyok egy sorrendjét.

e Az elemzés (p, i, o, 3) alak konfigurdciok sorozata, ahol




- p € {q,b,t}, normdl, elfogadd és b=backtrack &llapot.
Kezd6 értéke: q.

- 1 az input szoba mutaté pointer, 1 <7 < n+ 1.

-« egy verem, teteje a jobb végén van. Tartalma az input sz6
clolvasott részébél redukaldsokkal keletkezett (NUX)*-beli sz6.
Kezddértéke: .

- B egy verem, teteje a bal végén van. Tartalma az elemzés
"torténete” vagyis a végrehajtott shiftelések és redukélasok so-
rozata. Kezd6értéke: A.

e A konfiguraciok halmazan megadunk egy - atmeneti relaciot:
(p,i,a,8) B (p,¢,d, ) determinisztikus reldcis. Az
atmeneti reldciot definidld rész (1) 1épésétdl elindulva az elsé
olyan 1épést alkalmazzuk, ami alkalmazhat6 a konfiguraciéra.

e Kezdd konfigurdcié: (q,1, A, A). A befejezd konfigurdcidk
alakja (t,n 4+ 1,5,7) ahol v egy s (shift) szimbSlumbdl és
szabalyok sorszamaibol képzett sorozat. Az teljesiil, hogy w €
L(G) akkor és csakis akkor, ha (¢, 1, \, \) F* (t,n + 1, 5,7).

Az elemzési algoritmus

(0) Kezdd konfigurdcid bedllitdsa: Legyen C := (g, 1, A, A).
(1) Redukdlds: Amig C' = (q,i, oy, 3) alaki és van A — ~
alaku szabély, addig C' = C’, ahol C" = (q,1, @A, j3) és j az
A — v szabdly sorszdma, és a j-edik az elsé olyan szabdly,
amely szerint redukalas hajthaté végre.

(Ha mar nem lehet redukélni, akkor tovabblépiink.)

(2) Shiftelés: Ha C' = (q,1,c, 3) ési #n + 1, akkor C' F C,
ahol C" = (q,i + 1, aa;, sB) (a; pedig az elemzend$ sz6 i-edik
betfije). Menjiink (1)-re (mert ha lehet, akkor redukalunk).
(3) FElfogadds: Ha C' = (q,n + 1,5, 0), akkor C' F C' =
(t,n+1,5,0). Az algoritmus alljon le és adjon ki Igen jelzést.

(4) Atmenet backtrack dllapotba: Ha C = (g,n +1,,0)
de v # S, akkor (nem értiik el S-et tehdt) C' = C”, ahol
C" = (b,n+1,,3). Menjiink (5)-re.

(5) Backtrack végrehajtasa: (Egymast kizard esetek.)

(i) Ha C' = (b,i,aA, jB), a j-edik szabdly A — v és az ay
(vagyis a visszadllitott szd) redukalhatd egy tovabbi B — ~
szabély szerint is (vagyis ay = o''), akkor C' + C’; ahol
C'" = (¢q,i,&/'B,k3), és k > j a B — 4 szabdly sorszdma
(az dltalunk rogzitett sorrendben) és a j-edik utén ez a legelsd
olyan szabaly, amely szerint avy szon redukélas hajthato végre.

Menjtink (1)-re (mert ha lehet, akkor redukalunk).




(5) Backtrack végrehajtasa: (Egymast kizard esetek.)

(i) Ha C' = (b, i, A, j5), a j-edik szabdly A — v ési #n+1
de ay nem redukalhaté més szabéllyal, akkor C'+ C” = (¢, i+
17 anyaq, Sﬂ)

Menjiink (1)-re (mert ha lehet, akkor redukalunk).

(iii) Ha C' = (b,n+1,A, j3) a j-edik szabdly A — ~ de ay
nem redukélhaté més szabéllyal és mar shiftelni sem tudunk
akkor C'F C" = (b,n + 1, ary, ). Menjiink (5)-re.

(iv) Ha C' = (b,i,aa,s8) ési > 1, akkor C' + C" = (b,i —
1, a, 3). Menjiink (5)-re.

(v) Ha egyik feltétel sem teljestil akkor w & L(G), az algorit-
mus alljon le és adjon Nem jelzést outputra.

Példa. Go: 1: K —-K+T 2:K— T
3:T —a 4:T — b.

Elemezziik a w = b + a szot.

(q7 ]‘7 A? A) l_ (q7 27 b? S) l_ (q7 27 T7 48) l_ (Q7 27 K? 248) l_
(q,3, K+, 524s) F (q,4, K + a,ss24s) - (q,4, K + T, 3ss24s)
(q,4, K,13s524s) I (t,4, K, 13s524s),

Tehat b+ a € L(G.). Tovabbd 13ss24s-bdl tordlve az s-
eket, az 1324 szabély sorszam sorozatot kapjuk, vagyis azon
szabalyok sorszamainak sorozatét, melyek b 4+ a jobb oldali
levezetését adjak.

LR(k) nyelvtanok és elemzésiik

G = (N, %, P, S) egy tetszoleges cf nyelvtan.

Az LR(k) nyelvtanok, ahol k > 0 most is egy egész szdm,
olyan specialis kornyezetfiiggetlen nyelvtanok, melyek esetében
az alulrdl felfelé elemzéskor megnézziik a jobb oldali mondat-
forma még feldolgozatlan részének k hosszisagu prefixét és
ennek segitségével fel tudjuk oldani mind a shiftelés-redukalés
mind a redukalas-redukalas konfliktust.

Technikai okok miatt feltessziik, hogy S-nek csak egyetlen al-
ternativaja van és S nem szerepel egyetlen szabdly jobb oldalan
sem.

Definicié. Legyen v jobb mondatforma, v # S. Azt mond-
juk, hogy 3 a 7 nyele, ha van olyan A — (3 szabdly, melyre
S =F adAw =, afw = 1.

Az elemzés szempontjabdl fontos a nyél meghatérozésa: ha
minden 7 jobb mondatformanak meg tudnank hatarozni egy
nyelét, akkor minden jobb mondatformat tudnank redukalni
is. Mivel ekkor djra jobb mondatformét kapunk, el tudnank
donteni, hogy egy z € ¥* 526 redukalhaté-e (t6bb lépéshen)
S-re, vagyis teljesiil-e z € L(G).




Az LR(k) nyelvtan definiciéja
Definicié. Legyen k > 0 egy egész szam. Azt mondjuk, hogy
a G nyelvtan LR(k), ha valahdnyszor teljesiilnek az

o S =7 aAw =, afw

oS =rvBx =, yéxr = afy

o F'I}(w) = FI(y)

feltételek, mindannyiszor aw = v, A = B és 3 = 0.

Eszrevétel. Ha egy nyelvtan LR(k), akkor az LR(k + 1) is.

Tth, hogy G LR(k) és el akarjuk donteni, hogy z € L(G)
teljestil-e. Tth, azt mar tudjuk, hogy w =% 2. Ekkor az w
szonak nem lehet két kiilonbozo nyele. Ha ugyanis egyrészt
w = afw, mésrészt w = ydx, tovdbbd vannak olyan A — (3
és B — 0§ szabalyok melyekre

e S =" aAw =, afw és

oS =" vBx =, yér = afw,
akkor FIy(w) = FIi(w), és az LR(k) feltétel miatt azt
kapjuk, hogy @ = v, A = B és 3 = §, tehat mind a nyél,
mind a redukcid egyértelmiien meghatarozott.

A tovabbiakban azt is latni fogjuk, hogy az LR(k) feltétel
szintén feloldja a shiftelés-redukalas konfliktust is.

Az LR(k) nyelvtanok esetében is a kovetkezé két kérdés
megvéalaszolasara koncentralunk:

(1) Ha adott egy G nyelvtan és egy k szdm, akkor eldontheté-e,
hogy G nyelvtan LR(k)-e?

(2) Hogyan miikédik az LR(k) elemzés?

Mindkét kérdés megvalaszoldsahoz sziikségiink van az LR(k)
feltétel egy olyan atfogalmazédséra, amely gyakorlati szem-
pontbdl jobban hasznalhaté. Ehhez azonban sziikségiink van
a kovetkezd fogalmakra.

Definicié. Egy v € (N UX)* jdrhatd prefiz, ha van olyan
afw jobb mondatforma melynek nyele 3 és teljesiil rd, hogy
~ prefixe a-nak.

A jarhato prefix egy olyan szd, amely prefixe egy jobb mon-
datformanak, de nem nyulik t1l a nyél jobb oldali végén.

Az elemzés soran lényegében jarhaté prefixeket éllitunk eld.
Célunk az, hogy a jarhaté prefixekhez addig shifteljiink ujabb
szimbdlumokat, amig el nem érjiik a nyél jobb oldali végét,
vagyis ki nem alakul a nyél. A definici6 szerint az igy kapott
sz0 is jarhato prefix, ami azonban mar redukalhato.




Definicié. Az [A — (.05, u] alakii parokat LR(k) elemek-
nek nevezziik, ahol A — (313, € Pésu € ¥ ) (A g = A
és/vagy a B = A is lehetséges.)

Definicié. Az [A — (1.0, u] LR(k) elem érvényes az af3
jdrhato prefizre, ha létezik S =7 aAw = af;fow derivicié
gy, hogy u = FI(w).

Definicié. Az [A — (1.0, u] LR(k) elem érvényes az o
jarhatd prefizre, ha létezik S =F aAw = afFow derivécid
gy, hogy u = FI(w).

Annak, hogy egy LR(k) elem érvényes egy jarthatd prefixre,
a szemléletes jelentése a kovetkezd:

- Ha az LR(k) elem [A — (;.0s,u] alakd, ahol Gy # A, akkor
az A — (10, szabdly széba johet egy késobbi redukélasnal,
mert ezen szabaly jobb oldaldnak ,,." el6tti része (vagyis (1)
mar megegyezik a jarthato prefix , végével”.

- Ha az LR(k) elem [A — [.,u] alakii, akkor az A — (3
szabaly széba johet a jathato prefix redukéldasanal.

Adott 7y jarhatd prefix esetén a v-ra érvényes LR(k) elemek
halmazat Vj(vy)-val jeloljik. Minden ~-ra Vj(vy) véges hal-
maz. A Vi(v)-kat LR(k) tabldknak hivjuk (mely elnevezés
onnan adédik, hogy egy Vi(v) halmazban 1év$ jarhatéd prefi-
xeket egymds ald frva tdblazatszer(i elrendezést kapunk).
Bevezetjiik a

T = {Vi(vy) | v jérhaté prefix}
jelolést.
Ismét megjegyezziik, hogy — bar altalaban végtelen sok -~y
jarhaté prefix van — 7 is véges halmaz, ugyanis részhalmaza az
LR(k) elemek halmaza hatvdnyhalmazanak, ami megint csak
véges.

Vi.(v) meghatarozasa.

Input G nyelvtan és v = Xq... X, sz0, ahol Xy,..., X, €
(NUX).

Output Vi.(7y) halmaz.

Mdédszer Kiszamoljuk a Vi(X), Vi(X7), ..., Vi(X7 .
mazokat.




Algoritmus

(a) Vk(X) kiszamitdsa

(1) (Inicializdlds.) Minden S — « € P esetén legyen
[S — .a,)\] € Vi(N).

(2) (Lezdrds.) Mindaddig, amig Vi(A\) bévithets, a Vi(A)
minden [A — .Bf,u] alaki elemére és B — 0 P-

beli szabdlyra, legyen [B — .,v] € Vi(A) minden v €
FI.(fu)-ra.

Algoritmus

(b) Tegytik fel, hogy Vi(Xi...X;_1)-et mér kiszdmitottuk.
Ekkor kiszamitjuk V(X ... X;)-t.

(1) (Léptetés.) Minden [A — . X; 3, u| alaki V(X7 ... X;1)-
beli elem esetén legyen [A — aX;.0,u] € Vi(X7 ... X;).
(2) (Lezards.) Mindaddig, amig Vi(X7...X;) bovithets, a
Vi(Xi...X;) minden [A — «.Bf,u| alaki elemére
és B — § P-beli szabdlyra, legyen [B — .5,v] €

V(X1 ... X;) minden v € FI(fu)-ra.

Példa. (LR(1) tablak) Glse S — L
L - LxFE|E
E — alb

Ty=Vi(A) = [ = LAl
[L — .LxE,\/%]
[L — .E,\/ %]
[E — .a,\/ %]
[E— .b,\/ %]

Ty =Vi(L) = [S — L., A
[L — L.x E,\/ %

T = {Vi(vy) | v jérhaté prefix } kiszdmitasa.

Input G nyelvtan.

Output T = {Vi(7) | v jarhato prefix }.




Algoritmus

(1) Legyen T = {Vi(A)} ( Vi(vy) Algoritmus (a) pont).
(2) Mindaddig amig 7-ben van megjeloletlen tabldzat tegyiik
a kovetkez6t:
— Vegyiink egy megjeloletlen T € 7 elemet. Legyen ez
T = Vi(v).
— Jeloljik meg T-t.
—Minden X € (N U X)ra szamoljuk ki 77 = Vj(7X)-
et (Vi(v) Algoritmus (b) pont). Ha T" & T akkor T'-t
vegyiik fel 7-be, kiillonben 1épjiink tovabb.

Mivel az LR(k) tabldk halmaza (vagyis 7) véges, a fenti al-
goritmus véges szamu 1épés utan terminél.

Példa. (LR(1) tabldk) Gis: S — L
L — L+E|E
E — alb

Ty=Vi(\) = [S — L,
[L — .LxE,\/x]
[L— B[+
[E — .a,\/ %]
[E — .b,\/ %]

Ty =Vi(L) = [S — L.\
[L— L.xE N/

T, =Vi(E) = [L — E.,\/+]
Ty=Vi(a) = [E — a,\/#]
Ty =Vi(b) = [E — b, A/
Ty =Vi(L%) = [L— L*.E,\/+]

[E— .a,\/ %]
[E — b, A/ %]

To=Vi(L*xE) = [L—LxE. \/%]

Az LR(k) tétel atfogalmazasa.

Definicié. Tetszoleges o szora

EFFy(a) ={FIi(z)|a =* 3 =, x gy, hogy § # Ax
semmilyen A € N-re}.

Tétel. (LR(k) tétel.) G akkor és csakis akkor LR(k), ha
minden T € T LR(k) tébldra igaz, hogy ha T-ben van
[A — . u] alaki elem, akkor nincs benne egy olyan mésik
[B — [1.02,v] elem, melyre u € EFFi(fv). (Ezt réviden
gy fejezziik ki, hogy minden LR(k) tdbla konzisztens.)




Tétel. G-rdl eldonthetd, hogy LR(k)-e.

Bizonyitas. Szamoljuk ki 7-t, majd vegyiik sorra 7-nek
minden 7" elemét. Amennyiben T-ben nincs [A — 3., u] alakd
elem, vélasszuk a kovetkezd tablazatot.

Ha T-ben taldlunk [A — (., u] alaki elemet, akkor T' min-
den [B — f1.0s,] alakil elemére vizsgdljuk meg, hogy u €
EFF(fByv) teljesiil-e.  (Itt kihasznaltuk, hogy EF Fy(Gyv)
kiszdamithaté.) Ha talalunk ilyen elemet T-ben, akkor G' nem
LR(k). Ha egyetlen T' tablazat esetén sem taldlunk két olyan
clemet, amelyek kielégitik ezt a feltételt, akkor G LR(k).

Példa. G LR(1):
To=Vi(A) = [S— .L, A
[L — .LxE XN/
[L — .E,\/ %]
[E — .a, A/ %]
[E — .b,\/ %]

Ebben nincs [A — ., u] alaki elem, tehét nem lehet konflik-
tus.

Példa. G LR(1):

Ti=Vi(L) = [S— L.,
[L — L.x E,\/ %]

Az[S — L., N-tésaz[L — L.xE,\ /| elemek konfliktusban

lehetnek. De EFFy(xEX) = EFFi(xEx) = {x} és A & {x},
igy az LR(1) feltétel megint csak nem sériil.

Hasonldan lathato a T, . . ., Ty tabldk esetén is.

Az LR(k) elemzés miikédése (Tth G LR(k))
Megkonstruédljuk az LR(k) elemzd tdbldt, amely két részre
oszthatd: az f tevékenység tdbldra és a g goto tabldra.
Mindkét tabla sorai 7 elemeivel vannak cimkézve.

Az f tevékenység tabla oszlopai L** elemeivel vannak
cimkézve. A T € T sorhoz és az u € L%F oszlophoz tartozé
(T, u) sor azt {rja le, hogy mit kell tenni, ha a vizsgalt jarhaté
prefixre érvényes LR(k) elemek halmaza T', az elérenézett szd
pedig u.

A g goto tabla oszlopai N U ¥ elemeivel vannak cimkézve.

AT = V() sor és az X oszlop altal meghatarozott elem
V(v X), tehdt g(T', X) = Vi(vX).




f(T, u) pontos definicidja.

(1) Ha T-ben van [A — [.,u] alaki elem, akkor legyen
f(T,u) =(redukalds, j), ahol j az A — [ szabély sorszdma.
(2) ha T-ben van [A — (.02, v] alaki elem, ahol By # A és
u € EFFi(fv), akkor legyen f(T,u) =shift.

(3) Ha w = A és T-ben van [S — «., A] alaki elem, akkor
f(T,u) =elfogadas.

(4) Minden més esetben legyen f(T,u) =hiba.

A ¢ goto tébla oszlopai N U X elemeivel vannak cimkézve.
AT = Vi(y) sor és az X oszlop dltal meghatdrozott elem
Vi(vX), tehat g(T', X) = Vi(vX).
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Példa. Gig: 1: S — L
2L—-LxFE 3: L - F
4: F —a 4: E — b tevékenység tablaja:

E
15

=p R N =g = =a = a RN ]
=aR Ny === R R S

LR(k) elemzési algoritmus

Input G (LR(k)) nyelvtan LR(k) elemz8 (tevékenység és
goto) tdblaja és w € T* s76.

Output Igen ha w € L(G), Nem kiilonben.

Modszer

o Az elemzés (x, aT, ) alaku konfigurdcidk sorozata, ahol

- x € X egy s70, az elemzendd sz6 hatralévé (vagyis a jarhaté
prefixen tili) része,

-aT € (T UN UZX)* ahol « tartalmazza a jarhatd prefixet
ugy, hogy ennek minden prefixe utdn a-ban benne van a ra
érvényes LR(k) tabla is. (Igy T érvényes o/-re, ahol o/-t gy
kapjuk a-bdl, hogy toroljiik beléle a 7-beli szimbdlumokat. )
Egy veremnek tekintjiik, melynek teteje a jobb végén van.

- T egy, a szabdalyok sorszamaibol alkotott sorozat. Egy sornak
tekintjitk, melynek teteje a bal végén van.




Modszer

o Kezdé konfiguracid: (w, Ty, A), ahol Ty = Vi(A) (vagyis a
A jarhaté prefixre érvényes LR(k) tdbla). A befejezd konfi-
gurdcidk (A, ToaT, m) alakuak.

A konfiguracidk kozotti atmenetet F-val jeloljiik.

Az dtmeneti reldcié gy van definidlva, hogy w € L(G) akkor
és csakis akkor teljesiil, ha a kezdd konfiguraciobdl elértiink egy
olyan (A, ToaT', 7) konfiguraciét, melyre f(T', \) =elfogadas.
(Ekkor a-bdl elhagyva az LR(k) tébla szimbdlumokat, az S
egyetlen alternativéjat kapjuk.)

Az elemzési algoritmus

1. C = (w, Ty, N);
2. Amig van olyan C’, melyre C' = C’, legyen C := (",

3.Ha C = (\TyaT,w) alaki, valamely mre &s
f(T, ) =elfogadas, akkor output: Igen kiilonben output:
Nem.

Amennyiben az output Igen, akkor 17 adja w egy jobb oldali
levezetését, ahol 1 az egyetlen S bal oldalu szabaly sorszama.

Atmeneti reldcié Tth az (x,aT, 7) konfigurdciéban vagyunk.
Képezzikk u = FIi(x)-ct.

(1) Ha f(T,u) = (redukaélas, j), akkor a1 verembél torliink
2 - |8| darab szimbdélumot, ahol A — § a j-edik szabdly.
Tegyiik fel, hogy a veremben marad vT”. Akkor (z,aT,7) F
(x,~vT'AT", jm) ahol T" = g(T’, A).

(2) Ha f(T,u) =shift, akkor (z,aT,7) & (2/,aTaT’, ),
ahol z = ax’ é&s T' = ¢(T, a).

(3) Ha f(T,u) =elfogadds (ami csak gy lehet, ha T-ben
van [S — a., A] alakid elem és u = X egyidejiileg teljesiilnek)
akkor nincs atmenet.

(4) Ha f(T,u)=hiba, akkor nincs dtmenet.

Tekintsiik a Gy nyelvtant és a w = a b * a sz6t. Adjuk meg
sz6 elemzését.

(a*xbx*a, Ty, A F (xb*a, ToaTs, A) b (xb* a, ToETy, 4) b
(*b * a, ToLTl, 34) H (b * a, TQLT1 * T5, 34) H

(*a, ToLTl * T5bT4, 34) = (*a, ToLTl * ,T’g,ET'(;7 534) H

(*(I, TY()LIH7 2534) = (0}7 T()LTI * 7})7 2534) =

(\, ToLT, * TsaTy, 2534) -

(N, ToLT, * TsETy, 42534) (A, TyL Ty, 242534)

Mivel f(T1,\) =elfogadds, az a x b * a sz6 eleme L(Gq)
nyelvnek. Tovabba, az 1242534 szabély sorszam sorozat ezen
sz6 jobb oldali levezetését adja.




Osszefiiggések LL(k) és LR(k) nyelvek kozott

Tétel. Ha egy nyelvtan LL(k), akkor az LR(k) is.

Egy L nyelvet LL(k)-nak (hasonléan LR(k)-nak) mondunk,
ha van olyan G LL(k) (hasonléan LR(k)) nyelvtan, melyre
L = L(G).

Tétel. Minden LR(k) nyelv generdlhaté LR(1) nyelvtannal
is. Tovabbd, az LR(1) nyelvek osztalya megegyezik a determi-
nisztikus nyelvek osztalyédval.

Precedencia nyelvtanok és elemzésiik

Definicié. Egy G = (N,%, P,S) nyelvtan egyértelmiien
redukdlhato, ha valahdnyszor A — 3 és B — [ P-beli
szabalyok, mindannyiszor A = B teljesiil.

Egyszeriu precedencia nyelvtanok

Egyértelmiien redukélhato, tovabba a nyelvtani szimbdélumok
(terminélisok, nemterminélisok) kozott fennéllnak a <, = és
> precedencia reldciok melyek intuitiv jelentése a kovetkezo.
Legyen afw egy jobb oldali mondatforma, melynek a nyele (3.
Akkor

e o barmely két betiije kozott < vagy = relacié éll fenn,

e o utolso és [ elso betlije kozott a < relacid all fenn,

e a nyél, vagyis B barmely két betiije kozott az = relacié all
fenn,

e 3 utolso és w els6 betiije kozott a > relacié all fenn.

Egy jobb mondatforma nyelét ugy taldlhatjuk meg, hogy addig
shifteljiik az inputot (még akkor is, ha az mér redukélhaté),
amig azt nem taldljuk, hogy a legutoljara beolvasott betii és a
hatralévé input elso betilije kozott a = relacié all fenn.

Ha ez teljesiil, akkor megtalaltuk a nyél jobb oldali végét.
Ezutan a beolvasott szimboélumok kozott addig olvasunk viss-

zafelé, amig két betli kozott a < reldciét nem talaljuk. Ahol
ez all fenn, ott van a nyél bal oldali vége (vagyis az eleje).

Ha a nyelet megtalaltuk, akkor a jobb mondatforma redukalésa
egyértelmiien elvégezhetd (tehat nem lesz redukdlas-redukalds
konfliktus sem).




Az egyszerli precedencia nyelvtanok esetében is a kovetkezo
két kérdés megvélaszolasara koncentralunk:

(1) Ha adott egy G nyelvtan, akkor eldéntheté-e, hogy G egys-
zerl precedencia nyelvtan-e?

(2) Hogyan miikodik az egyszert(i precedencia elemzés?

Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. A
<,= és > relacick az N U X U {$} halmazon értelmezett
legsziikebb olyan relacidk, melyekre az aldbbi feltételek tel-
jesiilnek:

-minden X € (N U X)ra, ha § =7 Xa, valamely a-ra,
akkor § < X;

-minden X,Y € (N U X)-ra, ha van olyan A — o XBf
szabaly, melyre B =1 Yy, valamely ~y-ra, akkor X < Y;

-minden X,Y € (N U X)-ra, ha van A — aXY [ alakui
szabdly, akkor X =Y,

-minden X € (N UX)raés a € Xra, ha van olyan A —
aBY (3 szabély, melyre B =7 vX ésY =* ad, valamely
~-ra és 0-ra, akkor X > a (ahol az Y =* ad levezetés nulla
lépésben is teljesiilhet, tehat ugy, hogy Y = a);

-minden X € (N UZX)ra, ha S =7 aX, valamely a-ra,
akkor X > §.

Az el6bbi precedencia relacidk konnyem meghatérozhatok. Pl.
=< esetén: ha van olyan A — aX B3 szabély, melyre
B =" Y, valamely y-ra, akkor X < Y.

Hp={Y € (NUY)|B =" Y~} halmaz kiszdmitdsa:

lL.Legyeni=0¢é H;={Y € (NUX)|B — Ya € P};

2. Legyen Hiy = HHU{Y € (NUY)|3J(A e H) : A—
Yo € P},

3. Ha H;,1 = H; akkor alljunk meg, kiilonben legyen ¢ = i+1,
és menjiink 2-re;

Nyilvanvalé annak igazolasa, hogy az algoritmus véges 1épés
utan H; = Hp mellett terminal.




Definicié. Egy G = (N, X, P, S) cf nyelvtan egyszer(i prece-
dencia nyelvtan, ha ré a kévetkezdk teljesiilnek:

- G ciklusmentes és A-mentes,

- G egyértelmiien redukélhato,

-minden X,Y € (N UX)ra a <,= é > relacick koziil
legfeljebb egy &ll fenn X és Y kozott. |

Tétel. Tetszoleges G kornyezetfiiggetlen nyelvtanrdl
eldonthetd, hogy egyszert precedencia nyelvtan-e.

Az egyszerii precedencia elemzés

Tétel. Legyen G = (N, X, P,S) egy A-mentes cf nyelvtan.
Tovabba tegyiik fel, hogy
$5% =7 Xi... XjAa ... .q
=, X1... XY . Ya . a
Akkor fennéllnak a kovetkezo relaciok:

(1) minden 1 <4 < k esetén X; < X1 vagy X; = X4,
(2) Xy = Y7,
(3
(

)
)minden 1 < i < m esetén V; = Y.y,
4) Y, = a;.

Megjegyzés. Azt nem kell feltenni, hogy G egyszerii pre-
cedencia nyelvtan, mivel az allitds csak azt mondja ki, hogy
az (1)-(4) pontokban szerepld reldcidk fennédllnak de azt nem,
hogy csak ezek dllnak fenn.

Kovetkezmény. Az el6zd tétel feltételei mellett tegytik fel
még azt is, hogy G egyszer(i precedencia nyelvtan. Ekkor az (1)
allitdsban a vagy feltétel kizdrd vagyot jelent, tovabbd az (1)-
(4) allitasok mindegyike kiegészithet6 azzal, hogy a megfeleld
helyeken mas relacié pedig nem all fenn.

Egyszeriui precedencia elemzési algoritmus.

Input G (egyszerli precedencia) nyelvtan, precedencia matrix
és w € ¥* sz0. Feltessziik tovabba, hogy G szabélyai meg
vannak szamozva.

Output Igen ha w € L(G), Nem kiilonben.

Mdédszer
o Az elemzés ($ar, 28, 7) alakii konfigurdcidk sorozata, ahol

-a € (NUX)*, az elemzendd sz6 mar beolvasott részébél
redukalt jarhatd prefix. Egy veremnek tekintjiik, mely-
nek teteje a jobb végén van.
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-x € X egy s70, az elemzendd sz6 hatralévo része,

- teljesiil tovabb4, hogy ax = w

- szabalyok sorszamaibdl alkotott sorozat. Egy sornak
tekintjik, melynek teteje a bal végén van.

o Kezdé konfigurdcid: (3, w$, A). A befejezd konfigurdcick
(85,8, m) alakiak. A konfigurdcidk kozotti dtmenetet -
val jeloljiik. Az dtmeneti relacié ugy van definidlva, hogy
w € L(G) akkor és csakis akkor teljestil, ha ($,w$, ) +=*
(85,8, m) valamely m-re és ekkor m adja a w egy jobb oldali
levezetését.

Az elemzési algoritmus

1.C = ($,w$, \);
2. Amig van olyan C’, melyre C'+ C’, legyen C := C”;

3. Ha C = (85, $, m) alakd, valamely 7-re, akkor output: Igen,
kiilénben output: Nem.

Amennyiben az output Igen, akkor m adja w egy jobb oldali
levezetését.

Atmeneti reldcid Tegyiik fel, hogy a C' = ($a, 2$, ) konfi-
gurdcidban vagyunk, ahol @ € (N UX)* és x € ©*. Legyen
X a $a verem tetején 1év6 szimbdlum (vagyis $a = o’ X) és
legyen a az x$ elsd betiije (vagyis az’ = z3). (Megjegyezziik,
hogy a = Aesetén X =8, x = A esetén a = $.)

(1) Ha (a precedencia matrix szerint) X < a vagy X = a,
akkor C'F €', ahol C" = ($aa, 2, m).

(2) Ha (a precedencia matrix szerint) X > a, akkor keressiik

két veremszimbélum kézott < &ll fenn, vagyis legyen § a
legrovidebb sz6, melyre $a = o/ és o utolsé és B elsé
betlije kozott < 4ll fenn. (Elgfordulhat, hogy o = §.)
Ekkor

-ha B egy A — [ szabdly (mondjuk a j-edik) jobb
oldala, akkor redukdljunk, vagyis C' = C’, ahol C' =
(/A x8, jmr),

- kiilonben, vagyis ha 3 egyetlen szabalynak sem jobb
oldala, akkor nincs atmenet.

(3) Kiilénben nincs dtmenet.




frasbeli vizsga kérdések a
,Formalis nyelvek és szintaktikus elemzésiik” c.
targyhoz

a) Bevezet6 formélis nyelvi rész

1. Generativ nyelvtan definicidja, levezetés, nyelvtan éltal ge-
nerélt nyelv fogalma. Chomsky nyelvosztélyok. [11-16]

. Véges automata fogalma, nemdeterminisztikus és determi-
nisztikus automatak ekvivalencidja. [17-22]

. Reguldris kifejezés, dltala meghatérozott nyelv. A regularis
nyelvek 3 tipustak. [22-26]
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4. A 3 tipusu nyelvek automatédval valé felismerhetésége. . Veremautomata fogalma, felismerés végéllapottal és tires
[26-29] veremmel, ezek ekvivalencidja. [43-48]

5. Az automatéval felismerheto nyelvek regularisak . A kornyezetfiggetlen nyelvek veremautomatakkal valo fe-
(Kleene tétele). [29-31] lismerhetGsége. [48-49]

6. Pumpdl6 lemma reguldris nyelvekre. [31-33] . A veremautomatdkkal felismerhet6 nyelvek —kornye-
7. A reguldris nyelvek osztalyanak zértsagi tulajdonsagai (re- zetfiiggetlenck. [50-51]
guldris miiveletek, Boole miiveletek). [4.13 tétel 4+ 34-35] . Pumpélé lemma kornyezetfiiggetlen nyelvekre (Bar—Hillel
8. Kornyezetfiiggetlen nyelvek levezetési médjai (dltaldnos, lemma). [5.7 lemma, 5.9 kovetkezmény kimonddsa + 64 -
bal- és jobb oldali) és ezek kapcsolata. [37 4 5.8 lemma] 6]

9. Derivacids fa fogalma, levezetések és derivacids fak kozotti - A kbrnyezetfiiggetlen nyelvek osztalydnak zdrtsagi tulajd-
kapesolatok. [38 41] onségai (reguldris miveletek, Boole miiveletek). [66-67)




b) Nyelvek elemzése rész

1. Szintaxis megadasa kornyezetfiiggetlen nyelvtannal, az
elemzés alapfeladata. [1-6, 69-70]

2. Az éltaldnos feliilrél lefelé haladd elemzési algoritmus. [73—
75]

3. A FI és a FO; halmazok definicidja és kiszdmitasanak
algoritmusa. [77, 7.6 def., 81, 86, 88]

4. Az LL(k) és az erésen LL(k) nyelvek definicigja, és ekvi-
valancigjuk a k = 1 esetben. Az erésen LL(k) feltétel
eldonthetdsége. [78, 87-89, 93-95]

. Az erésen LL(k) nyelvek elemzése: elemz6 tébla kosn-

tukcidja és az elemzési algoritmus. [90-92]

. Az dltaldnos alulrdl felfelé haladd elemzési algoritmus. [99-

101]

.Az LR(k) nyelvtan definicidja és az LR(k) elemzéshez

sziikséges fogalmak bevezetése (nyél, jarhaté prefix, LR(k)
elem, érvényesség, LR(k) téblak és azok kiszamitdsa). [8.1,
8.2, 103-104, 108-110]

Az LR(k) feltétel atfogalmazdsa (LR(k) tétel), a

tevékenység és a goto tédblak definicidja. Az LR(k) elemzési
algoritmus. [8.9, 111-114]

9. Egyszert precedencia nyelvtanok definicidja,
eldonthetosége.  Egyszeri precedencia elemzési algorit-
mus. [117-118, 8.8, 121-122]

A példdk nem kellenek (legfeljebb j6 ha vannak).




