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Kornyezetfliggetlen nyelvtan

3) Egy tovédbbi példa a szabdlyos zardjelezéseket generdld nyelvtan:
5—=55[(5)10)

Példaul:
S$=55=(5)S=(()S= ()0

A kornyezetfuiggetlen nyelvtanok két legfontosabb alkalmazasa:
- természetes nyelvek feldolgozdsa (NLP),

- programozasi nyelvek szintaxisanak megadasa.

Az alkalmazastdl fliggden kisebb kiterjesztések sziikségesek
("majdnem kornyezetfiiggetlen” nyelvtan).

Rovidités: cf nyelv(tan) := kornyezetfliggetlen nyelv(tan)
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Ismétlés: Egy G = (N, X, P.S) nyelvtan kornyezetfiiggetlen, ha
minden szabdlya A — « alakd. Egy L nyelv kornyezetfiiggetlen, ha
van olyan G kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyre L = L(G). Az
Osszes kornyezetfliggetlen nyelvek osztdlyat CF-fel jeloljiik.

Példdk kornyezetfiiggetlen nyelvtanokra és nyelvekre:

1) Az S — aSb | € nyelvtan, amely az {a"b" | n > 0} nyelvet
generalja.

2) A G, nyelvtan, melynek szabalyai
» K>K+T|T,
> T TxF|F,
» F = (K)|a.

L(G,r) az a-bdl valamint a (), + és * jelekbdl képezhetd
aritmetikai kifejezések halmaza. Pl a x (a + a) € L(G,,).
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Backus-Naur forma
A gyakorlatban (pl programozasi nyelvek megaddsakor) a
kornyezetfliggetlen nyelvtan egy makré-szerii valtozatat haszndljak.
A neve Backus-Naur forma, roviden BNF. A jelolés tomorebb lesz,
a nyelv generalé kapacitds nem véltozik.
1) A nemtermindlisokat szogletes zardjelbe tett szavakkal adjuk
meg, pl: (program), (ut.lista), a termindlisokat kovér kisbetlikkel:
if, while.
2) A — helyett ::= jelet irunk.
3) "egy vagy tobb" makré: ...
pl (integer) ::= (digit) ...
(digit) ::= 0]1]2|3|4|5|6|7|8|9
A mi jelolésiinkkel: ... helyett A-t irunk és felvessziik az
A — Aala szabdlyokat.
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Backus-Naur forma

4) "egy vagy egy sem” (opciondlis) makré: [a]
pl (ifut) ::=if (relacio) then (ut) [else(ut)]

A mi jelolésiinkkel: [a] helyett A-t irunk és felvessziik az A — ale
szabdlyokat.

5) "tobb szimbdlum egy egység’ makrd: {a}

pl (ut.lista) ::= (ut) [{; (ut)}...]

A mi jelolésiinkkel: {a} helyett A-t irunk és felvesszik az A — «
szabdlyt.
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Korlatozas nélkuli, bal- és jobb oldali derivaciék

Korldtozds nélkiili derivdcic (levezetés):
ag =01 = ... =,

Bal oldali derivacio
(cv; legbaloldalibb nemtermindlisat helyettesitjiik):
o) =) 1 = ... =] (p

Jobb oldali derivacio

(cvj legjobboldalibb nemtermindlisat helyettesitjiik):
g = O] = ¢ ... =r Qp
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Backus-Naur forma

Forditsuk le a sztenderd jeldlésre az L ::= S [{; S}...]| definiciét.

a)
L— S[A.. ]
A—;S
b)
L— SB
B—A...|e
A—:S
c)
L— SB
B — Cle
C — AC|A
A—:S
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Korlatozas nélkuli, bal- és jobb oldali derivacidk
Példdk.
Korlatozas nélkuli, bal oldali és jobb oldali levezetések az
aritmetikai kifejezéseket generalé G,, nyelvtanban. (Az aldhdzott
nemterminalist helyettesitjiik.)
K = T = TxF = FxF = Fx(K)
K = I =, IxF =, FxF =, axF
K = T =, TxF =, Tx(K) =, T*x(K+T)
Gor : K= K+TI|T, T TxF|F, F—(K)|a
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Korlatozas nélkuli, bal- és jobb oldali derivaciék Korlatozas nélkuli, bal- és jobb oldali derivacidk

A kiilonbozd levezetési médok kapcsolata: Lemma. Minden X € (NUX) és w € X" esetén:

Ha X = o vagy X =7 a, akkor X =" « is fennall. X="w & X=w & X=iw

Forditva nem igaz, példaul G, -ban Bizonyitas. Csak a baloldali levezetésre bizonyitjuk (szimmetria).
K==K+T=K+T+T=K+F+T, (a) Ha X =% w, akkor X =* w.

desem K = K+ F+ T sem K =7 K+ F + T nem teljesiil. (b) Tth X =* w, vagyis X =" w valamely n > 0O-ra.

n szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy X =7 w.

Ellenben, ha o termindlis sz6 (o € ¥*), akkor az allitds mar

megfordithatd, vagyis igaz lesz, hogy bal oldali (jobb oldali) (i) n=0: X = w, tehdt X =9 w.
levezetésekkel ugyanazok a termindlis szavak kaphaték meg mint

korlatozas nélkili levezetésekkel. Lasd a kovetkez6 dian.
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Korlatozas nélkuli, bal- és jobb oldali derivaciék Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal

(i) n= n+1: Tfh X ="1 w, vagyis:
b = F

(/\\

K )

I

h =
X=X...Xe="wmiwo ... wy = w.

+

* — 4—— X

L — T—

1) Egyrészt, X — Xi... X, € P.
2) Mdsrészt, minden 1 </ < k-ra teljesil X; =" w;, n; < n. / \
Tehat, az I. F. szerint, minden 1 </ < k-ra X; :sf" w; is fennall. A

T F
kettdt osszerakva kapjuk, hogy ‘ / ‘ \
F K

X = )(1)(2 R )<k
é?l W1X2...Xk
:$>72 wiws ... X

L — TM— 44— X

n .
= wiwo...wx = w, vagyis X =] w.

Erésen kihasznaljuk, hogy wy, ..., w, € ©*. Kiilonben a fenti derivéciés fék K =* F % (K), F =" (a+ a)
levezetés nem bal oldali levezetés lenne! '
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Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal

Az X € (NUZX) gyokerii derivaciés fak halmaza a legsziikebb olyan

Dx halmaz, amelyre X x X
(i) Az a fa, amelynek egyetlen szdgpontja (vagyis csak gyokere)
az X, eleme Dx-nek. c X X
(i) Ha X — ¢ € P, akkor az a fa, amelynek gyokere X, a
gyokerének egyetlen leszarmazottja az ¢, eleme Dx-nek.
(iii) Ha X — Xi... X € P, tovdbbd t; € Dx,,....tx € Dx,, t ti
akkor az a fa, amelynek gyokere X, a gyokérbdl k él indul
rendre a ti, ..., t, fak gyokeréhez, eleme Dx-nek.
X X[{;‘] X[tl,...,tk]
Megjegyzés: ha X € ¥, akkor az (ii) és (iii) pontok nem
eredményeznek tovdbbi fikat, tehdt ekkor Dx = {X}.
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Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal
Legyen t egy X gyokerl derivacids fa. Akkor t magassagat
h(t)-vel, a hatarat pedig fr(t)-vel jeldljiik és az alabbi médon t = K tr = F
definidljuk: ‘ / \ \
(i) Ha t az egyetlen X szdgpontbdl 4ll6 fa, akkor h(t) = 0 és ; ( K )
fr(t) = X. RN
(i) Ha t gyokere X, aminek egyetlen leszarmazottja &, akkor / ‘ \ K - T
h(t) = 1 és fi(t) = e. T o« F ! 1
(iii) Ha t gyokere X, amib&l k él indul rendre a t1,. .., tx ‘ / ‘ \ | |
kozvetlen részfak gyokeréhez, akkor F a
h(t) = 1+ max{h(t;) |1 < i < k} & fr(t) = fr(t1)... fr(te). F ( K ) |
Informélisan: h(t) a t-ben lévé olyan utak hosszanak maximuma, a
amelyek t gyokerétdl annak valamely leveléhez vezetnek. Tovdbba, f
1) = Fx(K fr(tr) =
fr(t) azon (N U X)*-beli sz6, amelyet t leveleinek balrdl jobbra (1) (K) (t2) = (a+2)
(vagy: preorder bejardssal) torténd leolvasdsaval kapunk. h(t;) =3 h(t,) =5
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Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal

A derivacids fak és a derivaciok kozott a kovetkezd kapcsolat all

fenn: I. F: Minden 1 </ < k-ra van olyan t; € Dx., hogy fr(t;) = «;.
Legyen t az a fa, melynek gyokere X, amibdl k él vezet rendre a

Tétel Tetszbleges X € (NUX) és a e (NUX)" esetén X =" « ti,...,tx kozvetlen részfédk gyokeréhez. Ekkor t € Dy, tovdbb3

akkor és csak akkor, ha van olyan t € Dx derivacids fa amelyre

fr(t) = a. fr(t) = fr(t1) ... fr(tx) = a1... 04 = a.

Bizonyitas. (a) Tth X =" «, vagyis X =" « valamilyen n > O-ra.
(i) n=0: X =a. At =X fa megfelel6 lesz, mert erre t € Dx és
fr(t) = X(= «).

(i) n= n+ 1 X =1 o vagyis (b) Tfh az X gyoker(i t derivacids fara teljesiil, hogy r(t) = .

t magassaga szerinti indukcid.
X=X..X="a1...00 = .
(i) h(t) = 0: Akkor t = X, tehat fr(t) = o = X.
Kovetkezésképpen X =* a(= X).
DX—=>X...Xk€P
2) Minden 1 </ < k esetén X; =" «;, ahol n; < n. (Mellesleg:
n=n+...+ ng.)
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Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal
Legyen G = (N, %, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Az
(ii) h(t) = n+ 1: Ekkor t egy olyan fa, melynek gyokere X, amibdl el6z6 tételbdl azonnal kapjuk:
k > 1 él vezet rendre a ti,...,t, kozvetlen részfak gyokeréhez,
ahol t1 € Dx,,...,tx € Dx,. Kovetkezmény. Tetszbleges w € L* esetén S =™ w akkor és csak

akkor, ha van olyan S gyoker(i derivaciés fa amelynek hatdra w.
DX—=>X1...XkeP
2) Legyen minden 1 </ < k-re a; = fr(t;). Ebbdl és a termindlis széban végzédd kiilonbozd levezetési mdédok
ekvivalencidjabdl pedig:
I. F.: Minden 1 </ < k-ra X; =7 «;.
Kovetkezmény. Tetszbleges w € 2 * esetén a kovetkezd allitasok
Akkor ekvivalensek:
X=X1..Xk="a1...0p = . > we L(G),

> S =%w,
> S=7w,

» van olyan S gyokerii derivaciés fa amelynek hatara w.
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Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal

M3s széval, a G = (N, X, P, S) cf nyelvtan altal generdlt nyelv a
most bevezetett fogalmak segitségével a kovetkezoképpen irhatd
fel.

L(G) = {weT'|S='w),
= {weX*|S=7w}
= {fr(t) | t € Ds, fr(t) € X*}.
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Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal

Ha megkonstrualjuk ezen derivacidékhoz tartozd derivdcids fakat,
akkor a ()()() szé két kiilonbozé derivécids féjat kapjuk.

S s
AN 2 A
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Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal

Definici6. Tetszéleges x € L(G) esetén x derivacids fajdnak
neveziink egy olyan S gyoker(i derivdcids fat, melynek hatara x.

Egy x € L(G) szénak &ltalaban nem csak egy derivacids faja van.
Tekintsuk pl a szabalyos zdrdjelezéseket generald

5—=55[(5)10)
nyelvtant és az alabbi bal oldali derivacidkat:

$=155=1()5=1()55 =1 ()05 = ()00

5 =155=555=()55=/()()S =1 ()()()
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Derivacids fak, kapcsolatuk a derivacidkkal

A derivacids fak és a bal oldali levezetések kapcsolata:

Vegylink egy x € L(G) sz6t.

Az x sz6 minden derivacids faja egyértelmiien meghatdrozza az x
egy bal oldali levezetését. Ha két derivacids fa kiilonbozd, akkor a
bal oldali levezetések is kiilonbozdek lesznek.

Forditva, x minden bal oldali levezetése egyértelmiien
meghatarozza az x egy derivacids fajat. Kiilonbozo bal oldali

levezetések kiilonbozd derivacids fakat eredményeznek.

Tehdt x derivacids fai és bal oldali levezetései kozott bijekcid all
fenn!

24/139



Egyértelmii nyelvtanok és nyelvek

Definicié. Egy G nyelvtan egyértelmii, ha minden x € L(G)
szénak csak egy derivdcids faja van.

A feltétel ekvivalens azzal, hogy minden x € L(G) szénak csak egy
bal oldali levezetése van.

A természetes nyelvek nem egyértelmiiek. Pl “Lattam Ferit a
tavecsovel.”

Programozasi nyelveknek egyértelmiieknek kell lenniik. Kiilonben
egy programnak tobb derivacids faja van, amibdl problémdk
adédnak a szemantika szintjén.
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Egyértelmii nyelvtanok és nyelvek
Példa. Tekintsiik a kdvetkezd, G., nyelvtant:
» K> K+ K,
» K - KxK,
» K= (K), K— a.
Ez a nyelvtan is a mar ismert aritmetikai kifejezéseket generdlja.
Nem egyértelm(, mert példaul az a + a + a szénak két bal oldali
levezetése is van:
K = K+K = a+K =, at+K+K
:»f atata
K = K+K = K+K+K =, a+K+K
:>,2 ata+a
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Egyértelmi nyelvtanok és nyelvek

Példa. A szabalyos zardjelezéseket generald
5—=55[(5)10)

nyelvtan nem egyértelmii. Mint lattuk, példdul a ()()() szénak
két bal oldali levezetése van:

$=155=1()5=1()55 =1 ()05 = ()00

Egyértelmi nyelvtanok és nyelvek

Egy negativ eredmény:

Tétel. Nem létezik olyan algoritmus, amely tetszéleges cf
nyelvtanrdl eldonti, hogy egyértelmii-e.

Mds széval, nem tudunk olyan programot irni, melynek inputja egy
cf nyelvtan, outputja pedig igen vagy nem, attdl figgden, hogy az

input nyelvtan egyértelm( vagy nem.

Lesznek tovabbi rossz hirek is...
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Egyértelmii nyelvtanok és nyelvek

Mindkét, eddig megismert, nem egyértelmi nyelvtanhoz adhaté
vele ekvivalens (ugyanazon nyelvet generdld) egyértelmii nyelvtan.

Az aritmetikai kifejezésekhez a mar ismert G,, nyelvtan.

A szabalyos zdrdjelezésekhez pedig a kovetkezd nyelvtan:

B — (RB|e
R — )|(RR

Pla ()()() egyetlen bal oldali derivacidja a kovetkezd:

B = (RB=()B=()(RB=()()B=1()()(RB
=1 (0008 =1 ()00)
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Egyértelmii nyelvtanok és nyelvek

Tétel. Létezik nem egyértelmii kornyezetfiiggetlen nyelv. Példaul,

az o
L={a'bc"|i=jvagyj=k}

nyelv nem egyértelmd.

Prébaljuk megérteni, miért.
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Egyértelmi nyelvtanok és nyelvek

Kérdés, hogy ez igaz-e altaldban is: megadhaté-e minden nem
egyértelmi nyelvtanhoz vele ekvivalens egyértelmii nyelvtan.

Latni fogjuk, hogy nem: van olyan kornyezetfiiggetlen nyelv,
melyhez nem adhaté meg 6t generdlé egyértelmi nyelvtan.

Definicié. Egy L kornyezetfuggetlen nyelv egyértelmii, ha van
olyan egyértelm(i kornyezetfiiggetlen G nyelvtan, melyre L = L(G).

Példaul az a, +, , (, ) szimbdlumokbdl képezhets aritmetikai
kifejezésekbdl allé nyelv egyértelmii, mert a G, nyelvtan
egyértelm(i. A szabdlyos zdrdjelezések halmaza is egyértelmdi.

Az el6bbi kérdés adtfogalmazdsa: van-e nem egyértelmi
kornyezetfiiggetlen nyelv?
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Egyértelmi nyelvtanok és nyelvek
L={abck|i=jvagyj= k}. Tekintsiik az
S — AB|CD
A — aAb|ab
B — cBjc
C — aCla
D — bDc | bc
nyelvtant, ami L-et generdlja.
A biztositja, hogy " a-k szama" = " b-k szdama". Ehhez B
valamennyi ¢ betlit hozzatesz. Hasonléan, D biztositja, hogy " b-k
szadma” = "c-k szdma". Ehhez C valamennyi a bet(it hozzatesz. A
nyelvtan tehat az {a'b/ck | i = j vagy j = k} nyelvet generdlja. Az
a"b"c" alaku szavak viszont “dupldn jonnek létre".
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Egyértelmii nyelvtanok és nyelvek

Az a"b"c" alakid szavak viszont “dupldn jonnek létre”. Példaul
S=,AB =, abB = abcés S =, CD = aD =, abc

Tehat nekink sem sikeriilt egyértelm{i nyelvtant megadni ;

Ez persze nem bizonyitas.

Bizonyitds. Lasd: J. E. Hopcroft, J. D. Ullman, Introduction to
Automata Theory, Languages, and Computation, Addison.Wesley,
1979, 4.7. fejezet (2nd. ed. 2001, 3rd. ed. 2006).

Megadnak egy (mdsik) cf nyelvet és megmutatjak, hogy végtelen
sok olyan sz6 van, melynek legalabb két kiilonbozo derivacids féja
van.
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A folosleges szimbdlumok elhagyasa

Példaul, a

G:S—alaB,
A — b,
B — Bc

nyelvtanban

> B folosleges, mert egyetlen B-bdl kiinduld derivacié sem
végzddik termindlis széban (B nem "produktiv”)

> A is folosleges, mert egyetlen S-bdl kiinduld derivaciéval sem
“érhetd el”.
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A folosleges szimbdélumok elhagydsa

Definicié. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen
nyelvtan. Az X € (N U X) szimbSlumrdl azt mondjuk, hogy
hasznalhatd, ha vannak olyan x,y,z € ¥* szavak, amelyekre

S =" xXz =" xyz.

(Ha X € %, akkor X = y.) Ha X nem hasznalhatd, akkor
folosleges.

Tehat X (termindlis és nemterminalis) szimbdélum foldsleges, ha
nem jelenik megy egyetlen “sikeres” (termindlisokban végzédd)
derivacidban sem.
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A folosleges szimbdélumok elhagydsa
G:S—alaB,
A — b,
B — Bc
Ezért
» a B-t tartalmazé S — aB és B — Bc szabdlyok elhagyhatdk,
és
> az A-t tartalmazé A — b szabdly is elhagyhaté.
Marad:
G': S—a,
melyre L(G) = L(G").
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A folosleges szimbdlumok elhagyasa A folosleges szimbdélumok elhagyasa

Definicié. Egy G = (N, %, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanban Példa Legyen G az aldbbi nyelvtan:
az A € N nemtermindlis produktiv, ha van olyan x € >* sz4,
amelyre A =% x. S — A|B
A — aB|bS|b
A produktiv nemtermindlisok U halmazat kiszadmité algoritmus: B — AB|Ba
C — AS|b.
(i) Legyen Uy ={Ae N |3(A— x e P) valamely x € X*-ra} Ekkor-:
és legyen i = 1.
(ii) Legyen Uis1 = Ui U{A e N|3(A— ac P) dgy, hogy Ut ={A,C}, U, ={S5,A,C},Us = {S,A C},
OéE(U,'UZ)*}. ) ) o
) o tehdt B nem produktiv G-ben. Az aldbbi
(iii) Ha Uj+1 = U;, akkor &lljunk meg (és ekkor U = U;), kiilonben
legyen i = i + 1 és hajtsuk végre az (ii) Iépést. S - A
A — bS|b

Mellesleg: L(G) # () akkor és csak akkor, ha S € U, tehdt

tetszéleges G cf nyelvtanrdl eldonthetd, hogy L(G) lres-e. ¢ = As|b.

Gy nyelvtanra L(Gy) = L(G).
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A folosleges szimbdlumok elhagyasa A folosleges szimbdélumok elhagyasa
Lemma. Ha L(G) # (), akkor megadhaté olyan Definicié. Egy G = (N, %, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanban
Gy = (N1, X, P1, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan melyre az X € (NUX) szimbdlum elérhetd, ha vannak olyan
L(G) = L(Gy) és minden Ni-beli nemtermindlis produktiv. o, € (N UZX)*beli szavak, amelyekre S =* aXf.
Bizonyitdas. Kiszamoljuk a produktiv nemtermindlisok U halmazat. Az elérhetd szimbdlumok H halmazat kiszamité algoritmus:

Legyen Ny = U majd elhagyunk minden olyan szabalyt, amelyik
tartalmaz nem U-beli (vagyis nem produktiv) nemtermindlist. (i) Legyen Ho — {S} és legyen i = 0.
Ez tértént az elébbi példsban, (ii) Legyen
H;+1:H,'U{X€ (NUZ)‘
(A — aXp € P) dgy, hogy A€ H}.
(iii) Ha Hjy1 = H;, akkor &lljunk meg (és ekkor H = H;), kiildnben
legyen i = i + 1 és hajtsuk végre az (ii) |épést.
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A folosleges szimbdlumok elhagyasa

Példa Az elébbi G; nyelvtanra:

S - A
A — bS|b
C — AS|b.

G1 nyelvtanra:
Ho = {S},H1 = {S,A}, H, ={S, A, b},Hs = {S, A, b},

tehdt C nem érhetd el Gi-ben. Az aldbbi

S - A
A — bS|b.

G’ nyelvtanra L(G") = L(Gy) = L(G).
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A folosleges szimbdlumok elhagyasa

Tétel.Legyen G = (N, %, P, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan.
Ha L(G) # () és -ban van elérhetd termindlis, akkor
megkonstrudlhaté olyan G’ = (N, X', P’ S) kornyezetfiiggetlen
nyelvtan melyre L(G) = L(G') és G'-nek minden szimbdluma
hasznalhaté.

Bizonyitas. 1) El6szor szdmoljuk ki a (G-ben) produktiv
nemtermindlisok U halmazat. Ha L(G) # (), akkor konstrudljuk
meg a G-vel ekvivalens G; = (Nq, X, Py, S) nyelvtant, melynek
minden nemtermindlisa produktiv.

2) Ezutan szamoljuk ki a (Gi-ben) elérhetd szimbdlumok H
halmazat. Ha X-ban van legaldbb egy elérheté termindlis (vagyis,
ha X N H # (), akkor konstrudljuk meg G = (N, X/, P",S)
nyelvtant.

A kapott G’ minden szimbdluma haszndlhaté és
L(G') = L(Gy) = L(G).
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A folosleges szimbdélumok elhagydsa

Lemma. Legyen G = (N, %, P, S) egy kornyezetfiiggetlen
nyelvtan. Ha X-ban van legaldbb egy elérhet6 termindlis, akkor
megkonstrudlhaté olyan G’ = (N, Y’ P’, S) kornyezetfiiggetlen
nyelvtan melyre L(G) = L(G') és G'-nek minden szimbdluma
elérheto.

Bizonyitas. Kiszamoljuk az elérheté szimbdlumok H halmazit.
Majd legyen N/ = NN H, ¥’ = ¥ N H majd hagyjunk el minden
olyan szabélyt, amelyik tartalmaz nem H-beli (vagyis nem elérhetd
szimbdlumot).

Lancszabaly mentesités

Definicié. Egy nyelvtanban az A — B alaki szabalyokat
lancszabdlyoknak nevezziik.

Tétel. Minden G = (N, %, P, S), kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz
van vele ekvivalens G’ = (N, %, P", S), ldncszabdlymentes
kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Ha G 3-tipusd, akkor G’ is.

Bizonyitas. Legyen G = (N, X, P, S) egy kornyezetfiiggetlen
nyelvtan.
a) Minden A € N-re szdmoljuk ki az

Ny ={B € N | A=" B lancszabalyok alkalmazdsaval }

halmazt.
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Lancszabaly mentesités

b) Konstrudljuk meg G' = (N, X, P’ S)-t:

P =,
minden A € N-re,
minden B € Na-ra, (ahol Ny ={B e N|A="B})
minden B — a € P szabdly esetén:
ha B — « nem lancszabdly akkor
vegyiik fel az A — o szabdlyt P’-be;

Ekkor L(G) = L(G') lesz. Ha G 3-tipust, akkor G is.
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Cf nyelvtanok e-mentesitése

Definicié. Egy G = (N, %, P, S) cf nyelvtan e-mentes, ha P nem
tartalmaz A — ¢ alakd szabalyokat, kivéve esetleg az S — ¢
szabdlyt. Ha azonban S — & € P, akkor S nem szerepel semelyik
P-beli szabdly jobb oldalan.

(Tehdt ha egy cf nyelvtan e-mentes, akkor az egyben
kornyezetfiiggd is. Erre még visszatériink.)

Tétel. Tetszéleges G = (N, %L, P, S) cf nyelvtanhoz
megkonstrudlhaté vele ekvivalens, (L(G) = L(G')) e-mentes

G'= (N %, P S") kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan.

Bizonyitds. G’-t két lépésben adjuk meg.
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Lancszabaly mentesités

Példa lancszabdlymentesitésre.
G: S — Alab, A— B|bA, B—bB|C|a, C— bb
Ns ={S,A,B,C}, Ny ={A,B,C}, Ng ={B,C} és Nc = {C}.

G

> S s ab| bA|bB|a|bb

> A—s bA|bB|a|bb

> B bB|bb|a

> C - bb L(G) = L(G").
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Cf nyelvtanok e-mentesitése

Bizonyitas.
1. lépés: Elészor megadunk egy olyan e-mentes Gy = (N, X, P1,S)
nyelvtant, melyre L(Gi) = (L(G) — {&}).

Szamoljuk ki a kovetkezé halmazt:
H={AeN|A="c¢c}.
(Azon nemterminalisok halmaza, amelyekbdl levezethetd <.)

Legyen P; a legsziikebb olyan szabaly-halmaz, melyre teljesil, hogy

» minden olyan A — a € P szabdly esetén melyre o # ¢,

» minden olyan A — a7 szabdly Pi-ben van, melyre a; # ¢ és
a1 Ugy keletkezik a-bdl, hogy elhagyjuk bel6le H-beli
nemterminalisok 0 vagy tobb el6fordulasat.
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Cf nyelvtanok e-mentesitése

Példaul, ha A,B € H és A — aCBbAB < P, akkor az

A — aCBbAB, A — aCbAB, A — aCBbB, A — aCBbA,
A — aCbB, A — aCbA, A— aCBb, A — aCb szabalyok
mindegyike Pi-ben lesz.

Egy H-beli nemtermindlis elhagyasdval " megel6legezziik” azt, hogy
beldle e-t vezetiink le. Pl az A — aCbB (j szabdly, az

A = aCBbAB =" aCbAB =" aCbB

levezetést reprezentdlja.

Hasonléan, ha C — AB € P, akkor a C — A, C — B € Py, de
C—e¢ € Ps.
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Cf nyelvtanok e-mentesitése

Példa. e-mentesitsiik az aldbbi G nyelvtant:

S — ABC

A — BB]|e

B — (CC|a

C — AA|b
Lathatd, hogy

H=1{S,A C, B}

ésigy ¢ € L(G).
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Cf nyelvtanok e-mentesitése

Az Uj szabalyokkal az eredeti G nyelvtan levezetéseit szimulaljuk,
ezen kiviil egyéb levezetéseket nem kapunk. Ezért

L(G1) = (L(G) — {e})

2. lépés: A Gy ismeretében a kovetkezOképpen adjuk meg G’-t

Ha e & L(G) (vagyis, ha S ¢ H), akkor legyen G’ = G;. Kiilonben
pedig legyen
G =(NU{S},Z,PppU{S —SS —¢e},S).

Nyilvanvald, hogy mindkét esetben G’ is e-mentes, és
L(G") = L(G).

Cf nyelvtanok e-mentesitése

Példa (folytatds).

1. Lépés, Gi:

ABC | AB|BC|AC|A|B|C
BB | B

CC|C|a

AA|A|b

OW> 0
Li 4l

2. Lépés, G”:

Mivel ¢ € L(G), 4j kezd8szimbSlum: S’
Szabdlyok: G; szabélyai és még S" — S | c.
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Cf nyelvtanok e-mentesitése A Chomsky normalforma

Egy fontos észrevétel: Definicié. Egy G = (N, %, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan

Chomsky-normdlformdji (vagy Chomsky normalalakban van), ha
Ha egy cf nyelvtant e-mentesitiink, majd a kapott nyelvtant e-mentes és P-ben csak S — ¢, A— BC és A — a alaku
ldncszabdly-mentesitjiik, akkor eredményiil egy s-mentes és szabdlyok vannak.

ldncszabdly-mentes nyelvtant kapunk.
Tétel. Minden G = (N, %X, P, S) kdrnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz
(Ha az algoritmusokat nem a fenti sorrendben alkalmazzuk, akkor van vele ekvivalens Chomsky-normalformaja G' = (N, %, P',S)
az eredmény altaldban nem lancszabaly-mentes nyelvtan lesz, mint kornyezetfliggetlen nyelvtan.
ahogy a példdbdl is lathatd.)
Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy a G nyelvtan e- és lancszabdly
mentes. Ezek utdn G’-t két lépésben konstrudljuk meg.
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A Chomsky normdalforma A Chomsky normalforma
1. lépés: Megadunk egy G; = (Ny, %, P1, S) nyelvtant, mely 2. lépés: Most megkonstrualjuk G;-bdl a kivant G' = (N', %, P’.S)
ekvivalens G-vel, és csak S — ¢, A— aés A — A;... A, alakd nyelvtant. Legyen P’ a legsziikebb halmaz, amire az aldbbiak
szabdlyokat tartalmaz, ahol a€ >, n>24és A A1,..., A, € Ny. teljesiilnek:
Evégett legyen / » haS s c¢c Py, akkor S — =€ P,
: gl :l’VU"{:’ bbahe |Z} e it > ha A— ac Py, akkor A ac P
1 a legszuke almaz, amire a kovetkezok teljesulnek: ,
>
> haS scc P, akkor S e Py ha A— BC € Py, akkor A— BC € P/,
> haA—ac P, akkor A — ac P > az A— A;... A, (n > 2) alakd szabélyokat pedig

» ha A— X;...X, € P, ahol n > 2, akkor A — X{... X! € Py, “szétszedjuk”, |d a kovetkezo didt.
ahol
Xi,ha Xie N

1

a,haXj=acX
» minden a € Y-ra legyen ' — a € Py.

Nyilvanvald, hogy L(G) = L(Gy).
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A Chomsky normalforma

» ha A— A;... A, (n>2) € Py, akkor az

A — 1 . ,
<A2An> — A2<A3...An>,

<An71An> — AnflAn

szabdlyok P’-ben vannak, ahol (Ay... A,), ... . (A,_1A,) dj
nemtermindlisok.

Legyen tovabbd N’ = N; U { dj nemterminalisok }.

Nyilvdnvald, hogy G’ Chomsky-normdlalakban van. A bevezetett
Uj szabdlyokkal csak az eredeti szabdlyokat tudjuk szimulalni, ezért
L(G") = L(Gy).

Akinek nem tetszik (Ay... A,), (As... An), ..., (Ap_1A,), irhat
helyette By, Bs, ..., B,_1-et.
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Veremautomatak

input sz6

allapotok
verem
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A Chomsky normalforma

Példa: hozzuk Chomsky normélformdra az S — aSb | ab nyelvtant.

1. lépés:

S — dSsv|ab
a — a

b — b

ahol 2’ és b’ (ij nemtermindlisok.

2. lépés:
S — d(sp)|ab
(Sb'y — S
a — a
b — b

Ez mar Chomsky normaélforma. (Sb’) helyett irhaté példdul A.
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Veremautomatak

Veremautomatanak (vagy pushdown automatdnak) nevezziik a
P =(Q,%,T,d,q0,Zo, F) rendszert, ahol

> Q egy véges halmaz, az dllapotok halmaza;
> az input dbécé;

[ a verem dbéce;

>

>

> qo € Q a kezdé dllapot;

» /7y €l averem kezdbszimbolum:;
>

F C Q a végdllapotok halmaza;
> 0:Q x (ZU{e}) x T — Pr(Q x ") az dtmenet fiiggvény.

Rovidités: pda:= veremautomata.

60/139



Veremautomatak

Tetszleges g € Q, a € (X U {c}) input- és Z € [ veremszimbdlum
esetén

ahol n >0, q1,...,g, € Qés ay,...,a, € [*. (Ha n =0, akkor

5(q,2,2) = 0.)

Azt jelenti, hogy ha a veremautomata g allapotban van, a inputot
olvas és Z van a verem tetején, akkor atmegy egy
(nemdeterminisztikusan valasztott) g; dllapotba és a veremben Z
helyére a;-t ir.

Két észrevétel:

1) Az alap modell nemdeterminisztikus.

2) a = ¢ is lehetséges, ami azt fogja jelenteni, hogy a
veremautomata nem minden |épésben "fogyasztja az inputot . Az
ilyen mozgast e-mozgasnak nevezziik.
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Veremautomatak

A p C C x C dtmeneti reldcié: tetszbleges p,q € @,
ac(Xu{e}),wek* Zeléa,yeTl*ra

(q,aw, Zv) Fp (p, w, ary)
akkor és csakis akkor &ll fenn, ha (p, ) € 4(q, a, Z).
AP=(Q,X,T,0,q0, 2, F) éltal végdllapotokkal felismert nyelv:
Le(P) ={w € ¥ |(qo,w, Z) F* (q,&,7), ahol g € F,y € [*}.
A P altal ires veremmel felismert nyelv:

Ly(P) ={w € | (q0,w, 20) F* (q,¢,¢), ahol g € Q}.
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Veremautomatak

A C=Q x X" xTI* halmazt a P konfiguracioéi halmazanak
nevezzuk.

Egy (g, w,7) € C konfiguracié jelentése az, hogy P a
g € @ éllapotban van, a w € X" input szét kapja és vermének
tartalma ~.

A vermet egy szénak tekintjuk. A veremben felulrdl szamitott elso,
mdasodik, stb betii a sz6 els6, masodik, stb betiije.

Példdul: AAZy az a verem, melyben harom betili van, a legfels6
betli A.

A konfiguraciét (g, aw, Z~) alakban is megadhatjuk: az input szé
aw, a kovetkezé input a, (ami lehet ¢ is), a verem tartalma Z-, a
verem tetején Z betll van.
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Veremautomatak
w w
-
o geF
|

felismerés végallapotokkal
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Veremautomatak

L L]

/ qo qge
e

felismerés tires veremmel
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Veremautomatak

Ugyanez grafként dbrazolva:

a,a/aa b,a/e
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Veremautomatak
Példa P, = (Q,%,T,0,qo, Zo, F), ahol

> Q=1{q0,q1,q}, T ={a, b}, I ={a, 2}, F={qo},

> ) pedig a kovetkez6 atmenetfliggvény:

> 5(qo; 2, 20) = {(q1,2%)},
6(q1,a,a) = {(q1,aa)},
» 6(q1,b,a) = {(q2,¢)},

> (g2, b,a) = {(q2,€)},

> 6(q2>5> ZO) = {(q075)}'

v

Veremautomatak

Az aabb input széra

(q07aabb7 ZO) k- (qlvabbv aZO) F (qlvbbv aaZO) +
(q27b7 aZO) F (Q275720) (o (q07€7€),

tehdt aabb € L¢(P1). Az abb input széra
(q07 abb7 ZO) F (QL bb7 aZO) (o (Q27 b7 ZO) F (q07 b75)7

mely utdbbi konfigurdciébdl nem lehet tovabb menni, tehat
abb & L¢(P1). A babb input széra a

(qo, babb, Zy)

konfiguraciébdl el sem lehet indulni, tehdt babb & L¢(P1).
Be lehet [4tni, hogy

Le(Py) = {a"b" | n > 0} és Ly(Py) = {a"b" |n > 1}.
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Veremautomatak

Mésik példa P> = (@, %, T, 0, qo, ZF), ahol

> Q= {q07Q1;q2}v Y = {aa b}' = {a, b, Z}' F = {qZ}'

> § pedig a kovetkezé atmenetfliggvény:

> 5((70737 Z):{(quZ)},

> 5(q07b7 Z): {(qoﬂbZ)},

> 5((70737 b) - {(qo,ab)},

> 5((]0, b, a) - {(qo’ ba)}v

> 5(qo0, a,a) = {(qo, aa), (q1,¢)},

> 0(qo, b, b) = {(qo, bb), (a1, )},

> 5((71,37 a) - {(QLE)},

> 5(q17b7 b):{(qui)},

> 5(Q1757Z) - {( 275)}'
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Veremautomatak

Egy konkrét P veremautomatdra altaldban L¢(P) # Ly(P), lasd az
el6z6 példakat is.

Ugyanakkor érvényes a kovetkez6 tétel.

Tétel. A veremautomatdkkal végallapotokkal felismerheté nyelvek
osztalya megegyezik a veremautomatdkkal tires veremmel
felismerhet6 nyelvek osztalyaval. Vagyis

{L| L= L¢(P) valamely P veremautomatara }

{L| L= Ly(P) valamely P veremautomatara }
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Veremautomatak

Az abba input széra

(qo,abba, Z) = (qo,bba,aZ) F (qo,ba,baZ) I
(Q]_,a,aZ) = (Q1>5>Z) = (QZ>575),

tehat abba € L¢(P,). Altaldban is: P, akkor és csak akkor ismer
fel egy szt a g» végallapotban, ha az ww" alakii (ahol wf a w
tukorképe), vagyis

Le(Py) = {wwfR |we Xt

Az is igaz, hogy a g» allapotba I[épve kiliriil a verem, tehat

Le(P2) = Ly(PR).
Ha viszont az utolsé atmenetet megvaltoztatjuk

0(q1,e,Z) = {(q2, Z)}-re, akkor L¢(P>) marad ugyanaz, de
Ly(P2) = () lesz, mivel a verem soha nem driil ki.

Veremautomatak

Bizonyitas. a) Minden P = (Q, %, T, 0, qo, Zo, F) pda-hoz
megkonstrudlhaté olyan P = (Q', X, 1".¢, g}, Z}, F") pda amelyre
Ly(P") = L¢(P).

Konstrukcid: legyen g egy 4j kezdéallapot, g. egy tovabbi dj
allapot, Z) pedig egy Uj verem kezd8szimbdlum.

P’ az els6 lépésben egy e-mozgdssal dtmegy az eredeti qo
kezdGallapotba és berakja a verembe az eredeti Zj
kezd8szimbdlumot. Ezutdn P’ utdnozza P miikodését. Ha P
végallapotba keriil, akkor P’ egy e-mozgdssal dtmegy a ge
dllapotba, amiben kiliriti a vermet. Ha P felismer, akkor P’ is
felismer.

Zj-re azért van sziikség, mert ha P verme kiiiriil, (ami P esetében
nem jelent felismerést) akkor P’ vermében bennmarad Z/, tehat P’
sem ismer fel.
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Veremautomatak Veremautomatak
Ugyanez lerajzolva: Az el6z6 formdlisan. Legyen

> Q' = QU{q), ge}, ahol g és ge j allapotok;
> ["=TU{Z]}, ahol Z] egy tj szimbdlum;
» F' tetsz8leges részhalmaza Q’-nek;

> (1) (q0¢,Z0) = {(q0, 2025)},
(2) minden g€ Q,aec (XU {e}),Z €T esetén

@ e, 2/ 202§
0

: _ [ 0a.2.2)U{(ee)} haa=césqeF
6(q,a,Z)—{ 5(q,a,2) haa#cvagyq¢ F

(3) minden Z € T"-re ¢'(qe,2,Z) = {(qe,2)}-
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Veremautomatdk Veremautomatdk
b) Minden P = (Q,X,T,9, qo, Zo, F) pda-hoz megkonstrudlhaté
Az Ly(P") = L¢(P) bizonyitdsa: olyan P' = (Q',%,1",¢, q}), Z}, F') pda amelyre L¢(P") = Ly(P)
w € Le(P) _ Konstrukcid: legyen qf) egy uj kezddallapot, gr egy Uj végéllapot,
< (qo,w, %) Fp (g,6,7)aholgeF (def. szerint) Z} pedig egy Uj verem kezd8szimbdlum.
/ !/ ! H
= (q0,w,Z5) Ftp (qo, szE)Zo) ((1) m!att) P’ az els6 lépésben egy e-mozgdssal dtmegy az eredeti qo
b (g,8,7Zp) ahol /q € F ((2) miatt) kezdéallapotba és berakja a verembe az eredeti Zj
= (054 4%) (v=21...Z) kezd8szimbélumot. Ezutén P’ utdnozza P miikodését.
Fp (Gee, 22 ZkZp) ((2) miatt) Ha P verme kiiiriil, akkor P’ vermében bennmarad Z}. Ekkor P’
o (ge,€5¢) ((3) miatt) egy e-mozgassal atmegy a qr végéllapotba. Ha P felismer, akkor
— / _ P’ is felismer.
w € Ly(P') (def. szerint). Z|-re azért van sziikség, mert ha 6 van a verem tetején, akkor

tudjuk, hogy P verme kiurilt.
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Veremautomatak

Ugyanez lerajzolva:

@ e, 2/ 202}
)

Veremautomatak
Le(P") = Ly(P), mert:
w € L@(P)
< (qo, W,Zo)
= (g}, w,Z))
—
w € Lf(P/)

~p
Fp/
=
Fp/

(
(
(
(

q,£,¢) ahol g € Q
CIOaW;ZOZé)
q,e,7Z5) ahol g € Q
qf7676)

def. szerint)
(1) miatt)

(2) miatt)
(

3) miatt)

~ N~

(def. szerint).

Veremautomatak
Az el6z6 formalisan. Legyen

> Q' = QU{qp, gr}, ahol g és gr Uj dllapotok;
> ["=TU{Z]}, ahol Z] egy tj szimbdlum;

> F={agr};

» ' az aldbbi mdédon definidlt dtmenetfiiggvény:

(1) &'(q0, ¢, Z0) = {(q0, Z025)},

(2) minden g € Q.a e (X U{e}),Z €T esetén
6/(q7 37 Z) - 6(q7 a7 Z)’

(3) minden g € Q esetén, ¢'(q.¢,2) = {(qr,e)}.
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja

Tétel. Minden cf nyelv felismerhetd pda-val.

Bizonyitas. Vegyiink egy G = (N, X, R, S) kornyezetfliggetlen
nyelvtant. Megadunk egy P pda-t, amelyre Ly(P) = L(G).
Legyen ez P = ({q},%,I,6,q, Zy,0), ahol

» T=NUZL,

> Zy=S,

>  atmenetfliiggvény pedig a kovetkez6 mddon van definidlva:

(1) minden A € N-re 6(q,¢,A) ={(q, )| A — o € R},
(2) minden a € X-ra d(q,a,a) = {(q,¢)}.

Eszrevétel: egyetlen dllapot elegendd!
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja

Az otlet az, hogy a kapott veremautomatdval a nyelvtan bal oldali
levezetéseit szimulaljuk.

Ha a verem tetején egy A nemtermindlis van, akkor az inputban
nem olvasunk tovébb (s-mozgds) és a verembe az A helyére
betessziik egy A bal oldali szabdly jobb oldalat. (PI, ha A — «
egy szabdly, akkor A helyére a-t.) Ha a verem tetején egy a
termindlis van és az input elso betlije is a, akkor az inputban
elolvassuk, a verembdl pedig toroljuk a-t.

Legyen w egy input sz6. Ha w € L(G), akkor, mivel a veremben
kezdetben S van és a nemdeterminizmus miatt minden lehet&séget
kiprébalunk, a veremautomata " meg fogja taldlni” w-nek egy bal
oldali levezetését és ezzel kiliriti a vermet. Ha w ¢ L(G), akkor,
5-b8l nem vezethetd le w, ezért e verem soha nem durdl ki.
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja

I. F.: minden 1 </ < k esetén (q,w;, X;) F" (q,¢,¢).
Innen kapjuk, hogy

(q,W,X) - (q7W1---Wk7X)

[ (q,Wl...Wk,Xl...Xk)
F* (q7W2...Wk,X2...Xk)

== (q7 Wi, Xk)

F* (q,¢,¢).
A felismerés sordn P a w-nek egy bal oldali levezetését szimuldlja.
(b) Tfh (g, w, X) F* (q,e,¢). Az dtmenetek soran alkalmazott (1)

tipust dtmenetek szdma szerinti indukciéval igazolhatjuk, hogy
X =% w.
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja

Megmutatjuk, hogy Ly(P) = L(G). Elegendd igazolni, hogy
minden X € (NUX) és w € X" esetén

X =* w akkor és csakis akkor, ha (g, w, X) F* (q,¢,¢)

(a) Tfh X =" w
(i) n=0: X =w € X, ezért a (2) pont szerint

(g, w,X) =(q,w,w) F (g,¢,¢).

(iYn=n+1 X=X;.. Xk="w1..w=w

DX—>X...XkeR
2) X; =" w; minden 1 </ < k-ra, ahol n; < n
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja

Példa. Tekintsiik a G, nyelvtant:

» K>K+T|T,
> T TxF|F,
> F— (K)]| a.

A kovetkezd P, = ({q},%,I,4,q, K, () pda-t konstrudljuk:

> 3= {a7+7*7(7)}v
> I ={K,T,F,a,+,%(,)}

> ( pedig a kovetkez6 dtmenet fliggvény:
> 5(q,e,K)={(q, K+ T),(q. T)},
> 5(q,e, T)={(q, T *F),(q,F)},

> (g.e, F) ={(q,(K)),(g,a)},
» minden x € {a,+,x*,(,)} esetén d(q, x,x) = {(q,2)}.
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja

P, a kovetkez&képpen ismeri fel az a + a € L(G,,) szét:

(q,a+ a,K) - (ga+a,K+T) + (qa+taF+T) F
(ga+a,a+T) F (q,+a,+T7) = (9,2, 7) -
(q,a, F) F (q7a, 3) H (q7676)

Ez a

K=K+ T=?F+T=/a+T=/at+tF=/ata

bal oldali levezetésnek felel meg.
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja

> R pedig szabdlyok legsziikebb olyan halmaza, amire
teljestilnek a kovetkezo feltételek:

(1) minden g € Q-ra legyen S — [goZoq] szabély R-ben,

(2) minden g€ Q,ae (X U{e}),Z e T-ra, ha
(so,Z1...2Zk) € 0(q,a,Z), (ahol k > 1,7y, ...,Z; € T') akkor
minden sy, ..., s, € Q sorozatra legyen
[gZsk] — alsoZ1s1] - - - [sk—1Zksk] szabdly R-ben,

(3) minden g € Q,a € (X U{e}),Z €T-ra, ha (sp,¢) € 6(q,a, 2),
akkor legyen [gZsy] — a szabaly R-ben (az el6z6 eset
k = 0-ra).

Megmutatjuk, hogy L(G) = Ly(P).
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja
Tétel. Minden pda-val felismerhet6 nyelv kornyezetfiiggetlen.

Bizonyitas. Legyen P = (Q,%,I,0, qo, Zo, F) egy pda. Megadunk
egy G cf nyelvtant, amelyre L(G) = Ly(P).

Legyen az G = (N, %, R, S), ahol
> S egy Uj szimbdlum,
» N={S}u{[qZr]|q,re Q,Z T},

Egy [gZr] hdrmas intuitiv jelentése az, hogy ha a pda ¢ allapotban
van, a verem legfels6 szimbdéluma Z, akkor az r allapotba jutva
tudja kivenni (tordlni) Z-t a verembdl.
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja

Elegendé megmutatni, hogy minden g, r € Q,Z €l ésw € L*
esetén

(g, w,Z) " (r,e,e) akkor és csak akkor, ha [qZr] =" w.

Ugyanis ezen ekvivalencia a g = qg és Z = Zy esetben éppen az
L(G) = Ly(P) egyenlbséget jelenti:

w e L@(P)

(q0, w, Zo) F* (r,¢,¢)

[goZor] =* w (Id. a fenti &llitast)
S= [qozor] =% w

w € L(G)

(1 I A
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja

(a) Tth [qZr] =" w valamilyen n > 1-re.

(
(
(

i) n—=>n+ 1:

[qu] = 8[502151] R [sk,lzksk] =" awig ... wg = w

1) [qu] — 8[502151] - [sk,lesk] eR, r= Sk,
(s0,Z1...2Zk) € 6(q,a,2)

i) n=1: [qZr] = w, ez csak Ugy lehet, ha w = a € (X U {e}) és
r,e) € 0(q,a,Z). Tehdt (q,w,Z) =(q,a,2) F (r,¢,¢).

azaz

2) Minden 1 < < k-ra [s;_1Z;isi]] =" w;, és n; < n.

A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja
Példa.

Alkalmazzuk az el6z6 lemmaban szerepld konstrukciét az
{a"b" | n > 1} nyelvet iires veremmel felismerd veremautomatara:

a,a/aa

b,a/e
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja
I. F.: minden 1 </ < k-ra (sj—1, w;, Z;) " (sj, €, ).
Kapjuk, hogy

(q,w,2) (g,awy ... wy, Z)

[ (50,W1...Wk,Zl...Zk)
B (Sl,Wg...Wk,Zg...Zk)

* (Skfl, Wi, Zk)

F* (sk,e,€)

= (r,g,¢)
Az ekvivalencia megforditasidt hasonlé médon, a
(g, w,Z) F" (r,e,e) feltételben szerepld n szerinti indukciéval
bizonyithatjuk be.

A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja
Példa (folyt).

Egy olyan G nyelvtant kapunk, melynek szabdlyai a kovetkezok:
» S — [q0Zoqi|, minden 0 </ < 2-re
> 5(q0, a, Z()) = {(ql, aZO)} miatt

[9020q;] — alq1aqi][qi Zoq;],

minden 0 < /,j < 2-re
» §(g1,a,a) = {(g1,aa)} miatt

[g1aq;] — a[qg1aqi][giaq;],

minden 0 < /,j < 2-re
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja
Példa (folyt).

> 3(qu, b,a) = {(g2,¢)} miatt [q1aga] — b
> (g2, b,a) = {(g2,¢)} miatt [g2aq2] — b
» (q2,2,20) = {(qo,€)} miatt [g2Z0q0] — €.

Osszesen 24 szabaly!
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja
Osszefoglala’s:
A kovetkezd eszkozok mindegyikével pontosan a
kornyezetfliggetlen nyelveket reprezentalhatjuk:

> kornyezetfliggetlen nyelvtanok,
> végillapotokkal felismerd veremautomatdk,

» (res veremmel felismerd veremautomatak.
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A cf nyelvtanok és a pda-k ekvivalencidja
Példa (folyt).

Azonban konnyen beldthatd, hogy a fenti 24 szabaly koziil csak az
alabbi 6 szerepel valamely {a, b}*-beli sz6 levezetésében:

S — [g0Z00]

[90Z0G0] — alg1292][922090]
[q1292] — alq1aqe][q2aq]
[g1aq2] — b

[g2aq2] — b

[9220G0] — €.

VVvVvVvyVvYvyy

Errél a nyelvtanrdl mar kénnyen beldthatd, hogy az {a"b"[n > 1}
nyelvet generdlja.

Determinisztikus veremautomatak

Definicié. Egy P = (Q, X, T,0, qo, Zo, F) veremautomata

determinisztikus, ha minden g € Q-ra és Z € -ra a kovetkezd két

feltétel valamelyike teljesiil:

(1) 6(g,e,Z) = () és minden a € Y-ra a §(q, a, Z) halmaz
legfeljebb egy elemii, vagy

(2) minden a € ¥-ra 0(q,a,Z) =0 és a 6(q,e, Z) halmaz
legfeljebb egy elem.

A feltétel garantdlja, hogy minden (g, aw, Z~) konfiguraciéhoz
legfeljebb egy olyan (p, w, ay) konfiguracié van, amelyre

(9, aw, Z7) Fp (p, w, ay)!

Példa: az {a"b" | n > 0} nyelvet felismeré veremautomata
determinisztikus.
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Determinisztikus veremautomatak

Felismerd kapacitds?

Tétel. Minden reguldris nyelv felismerheté determinisztikus
veremautomataval végdllapotokkal.

Bizonyitas. Legyen M = (Q, %, 0, qo, F) egy (determinisztikus)
automata. Konstrudljuk meg a P = (Q.%,{Z},¢, qo, 2o, F)
veremautomatat, melyre minden p, g € @ és a € ¥ esetén

8(g,a) = p < 0'(q,a,2) = (p, 2)-

Nyilvdnvald, hogy P determinisztikus és L¢(P) = L(M).
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Determinisztikus veremautomatak

Felismerd kapacitds?

Tehat, a determinisztikus veremautomatak esetében csak a
végallapotokkal valé felismerés hatékony. Ezért csak ezt vizsgéljuk.
A determinisztikus veremautomatakkal végallapotokkal
felismerhet6 nyelveket determinisztikus kornyezetfiiggetlen
nyelveknek, roviden csak determinisztikus nyelveknek nevezziik. A
determinisztikus nyelvek osztalyat DCF-fel jeloljik.

Tétel. REG C DCF.
Bizonyitas. Mint lattuk, minden regularis nyelv determinisztikus,

tehdt REG C DCF. Az {a"b" | n > 0} nyelv pedig
determinisztikus, de nem reguldris, tehdat DCF — REG # ().
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Determinisztikus veremautomatak

Felismerd kapacitas?

Tétel. Van olyan véges nyelv, amely nem ismerhet6 fel
determinisztikus veremautomataval lires veremmel.

Bizonyitas. Legyen példaul L = {a, ab} és tegyiik fel, hogy
L= Ly(P) valamely P = (Q,%,I,0, qo, Zo, F) determinisztikus
veremautomatara.

Akkor (qo,a, Zo) Fp (p,e.€) és (qo, ab, Zo) Fp (q,e,€) valamely
p,q € Q-ra. De akkor a determinisztikussdg miatt

(qo,ab, Zo) Fp (p, b,e) Fp (q,¢,¢),

ami lehetetlen, mert lres verem esetén nincs rakovetkezd
konfiguracid.

Determinisztikus veremautomatak

Bizonyitas nélkuil:

Tétel. Minden determinisztikus nyelv egyértelmii (vagyis
generdlhaté egyértelmii cf nyelvtannal).

Bizonyitas. (Vazlat.) Konstrudljuk meg a nyelvet felismerd
determinisztikus pda-bdl az ekvivalens cf nyelvtant a megismert
moédon. Meg lehet mutatni, hogy az igy kapott nyelvtan
egyértelmdi.
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A kornyezetfuggetlen és a regularis nyelvek gépi Pumpalé lemma kornyezetfluiggetlen nyelvekre, vagy
reprezentacio Bar—Hillel lemma
Tétel. Minden L C X kornyezetfiiggetlen nyelvhez
Gépi reprezentdcio: - megadhaté olyan (L-tdl fiiggd) k > 0 egész szdm, hogy
- minden w € L esetén,

- ha |w| > k, akkor van olyan w = wywawswaws felbontds,

Nyelvosztaly Gépi repr. Det. vs nemdet. melyre:

REG _ véges automatdk | det. = nemdet. = 1) |wowsws| < k,

(reguldris nyelvek) nemdet. ¢ dtmenetekkel 2) wows # ¢,

CF veremautomatdk | det. C nemdet. 3) minden n > 0-ra, wiwfwsw/'ws € L.
(k. fliggetlen nyelvek)

(Sziikséges feltétele annak, hogy egy nyelv cf legyen.)

A valédi tartalmazast késébb bizonyitjuk.
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Pumpalé lemma kornyezetfuiggetlen nyelvekre, vagy Pumpalé lemma kornyezetfluiggetlen nyelvekre, vagy
Bar—Hillel lemma Bar—Hillel lemma
Bizonyitas. Legyen L = L(G), ahol G = (N, %, P,5) Ha ugyanis h(t) < m lenne, akkor a t derivdciés fa mindegyik
Chomsky-normalformdban 1évé cf nyelvtan. atjan legfeljebb m nemterminélis lenne (a legalsé csticsponton

termindlis van).
Legyen k = 2™, ahol m = ||N||. Megmutatjuk, hogy ez a k

megfeleld lesz. Mivel (Chomsky-normalforma miatt) a fa minden nemtermindlis
csticspontban legfeljebb kétfelé dgazik, a legalsd nemtermindlisnal
Vegylink egy w € L szét, melyre |w| > k. Akkor van olyan t € Dg pedig mar nem 4gazik el, a w sz6 hossza legfeljebb 27! lenne.

derivéciés fa, melyre fr(t) = w és h(t) > m+ 1.
Kovetkezésképpen t-ben van olyan, S-t6l valamely levélhez vezetd
at melynek hossza legaldbb m + 1 és amelyen ezért (egy terminalis
és) legaldbb m + 1 nemtermindlis szimbdlum szerepel.
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Pumpalé lemma kornyezetfiuiggetlen nyelvekre, vagy Pumpalé lemma kornyezetfluiggetlen nyelvekre, vagy
Bar—Hillel lemma Bar—Hillel lemma

Mivel m = ||N||, van olyan nemterminalis, ami ezen az (ton
legalabb kétszer elofordul. Jelolje A azt a nemtermindlist, amelyik
a termindlis levéltdl indulva a gyokér felé legel6szor megismétlodik.

Definidljuk wy, wa, ws, wy és ws szavakat az abran Idthaté mdédon.
Ekkor nyilvan w = wywowswaws, mert t hatdrat osztottuk fel.
Tovéabba:

1) |wowswy| < k, mert a legelsé ismétlédést vettiik,

2) wowy # £, mert az A "felsg” el6forduldsandl a fa kétfelé
dgazik és egyik dgon sem vezethetd le
(Chomsky-normalformal),

3) minden n > O-ra, wiw)wsw,ws € L, mert a t’ fa iterdlhatd.

w1 wo
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Pumpalé lemma kornyezetfuiggetlen nyelvekre, vagy Pumpalé lemma kornyezetfluiggetlen nyelvekre, vagy
Bar—Hillel lemma Bar—Hillel lemma

Egy kovetkezmény:

A Tétel. Az L = {a"b"c"|n > 1} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

A Bizonyitas. Tfh igen. A Bar Hillel lemma szerint van olyan k > 0
W szdm, hogy minden w € L széra, ha |w| > k, akkor teljesiilnek
ezen lemmaban szereplé 1) — 3) feltételek.

" . e e
Vegyiik az a“b c* € L sz6t, aminek a hossza 3k > k. A pumpalé
: lemma szerint létezik a¥b¥ck = wywsrwswyws felbontds, melyre a
A 2) és 3) feltétel szerint: wowy # ¢, és
minden n > 0-ra wyws' w3w,'ws € L.
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Pumpalé lemma kornyezetfluiggetlen nyelvekre, vagy
Bar—Hillel lemma

Pumpalé lemma kornyezetfiuiggetlen nyelvekre, vagy
Bar—Hillel lemma

Tehat akbkck = wiwowzwaws, wowy *e, és
minden n > O-ra wywy' wsw,'ws € L.

Hogyan helyezkedhet el ws és wy az a¥b*ck széban?

Sem w> sem wy nem tartalmazhat két kiillonbozd betiit, mert ekkor
példdul a wyw3wswjws széban a betiik sorrendje nem a — b — ¢
lenne!

Tehat mind wy, mind wy legfeljebb egy fajta betiit tartalmaz.
Akkor viszont a wi w3 wsw; ws széban legaldbb egy és legfeljebb
két fajta betiinek a szdma tobb, mint a harmadik fajta betiié.

Tehat W1W22W3W£W5 ¢ L. é
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Pumpalé lemma kornyezetfuiggetlen nyelvekre, vagy

Bar—Hillel lemma

Megjegyzés: van olyan dltaldnos nyelvtan, amelyik az
L ={a"b"c"|n > 1} nyelvet generdlja. Szabdlyai a kovetkezdk:

S — S5G S — AG A— aB;
A— aABl BlCl — BC BlB — BBl
CG —-GC B—b C—>c

Egy "jo" derivacio:

5=5CG =5GGCG = AG0 = aAB1(G (1 = aaB1B1 G G =
aaB;BCC; = aaBB;CC; = aaBB;C;C = aaBBCC =*
aabbcc

Egy "rossz" derivacié:
S= 5C1 = 5C1C1 = AC1C1 = 351C1C1 = aBCC1 = 777
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Egy informdlis megjegyzés:

Az {a"b" | n > 1} nyelv kornyezetfiiggetlen, de az {a"b"c" | n > 1}
nyelv nem.

A kornyezetfliggetlen nyelvtan képes szamolni "két valamit”, de
nem képes szamolni "harom valamit”.

Kornyezetfliggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Regularis miiveletek

Tétel. CF zart a reguldris miveletekre nézve.

Bizonyitas. Legyen L1, L, € CF, azaz legyen Gy = (N1, X, P1,51)
és Gy = (No, X, Py, Sy) olyan cf nyelvtan, hogy L1 = L(Gy) és

Ly = L(Gy).

a) egyesités: Legyen
G = (Nl UN,U {S}Z PLUPU {S — 51,5 — 52},5), ahol S
egy 0j szimbdlum. Akkor L(G) = Ly U Ly, tehat Ly U L, € CF.

b) konkatendcié: Legyen
G = (Nl UhN,U {S}Z PLUPU {S — 5152}, S) Akkor
L(G) = Lq1L,, tehdt L1, € CF.

c) iterdci6: Legyen G = (Ny U{S}, 2, PLU{S — 55,5 — ¢}, S).
Akkor L(G) = L, tehat L} € CF.
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Kornyezetfuggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Boole miuveletek

Tétel. CF nem zart sem a metszetre sem a komplementerre
(ugyanakkor zdrt az egyesitésre).

Bizonyitas.

a) metszet: Megadunk Ly, L, € CF nyelveket, melyekre
LinLly ¢ CF: az Ly = {a”b™c" | m,n > 0} nyelv cf, mert
generalhaté az aldbbi kornyezetfiiggetlen nyelvtannal:

S — AB
A — aAble
B — cBJe

Hasonléan lathaté be, hogy az Ly = {a”b"c" | m,n > 0} is
kornyezetfliggetlen.
Ugyanakkor L1 N Ly = {a"b"c” | n > 0}, ami nem cf.
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Kornyezetfuggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Metszet regularis nyelvvel

Tétel. CF zért a reguldris nyelvekkel valé metszésre. (Ha L cf
nyelv, L’ pedig reguldris nyelv, akkor L N L is cf nyelv.)

Bizonyitas. Legyen L = L¢(P) egy kdrnyezetfiiggetlen nyelv, ahol
P=(Q,%,I,0,q0, 2, F) egy veremautomata és L' = L(M) egy
reguldris nyelv, ahol M = (Q', X, 0", g, F") egy determinisztikus
automata.

Megkonstrusljuk a P = (Q x Q',X,T.0,(q0,q}). Zo, F x F')

veremautomatdt, és megmutatjuk, hogy L N L' = L¢(P).

AT:(Qx Q) x (EUfe}) xT = Pr((Qx Q) xT)

atmenetfiiggvényt a kovetkez6képpen definialjuk:
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Kornyezetfliggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

b) komplementer: Legyenek L1 C ¥* és [, C ¥*
kornyezetfliggetlen nyelvek.

A de Morgan azonossag szerint L1 M Ly = L1 U Ly. Tovibbd, a
kornyezetfliggetlen nyelvek osztdlya zart az egyesitésre.

Ezért, ha a komplementer képzésre is zart lenne, akkor a metszetre
is zart lenne.

Kovetkezmény. DCF nem zart a metszetre.

Bizonyitds. Az el6z0 bizonyitasban szerepld Ly és Lo nyelvek
valéjdban determinisztikus cf nyelvek és L1 N L, ¢ CF. De akkor a
DCF C CF tartalmazds miatt L1 N Ly, & DCF.
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Kornyezetfliggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Ag:(QxQ’)X(Zu{g})xrﬁpf((QxQ’)xr*)

dtmenetfiggvényt a kovetkezoképpen definidljuk:

» Minden p,g e Q, p/.qd € Q,ac X, ZcTl és~vecl* esetén,

((p.P"),7) €0((a,4'),2,2)

akkor és csak akkor, ha (p,v) € 0(q,a,Z) és p' = 0'(q, a),
» Minden p,ge Q, ¢ € Q, Z Tl és~ el esetén,

((p.q'),7) €6((q.¢'),£,2)

akkor és csak akkor, ha (p,7) € d(q,¢, Z).

A konstrukcié hasonlé az automatak direkt szorzata
konstrukciéhoz.
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Kornyezetfuggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Az L¢(P) = LN L' bizonyitdsa (vazlat). Elegendé megmutatni,
hogy minden p,g e Q, p',qd € Q', ZecTl,vel*é xecL*
esetén,

((9:9"),x,2) F5 (P, P):,7)

akkor és csak akkor, ha

(g.x,Z) bp (p,e,7) és (g, x) By (P, €).

lgy i
x € L(P)
<= ((90,90):x, Z0) 5 ((p, p'), €,7), v.mely (p, p’) € (F x F')-re
< (qo0,x,20) Fp (p,e,v) valamely p € F-re

és (gp.x) 3y (P, €) valamely p" € F'-re

— xelLnl.

117/139
Kornyezetfuggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai
Tétel. DCF zért a komplementer képzésre.
Bizonyitas. (Vazlat.)
1. LEPES. Egy adott P = (Q,%,1,0,q0, Zo, F) determinisztikus
pda-hoz megkonstrudlunk egy olyan P’ = (Q', %, 1", ¢, q}. Z}, F)
determinisztikus pda-t, melyre Ls(P) = L¢(P’) és amely soha nem
.,akad el”, mivel minden konfiguracidjara van rdkovetkez6: minden
ge @ és Z el esetén,
(a) vagy minden a € -ra ||0'(q,a,2)|| =1és §'(q,2,2) =0,
(b) vagy minden a € X-ra §'(q,a,Z) =0 és ||0'(q,2, 2)|| = 1.
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Kornyezetfliggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Ha P determinisztikus, akkor P is determinisztikus, tehat:

Kovetkezmény. DCF is zart regularis nyelvvel valé metszetre.
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Kornyezetfliggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Ha egy determinisztikus pda-nak megvan a fenti tulajdonsaga, még
nem biztos, hogy minden input szét végig tud olvasni. Az input
olvasdsa soran kertilhet ugyanis tn. hurok-konfiguracidba:

(9,6,A) F (q1,e,00) F (2,6, a0) ...

azaz
(q,v,A)F (q1,v,a1) F (g2, v,a2) F ...
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2. LEPES. A hurok-konfiguriciék halmaza megkonstruslhaté és Otlet: Q' = Q x {0,1,2} és P’ szimuldlja P-t. Tovabba:

ennek ismretében a P = (Q, %, T, 9, qo, Zo, F) determinisztikus pda

atalakithaté végig olvasdva: A (,1) és (,0) alakd allapotok masodik komponensében P’ azt az
minden x € X* esetén van olyan g € Q allapot és « € [* szd, hogy informacidt tdrolja, hogy P volt vagy nem volt végallapotban az
(qo0,x, 20) F* (q,¢, @). utolsé input elolvasasa éta. A (,2) alakd allapotok lesznek a

végallapotok.
3. LEPES. Egy végig olvasé determinisztikus

P=(Q,%,I,0,q0, 2o, F) pda-hoz pedig mar tudunk olyan P’ Ha még nem volt és P mar nem végezhet tobb e-mozgdst, akkor
determinisztikus pda-t konstrudlni, amely az L¢(P) nyelv P" egy e-mozgassal atvalt (,0) alakd &llapotbdl (,2) alakd
komplementerét ismeri fel. végallapotba. Kovetkezésképpen, ha ez a szé végén tortént, akkor

P’ elfogadja a szét.

Ha nem a szd végén tortént, akkor a kovetkezé input betli
hatdsdra P’ visszavalt (, 1) vagy (,0) alaku &llapotba attdl
fuggden, hogy P végdllapotba vagy nem végallapotba érkezett.

lly médon P’ éppen L¢(P)-t ismeri fel.
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Legyen P = (C)l7 27 F, (5/, (]67 Z(), F/), ahol » ' a kovetkezé:
» Q' =Q x{0,1,2}, - mindenge Q,ac X ésZcTl-ra, hadlg,a,”Z)=(p,7),
kk
/ (q0,0) hagqo¢ F arwer

> e

o { (q0,1) hago€F
> F={(q.2)]q € Q},

> §' a kovetkezé:

ada 0022 = {Gall) 5

- minden g € Q és Z € I-ra, ha §(q,2,Z) = (p,~), akkor
* (5’(((],1),5,2) = ((P71)>’Y),

£ / _ (( 71)’ ) ha S F
5(("’0)’5’2)’{ (p.0)7) hapF,

- minden g € Q és Z € T-ra, ha §(q,e, Z) = (), akkor legyen
'((9,0),¢,2) = ((g,2), 2).

A fentiek miatt Le(P') = L (P).
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Kornyezetfuggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Kovetkezmény. DCE C CF. (A determinisztikus nyelvek valddi
részét képezik a kornyezetfiiggetlen nyelveknek.)

Bizonyitds. Azt tudjuk, hogy — definicié szerint — DCF C CF. A
két osztaly nem lehet ugyanaz, mert — mint lattuk —, DCF' zart a
komplementer képzésre, CF pedig nem.

Bizonyitds nélkul:

Tétel. DCF nem zdrt sem az egyesitésre, sem a konkatendcidra,
sem az iterdciora.
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Eldontési kérdések cf nyelvekre
Ebben a részben a kornyezefiiggetlen nyelvek CF osztdlydra
vonatkozé eldontési kérdésekkel foglalkozunk.
A kornyezefuiggetlen nyelveket Chomsky normdlalakban [évo
kornyezefliggetlen nyelvtanokkal reprezentaljuk.
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Osszefoglalds

Miivelet Zartsag | Zartsag

CF DCF

U igen nem
konkatenacié igen nem
* igen nem

N nem nem

N reg. nyelv igen igen
komplementer nem igen
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Eldontési kérdések cf nyelvekre

Eleme-e probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges w sz6 és L cf nyelv esetén,
hogy teljesiil-e w € L?
Tétel. Az eleme-e probléma cf nyelvekre eldonthetd.

Input: Egy w sz6 és egy Chomsky normalformdban lévo
G = (N,X,P,S) cf nyelvtannal megadott L cf nyelv (tehat
L = L(G)).

Output: "lgen” ha w € L, kiilonben "Nem".

Algoritmus: CYK = Cocke-Younger-Kasami algoritmus, melynek
lépésszama O(n*), ahol n = |w|.
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Eldontési kérdések cf nyelvekre
El6készités: Tfh, [w| = n > 1 és legyen wj; a w i-edik poziciéjdn

kezd0dé j hosszlsdgu rész-szava.

Minden j =1,... nreési=1,...,n— )+ l-re meghatdrozzuk a
Vij={Ae N|A="w;} halmazt, a kovetkezd elv alapjan:

j=1 A€V <= A—wjcP.

J>LAcV; < J1<k<jésA— BCc P, hogy Bec Vi és
C € Viikj—k. (Dinamikus programozas.)

Ezutdn w € L(G), akkor és csak akkor, ha S € Vi,.
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Eldontési kérdések cf nyelvekre
Példa. Tekintsiik a kovetkezd nyelvtant:
(1) S — AA
(2) S — AS
3) S—b
(4) S— SA
(5) A— AS
(6) A— a és legyen w = abaab
(Chomsky normdlalakban van és nem egyértelmii, de ez utdbbi
most nem érdekes.)
Szamoljuk ki a Vj; halmazokat (j =1,...,5, i=1,...,6 — j)!
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begin

Eldontési kérdések cf nyelvekre
(CYK) Algoritmus:

for i:=1to ndo V;;={A|A— wj€P}
for j:=2to ndo
for i:==1to n—j+1do

\/2/ = 0
for k:=1to j—1do
\/,-J'U{A’A—>BC€P,BE Vig, C € \/,'Jrk,j,k};

begin

Vij =

end

end

Vit = {A}
Vi ={A,S}
Vis = {A, S}
Vis = {A, S}
Vis = {A, S}

Példa folytatasa,

Vo = {S)
Vo = {S)
Vs = {S}
Vas = {S}

S € Vis, tehdt w € L(G).

Ha S € V4, akkor a vélasz "lgen”, kiilonben "

Eldontési kérdések cf nyelvekre

w = abaab.
Va1 = {A}
V3, = {S}
Va3 ={A, S}

Nem".
Vi = {A}
Vi = {A7 5}
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V1 = {S}
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Eldontési kérdések cf nyelvekre

Urességi probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszéleges L cf nyelv esetén, hogy
teljestil-e L = ()?

Tétel. Az lirességi probléma kornyezetfiiggetlen nyelvekre
eldonthetd.

Input: Egy G = (N, X, P, S), Chomsky normalformaban lévé
nyelvtannal megadott L cf nyelv.

Output: "lgen”, ha L = (), kiilonben " Nem".
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Eldontési kérdések cf nyelvekre
Végtelen-e probléma
Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges L cf nyelv esetén, hogy L
végtelen-e?
Tétel. A végtelen-e probléma kornyezetfiiggetlen nyelvekre
eldonthetd.
Input: Egy G = (N, X, P, S), Chomsky normdlformaban lévé
nyelvtannal megadott L cf nyelv.
Output: "lgen”, ha L végtelen, kiilonben "Nem".
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Eldontési kérdések cf nyelvekre

Algoritmus: Legyen k a kornyezetfiiggetlen nyelvekre vonatkozd
pumpalé lemmaban (Bar-Hillel lemma) szerepld szam.

Konnyen lathatd, hogy L # () akkor és csak akkor, ha van olyan
x € L, melyre |x| < k. (Ha |x| > k, akkor alkalmazzuk a pump3dlé
lemmat és " roviditsik” x-et.)

Ez alapjan egy eldontési algoritmus a kovetkezé. Minden olyan
x € Y* széra, melyre |x| < k, kérdezziik le, hogy x € L teljesiil-e
(az eleme-e probléma eldonthetd). Ha valamely x-re a vélasz
"lgen” (vagyis x € L), akkor a vélasz "Nem", kiilonben "Igen".

Az algoritmus termindl, mivel csak véges szdmu olyan x szé van,
melyre |x| < k.
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Eldontési kérdések cf nyelvekre

Algoritmus: Legyen k a kornyezetfiiggetlen nyelvekre vonatkozd
pumpalé lemmaban (Bar-Hillel lemma) szerepld szam.

Konnyen ldthatd, hogy L akkor és csak akkor végtelen, ha van
olyan x € L, melyre k < |x| < 2k. (A bizonyitas hasonlé a
regularis nyelvek esetében alkalmazott bizonyitdséhoz.)

Ez alapjan egy eldontési algoritmus a kovetkezé. Minden olyan
x € X" széra, melyre k < |x| < 2k, kérdezziik le, hogy x € L
teljesiil-e (az eleme-e probléma eldonthetd). Ha valamely x-re a
védlasz "Igen” (vagyis x € L), akkor a vélasz "Igen”, kiilonben
"Nem".
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Eldontési kérdések cf nyelvekre Eldontési kérdések cf nyelvekre

Ugyanakkor az ekvivalencia probéma kornyezetfiiggetlen nyelvek OSSzefogIalés
estén eldonthetetlen.

. A . P srdé o) O0-e?
Tétel. Nem létezik olyan algoritmus, amely tetszdleges L1, Lo | Kérdés | Eldontheté-e

kornyezetfiiggetlen nyelvekrdl eldonti, hogy L1 = L, teljesiil-e. Eleme-e igen

Bizonyitds. A kérdés visszavezethetd a Turing gépek megalldsi Urességi igen

problémdjdra. Végtelen-e igen
Tartalmazas nem

Kovetkezmény. Nem létezik olyan algoritmus, amely tetszoleges Ekvivalencia nem

L1, Lo kornyezetfiiggetlen nyelvekrdl eldonti, hogy L1 C L,

teljesiil-e.

Bizonyitas. Ha a tartalmazas eldonthetd lenne, akkor az
ekvivalencia is eldonthetd lenne.
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Eldontési kérdések cf nyelvekre

Egy megjegyzés:

A kornyezetfuggetlen nyelvekre vonatkozéan mar szamos olyan
kérdés van, amelynek eldontésére nem létezik algoritmus.
Példaul, az elobbiek mellett nem donthetd el az

L=3%*7
Linly, =07

kérdések egyike sem.

(Ugyanezen kérdések reguldris nyelvekre eldonthetdk.)
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