Véges automatdk minimalizalasa

Formalis nyelvek |/2. Két automata ekvivalens, ha ugyanazt a nyelvet ismerik fel.
Véges automatak minimalizalasa Definicié. Egy M = (Q, %, 4, qo, F) automata minimdlis, ha
barmely, vele ekvivalens M" = (Q', %, ¢, g}, F') automatdra
1011 < 11Q'| teljesil

Cél: Olyan algoritmus megaddsa, melynek inputja egy tetszéleges
M automata, outputja pedig egy M-mel ekvivalens minimalis

Filop Zoltan automata. (Az M automata minimalizdldsa.)

Az algoritmust két |épésben adjuk meg:

SZTE TTIK Informatikai Intézet (1) M osszefiiggd részének meghatdrozdsa (nem elérhetd
Szémitastudomany Alapjai Tanszék dllapotok elhagydsa).
6720 Szeged, Arpad tér 2. (2) Ekvivalens allapotok Gsszevondsa (redukdlds).
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Definicié. M = (Q.,X. 0, qo, F) automata M Jsszefiiggd része az
M= (Q,%,9,qo, F) egy automata M =(Q',%,¥, qo, F') automata, ahol
\ ) , o _— > Q"= {qox [x € X"},
TetszOleges g € @ allapot és x € X" sz6 esetén gx-szel jeloljik azt » F = FNQ.

a Q-beli dllapotot, melybe M a g-bdl az x hatadsdra kertil: )
» '(p,a) = d(p,a) minden p € Q'-re.

gx = p, ahol (q,x) Fy (p, \). M &sszefiiggd, ha M = M'.
Megjegyzés: (gx)y = q(xy). Q' meghatdrozdsa:
Egy p édllapotot elérhetének neveziink, ha van olyan x € %, melyre (i) Legyen Qo = {qo} és legyen i = 0.
P = qox. (i) Legyen
Qi+1=QiU{ge Q|I(pe QiésacX)melyre gq=0d(p,a)}
Az elérhet6 dllapotok halmaza Q" = {qox | x € X"}. (i) Ha @Q; = @;1, akkor legyen Q' = @; és alljunk meg, kiilonben

legyen i = i + 1 és menjiink (i)-re.
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a,b

Egy automata és az Osszefliggd része.
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Ekvivalens dllapotok:

Definicié. Legyen M = (Q, %, 0, qo, F) egy automata. Definidljuk
~C Q x @ relaciét a kovetkezdképpen: Vp, g € Q-ra

p ~ g ha minden x € " esetén px € F < gx € F.

Ekkor:

(1) ~ ekvivalencia reldcié (reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv)
(2) ha p ~ g, akkor minden a € >-ra d(p,a) ~ d(q, a)

(3) hap~q, akkor (pe F <= g€ F)

A ~ reldciét M kongruencia reldcidjdnak (roviden M
kongruencidjanak) nevezziik.
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A kovetkezo két allitas nyilvanvalé:

(1) Ha M" az M &sszefiiggd része, akkor L(M) = L(M’).

(2) Ha M minimdlis, akkor osszefliggd.

A minimalizalas els6 1épése, hogy elhagyjuk a nem elérhetd
allapotokat (mds széval, kiszdmoljuk M Osszefiiggd részét).

6/19
Véges automatdk minimalizalasa
p ~ g ha minden x € ~" esetén px € F < gx € F.
(1) trivialis
(2) bizonyitasa:
Tfh p ~ g és van olyan a € &, hogy d(p, a) # d(q, a). Akkor van
olyan z € ©*, melyre (pa)z € F < (qa)z ¢ F. Akkor viszont
p(az) € F <= q(az) ¢ F, ami ellentmond&s, mert p ~ q.
(3) bizonyitasa:
p ~ q,akkor x =¢c-ra: pc =peF < qge=qg€ F
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M = (Q.,X,0,qo, F) automata és ~ kongruencia reldcié
Jelolések:

> a p-t tartalmazd ekvivalencia osztdly:

[pl~ ={q€@|p~q}

(ekkor: [p]. =[q]~ < pEg]l. < p~q)
> az osszes ekvivalencia osztaly:

[Ql~ = {[pl~ | p € Q}

> az f-et alkoté ekvivalencia osztdlyok:

[Fl~ ={lpl~ | p € F}

Véges automatak minimalizalasa

Példa:

M/Nv ahol ~ = {q07 ql}v {CI37 q4}7 {CI5: a6, q?}
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M = (Q,X, 0, qo, F) automata és ~ kongruencia reldcié

Definialjuk a kovetkezd automatat:
M/~ = ([Q]N* X, 6~ [qo]~, [F]’V)v
ahol minden a € ¥ -ra:
~([pl~,a) = [6(p a)]~-

(A [p]~ osztalybdl a hatdséra a [0(p, a)]. allapotba megy.)

A definicié helyes, mert ha [p]. = [qg|., akkor p ~ g, ezért
d(p.a) ~d(q.a), ami azt jeleti, hogy [5(p,a)]~ = [0(q, a)]~.

Véges automatdk minimalizalasa

M = (Q,X,d,qo, F) automata és ~ kongruencia reldcié
Tétel. L(M) = L(M/~) (M és M/~ ekvivalensek).

Bizonyitas. Meg lehet mutatni |x| szerinti indukciéval, hogy
minden p,qg € Q-raés x € ¥ "-ra

px =q (M-ben) <= [p].x = [q]~ (M/~-ben).
Ezutén
x € L(M) qox = q, q € F-re
[qo]~ x = [q]~, q € F-re
[q0]~ x = [q]~, [g]~ € [F]~-re

x € L(M/~).
A harmadik ekvivalencia a (3) tulajdonsagbdl kovetkezik.

rree
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Tétel. Ha M 0Osszefiiggd, akkor M/~ az M-mel ekvivalens A ~ kongruencidt kiszdmité algoritmus: ~-et kozelitjik a
minim3alis automata. 00, P1s--- € Q x @ reldcidkkal:

Bizonyitdas. Lasd FZ, Formalis nyelvek és szintaktikus elemzésiik (i) Legyen po a kévetkez8: minden p,q € Q-ra, ppoq akkor és

o csak akkor teljesiil, ha pe F <= g € F. Legyen i = 0.
A minimalizalas két f6 [épése:

i) Legyen p;.1 a kovetkezd: minden p, g € Q-ra, pp;r1q akkor
+ +

) ) és csak akkor teljesiil, ha pp;jg és minden a € > -ra,
(1) M Osszefiiggd részének meghatarozésa (nem elérhetd 5(p, a)pid(q, a).

llapotok elhagyasa). (iii) Ha p;i = pjt1, akkor legyen ~ =p; és alljunk meg, kiilonben

(2) A ~ kongruencia kiszamol3sa. legyen i = i 4+ 1 és menjiink (i)-ra.
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Példa ~ kiszadmitdsara: Példa ~ kiszdmitdsara:

po = 1{90,91,93,94}, {95, 96,97}
Ppo = qo, 91,493,445, 195,96, q7
{ } { } P1 - {%aCIl}- {Q37Q4}- {q57q67q7}
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Példa ~ kiszdmitdsara:

o - {q07q17q37q4}1 {q5-/Q6;Q7}
P1 - {CIO-/Q1}, {CI3-/Q4}: {q57q67q7}
p2 = 190,91}, {93, 94}, {g5, 06,7}, tehdt ~= p
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Tétel. Egy adott L nyelvet felismeré minimalis automata
(izomorfizmus erejéig) egyértelmiien meghatarozott.

Ez azt jelenti, hogy ha az L-et felismeré barmelyik automatat
minimalizdljuk, mindig ugyanazt a minimalis automatdt kapjuk
eredményiil.

Két automata ekvivalencidjat tgy is el lehet donteni, hogy

mindkettét minimalizaljuk, majd megnézziik, hogy mindkét
esetben ugyanazt kapjuk-e eredményiil.
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A minimalis automata:

~ = {CIO; Ch}a {CI3; CI4}; {CI57 de, CI?}
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