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A formalis nyelvek egy alkalmazésa

Egy (programozasi) nyelv szintaxisa: azon szabdlyok Osszessége,
amelyek meghatdrozzak a nyelvet.

Hogyan, milyen médszerrel adhaté meg a programozasi nyelvek
szintaxisa?

A legelterjedtebb médszer a generativ nyelvtannal torténd szintaxis
megadas.

Adjuk meg az A, B és C vialtozokbdl, a 0 és 1 konstansokbdl, a +
és a * miveleti jelekbdl, valamint a ( és ) zérdjelekbél felépithetd
aritmetikai kifejezések szintaxisat!

llyenek példdul az A, 1, A+ 1, A+ B, Ax (B + 1) aritmetikai
kifejezések. Az osszes ilyen kifejezés egy nyelvet alkot.
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Ajanlott az el6adasok latogatdsa és a jegyzetelés! A vizsgan az
eléaddson elhangzottakat is tudni kell.

A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Aritmetikai kifejezések

Aritmetikai kifejezéseknek az A, B és C valtozd jelekbdl, a 0 és 1
konstans jelekbdl, a + és * miveleti jelekbdl, valamint a ( és )
csoportosité jelekbdl, a

(kif) —  (tag) | (kif) + (tag)
(tag) —  (fakt) | (tag) = (fakt)
(fakt) — —  ((kif))|(valt) | (konst)
(valty —— A|B|C
(konst) — 0|1
szabdlyok alkalmazdsdval felépithet6 jelsorozatokat (szavakat)

nevezziik. A | jel valasztdsi lehet8séget jelent, olvassuk "vagy”-nak.
Ez egy generativ nyelvtan.

2/141

4/141



A formalis nyelvek egy alkalmazésa

Levezetés:

L

(fakt) * ((fakt) + (fakt))

Minden |épésben az aldhlzott szintaktikai egységet helyettesitjik a
megfelel6 szabdly jobb oldaldn all6 valamelyik kifejezéssel.

4
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A formalis nyelvek egy alkalmazésa

Az A, B, C, 0, 1, +, *, ( és ) jelekbdl allé aritmetikai kifejezés
szintaxisa:

egy jelsorozat (vagy sz6) akkor és csak akkor aritmetikai kifejezés,
ha a (kif )-bél a fenti szintaktikai szabalyok alkalmazdsaval térténé

levezetéssel megkaphatd.

Roviden:

w szé aritmetikai kifejezés <= (kif) =" w.
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Levezetés:
= (fakt) x ((fakt) + (fakt))
= (valt) * ({fakt) + (fakt))
= (valt) * ({valt) + (fakt))
= (valt) % ((valt) + (konst))
= Ax ((valt) + (konst))
= Ax (B + (konst))
= Ax (B 1)

A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Egy masik példa: a FONYA programozési nyelv szintaxisa:

(program)  — (ut.lista).
(ut.lista) —  (ut)| (ut); (ut.lista)
(ut) —  (ert.ado) | (ifut) |

(whileut) | (blokk)
(ert.ado)  — <valt> (kif)
(ifut) — if (relacio) then (ut) else (ut)
(whileut) — — whlle (relacio) do (ut)
(blokk) —  begin (ut.lista) end
(relacio) —  (kif) (relaciojel) (kif)
(relaciojel) — < | >|=|#
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A formalis nyelvek egy alkalmazésa

Egy masik példa: a FONYA programozasi nyelv szintaxisa:

(kif) —  (tag) | (kif) + (tag)

( —  (fakt) | (tag) * (fakt)
(fakt) — — ((kif))|(valt) | (konst)
( — A|B|C

( — 0|1

A formalis nyelvek egy alkalmazésa

Az elemzés alapkérdése:

Amennyiben adott egy programozasi nyelv szintaxisa és adott egy
— ezen a nyelven irott — program, akkor hogyan tudjuk eldonteni
azt, hogy az adott program engedelmeskedik-e a szintaxisnak,
vagyis szintaktikusan helyes-e?

Réviden: igaz-e, hogy (program) =* w?

Tobb algoritmus is létezik, lasd a " Szintaktikus elemzési
médszerek” c. kurzus anyagat.
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Egy w jelsorozat akkor és csakis akkor szintaktikusan helyes
FONYA nyelvii program, ha (program) =" w.

Ilyen példdul a bal oldali jelsorozat és nem ilyen a jobb oldali:

A:=0; A:=0;
while A < C do while A+ C do
begin A .= A+ 1; begin A:=A+1
B=BxC B:=BxC
end, end,
C:=CxB. C:=CxB.

A jobb oldaliban két szintaktikus hiba van!
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Altalanos fogalmak, jelolések

Abécé: szimbdlumoknak egy tetszbleges véges, nemiires halmaza.
Altaldban -val jeloljik.

> dbécé feletti szo: egy ai ... a, alaki sorozat, ahol kK > 0 és

k = 0 eset: lres szénak nevezziik, jele ¢.
Példa dbécére és szavakra: = {a, b}, ¢, a, b, aba, aababba, stb.
Programozasban: ASCII, Unicode dbécék, BEGIN, END, IF,

ALMA, K1, tovabbi kulcsszavak, azonositék, 123, -412.2, K1+123,
egyéb szamok, kifejezések stb pedig szavak.
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Altalanos fogalmak, jelolések

Osszes szavak halmaza:
Y*={a1...ak| k>0, a1,...,a € L}

)

Yt ={a1...ak|k>1a1,...,ap €} =" — {e}

Példa: X" = {e, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, . . .},
Yt ={a,b,aa,ab, ba, bb, aaa, ...}

Konkatendcio: az u,v € ¥ szavak egymds utdn irdsdval kapott
uv € X* szé.

Példa: ha u = abb, v = ba, akkor uv = abbba, ue = cu = u.

A konkatendcié asszociativ: u(vw) = (uv)w minden

u,v,w € X *-ra
n

Hatvdnyozds: u" =Tu... 0, u® =&, u = abb-re u® = abbabbabb.
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Altalanos fogalmak, jelolések

Nyelv: 3" tetszOleges részhalmazat X feletti nyelvnek nevezziik.

Példa {a, b} feletti nyelvekre:
» {aa, bab, abba} (véges nyelv),
> {we x| |w] péros },
» {e,ab, aabb, aaabbb, ...} = {a"b"|n> 0}.

A madr ismert aritmetikai kifejezések halmaza egy nyelv az
{A,B,C,0,1,+,x*,(,)} dbécé felett.

Az Osszes ¥ feletti nyelvek halmaza: P(X*) (kontinuum
szamossagu).
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Altalanos fogalmak, jelolések

Ha w = xy, akkor x a w prefixe, y a w suffixe.
Példa: abb pefixei ¢, a, ab, abb, suffixei abb, bb, b, ¢

Egy w szé hosszdn a benne el6forduld betlik multiplicitassal vett
szdmdt értjiik. A jele |w/|, a pontos definicié a kdvetkezé:

(i) ha w = ¢, akkor |w| =0,
(i) ha w = av, valamely a € ¥ és v € ¥ *-ra, akkor |w| =1+ |v|.

Példa: [¢| =0, |a] =1, |ab| = 2, |abb| = 3.

Miveletek nyelvekkel
Legyenek L, L1, Ly C ¥* nyelvek. Az

LiUly, LiNlyésly— Ly
az ismert halmazelméleti miveletek. Tovabba
» [ =" — | az L komplementere,
> Lyly={uv|u€ Ly,v e Ly} az Ly és L, konkatendcidja,

Minden lehetséges mddon vélasztunk L1-bdl és Lo-bol
szavakat és "osszeldncoljuk” (konkatendljuk) &ket:

{e, ab, bab}{b, ba} = {b, ba, abb, abba, babb, babba}

Y*{aba} = {waba | w € ¥*}, az aba-ra végz8d6 szavak
halmaza.
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Miveletek nyelvekkel

A nyelvek konkatendacidja is asszociativ:
L1(LaL3) = (L1L2)Ls,

ezért a zardjelezés elhagyhatd.

——
» Hatvanyozds: L" =LL...L, 1°={c}
» [*={c}ULULLULLLU... az L iterdltja,

Tetsz6leges szdmu (0 is megengedett) L-beli sz6
konkatenacidjaként megkaphaté szavak halmaza.

{ab, ba}* = {e, ab, ba, abab, abba, baab, baba, ababab, . . .}

» [T =LULLULLLU... (a0 eset kizdrva).
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Miveletek nyelvekkel

Néhany, nyelv miiveletekre vonatkozé azonossag:

L1U(L2UL3) = (L1UL2)UL3 Ll(Lng) = (L1L2)L3

LUul,=LUlL L{e} ={e}L=1L
LUL=1L

Lud=0uL=L L) =0L=10
Tovabba:

Li(LaULs) = LyloULyls
(Ly U L)Ly = Lyls U Lpls
(LU L) = (L) L]
(LyLo)* = {e} U Ly(LaL1)* Lo
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Miveletek nyelvekkel

Megjegyzés: ()* = {c} és minden L nyelvre ¢ € L*.
Tovdbbd: L* = {e} ULT.
Az U, N és komplementer miiveleteket Boole miiveleteknek,

az U, konkatenacid és iteracié miveleteket pedig regularis
miiveleteknek nevezziik.
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Generativ nyelvtanok

Egy olyan, konnyen leirhaté eszkozzel ismerkediink meg, amely
alkalmas (dltaldban végtelen) nyelvek megaddsdra. Az eszkdz neve
generativ nyelvtan (vagy generativ grammatika).

Mas széval: a generativ nyelvtanok olyan végesen specifikdlhaté
eszkozok, melyekkel nyelveket tudunk reprezentdlni.
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Generativ nyelvtanok

Generativ nyelvtan: egy G = (N, %, P,S) négyes, ahol:

> NN egy dbécé, a nemterminalis abéce,

> Y egy abécé, a termindlis (befejez8, végsd) abécé, amire
NNT =0,

» S € N a kezdb szimbélum (vagy start szimbdlum),

» P pedig o — [ alaki an. atirdsi szabalyok véges halmaza,
ahol o, 5 € (NUX)* és a-ban van legaldbb egy nemtermindlis
betd.

(v a szabdly bal oldala, 3 a jobb oldala.)
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Generativ nyelvtanok
Kézvetlen levezetés (derivacio):
tetszéleges 7,0 € (N U X)" esetén v = d, ha van olyan

a — 3 € P szabdly és vannak olyan o/, 3" € (N U X)* szavak,
amelyekre fenndllnak, hogy v = o/af’, 6 = /B3’
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Generativ nyelvtanok

Példa:
G1 = ({S,A},{a,b},{S — aAb,aA — aaAb,A — ¢}, S)

egy nyelvtan, ahol
» {5, A} a nemtermindlis dbécé,
» {a,b} a termindlis dbécé,
> S a kezdd (start) szimbdlum,
» {S — aAb,aA — aaAb,A — ¢} a szabdlyok halmaza.

aA — aaAb egy szabdly, aminek a bal oldala aA, a jobb oldala
pedig aaAb

Generativ nyelvtanok

Példa:
G1 = ({S,A},{a,b},{S — aAb,aA — aaAb,A — ¢}, 5)
baAAa = baaAbAa az aA — aaAb szaballyal

baaAbAa = baaAba az A — ¢ szabdllyal
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Generativ nyelvtanok Generativ nyelvtanok

Levezetések: Példa:
v = 0: egy lépés G = ({S,A},{a,b},{S — aAb,aA — aaAb,A — ¢}, S5)
v =26 n>0 lépés (=% 5 = y=10) S = aAb = aaAbb
= aaaAbbb = aaabbb
+ . Ve 7 7
7 = 0: legaldbb egy lépés Tehdt: S =* aaabbb, S =7 aaabbb, S =* aaabbb mind
teljestilnek.

v = 0: valamennyi (esetleg 0) lépés

Tovébba: aAb = aaAbb, aAb =2 aaaAbbb, tehit aAb =* aaAbb,
Ha nem okoz félreértést, = helyett =-t irunk. 2Ab =* 223aAbbb.

Leginkabb azok a levezetések érdekelnek benniinket, amelyek a
kezd6 szimbdlumbdl indulnak ki és terminalis széban végzddnek.
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Generativ nyelvtanok Generativ nyelvtan

Példa:
G = (N,X, P,S) nyelvtan altal generdlt nyelv.
Az elébbi G; nyelvtan ekvivalens a
L(G)={ueX"|S =% u}.
Gy = ({S},{a, b},{S — aSb,S — ab},5)

A G = ({S, A}, {a, b}, {S — aAb,aA — aaAb,A — ¢}, S) nyelvtannal, mert ugyancsak
példaban
L(G1) = {a"" | n > 1}, L(Go) = {a"" | n > 1),

Egy nyelvet dltaldban nem csak egy nyelvtannal lehet generdlni: a
G=(N,X,P,S)és G'= (N, X' P S") nyelvtanok ekvivalensek,
ha L(G) = L(G').
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Generativ nyelvtanok Generativ nyelvtan
Példa: G, = (N,%,P,S), ahol Az A — ai,...,A— «, szabdlyok felirdsat a kovetkezoképpen
roviditjik: A — aq | ... | .
> N={K,T,F},
» Y ={+,%(,),a},

Példaul, a G, nyelvtan szabdlyai megadhatdk igy is:

> S—K, -K—=K+T]|T,
» P={ - T—=TxF|F,
K> K+T, KT, -F—=(K)|a

-T—>TxF, T—F,

- F—=(K), F— a}. ‘
(K) 2} Egy levezetés G,,-ban:

Ekkor L(G,,) az a-bdl valamint a (, ), + és * jelekbdl képezhetd K=>T=TxF=F+xF=(K)xF=(K+T)*xF=*
aritmetikai kifejezések halmaza.
(F+F)xF="(a+a)xa
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Altalanos jelolések Chomsky nyelvosztalyok
A G=(N,%Z, P,S) nyelvtan
» Az a,b,c,d,... szimbdlumok X elemeit,
» az A,B,C,D, ..., és S szimbdlumok N elemeit,

»az...,U, V. W, X, Y, Z szimbdlumok N U X elemeit,
» az a, 3,7,0, ... szimbSlumok (N U X)* elemeit,

v

0 tipusu (vagy dltaldnos), ha ra semmilyen korldtozas nincs.

v

1 tipust (vagy kdrnyezetfiigg8), ha P-ben minden szabdly
aAB — a0 alakd, ahol 0 # e. Kivétel, az S — ¢ szabaly,

ekkor azonban az S nem szerepelhet semelyik szabaly jobb

> ésaz...,u,v,w,x,Yy,z szimbdlumok ~* elemeit oldalin
» 2 tipusu (vagy kornyezetfiiggetlen), ha P-ben minden szabaly
fogjdk jelolni. A — « alaku.
» 3 tipusu (vagy reguldris), ha P-ben minden szabaly A — xB

vagy A — x alakd.
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Chomsky nyelvosztalyok

Egy adott G nyelvtan esetén a legnagyobb olyan / € {0,1,2,3} az
érdekes, melyre a nyelvtan / tipusu.

Pl. a Gy, Gy és G, nyelvtanok rendre 0, 2 és 2 tipusiak.

Egy adott L C 2" nyelvet / tipusinak mondunk valamely

i €{0,1,2,3}-re, ha van olyan / tipusi G nyelvtan, amelyre

L= L(G). Itt is a legnagyobb olyan i az érdekes, melyre a nyelv i
tipusu.

Pl. az L(Gy), L(Gy) és L(G,,) nyelvek mindegyike 2 tipust és be
lehet bizonyitani, hogy egyik sem 3 tipusd.
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Chomsky nyelvosztalyok
(jsszefoglalés
0 A 0 A
2
eP)
N J N J
Nyelvtanok Nyelvek
A bal oldali az eddigiek alapjan vildgos, a jobb oldalit fokozatosan,
teljesen a félév végére latjuk be.
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Chomsky nyelvosztalyok

Az i € {0,1,2,3} tipust nyelvek osztdlydt L;-vel jeldljiik.

Az nyilvanvald, hogy L3 C L5 és L1 C Ly, mert minden 3-tipust
nyelvtan 2-tipusu is és minden 1-tipust nyelvtan O-tipusu is.

Késbbb Iatni fogjuk, hogy érvényes a Chomsky nyelvhierarchia:
L3 C Ly C Ly C Lo,

sOt az erdsebb
,C3 C ﬁz C £1 C ,Co

alakja is.
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Véges automatak, regularis kifejezések

Tovabbi program:

Elészor a reguldris nyelveket (vagyis a reguldris nyelvtanokkal
generdlhatd nyelveket) vizsgéljuk.

Bevezetiink tovabbi két olyan eszkozt, amelyekkel reguldris
nyelveket lehet megadni (reprezentdlni): a véges automatdkat és a
reguldris kifejezéseket.

Megmutatjuk, hogy mind a véges automatakkal felismerhet6

nyelvek, mind a reguldris kifejezésekkel reprezentalhaté nyelvek
megegyeznek a reguldris nyelvekkel.
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Véges automatdk

Az M = (Q,%,0, qo, F) rendszert determinisztikus automatanak
nevezzuk, ahol:

. @ egy nem lires, véges halmaz, az dllapotok halmaza,

N =

. 2 egy abécé, az input dbécé,

@

go € Q a kezdé allapot,
4. F C Q a végdllapotok halmaza,
5. 0: Q x X — Q egy leképezés, az dtmenetfiiggvény.
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Véges automatdk
Példa: M3 = (Q,%,0, qo, F) egy automata, ahol
> Q@ ={qo0,q1, 92},
» ¥ = {a, b},

» F={qo}, tovdbba

» 0(q0,a) = g1, 6(qo, b) = qo,
» 5(q1,a) = qa, 6(q1, b) = q1,
» 5(g2,2) = qo, (g2, b) = q>.
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Véges automatak

Automata megaddsa irdnyitott grafként:
Az dllapotok a graf csicsai,

ha 0(qg,a) = p, akkor a g csticsbdl egy élet irdnyitunk a p csticsba
és az élet ellatjuk az a cimkével,

()

és azt mondjuk, hogy az automata a ¢ éllapotbdl az a input
szimbdlum hatdsara dtmegy a p allapotba.
A kezd6 és a végallapotokat reprezentdld csicsokat megjeloljuk.
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Véges automatak
Az M3 automata megaddsa irdnyitott grafként:
kezd6 allapot: qo b
végallapot-halmaz: {qo} O
e
b a
\
b
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Véges automatdk

Automata megadhaté tablazat formdban is. A kezdé éllapotot a
tdblazat elsd sordba irjuk, a végallapotokat pedig megjeloljik.

Az M3 automata megaddsa tdblazattal:

L]t
*qo | 91 | 9o
1| @2 | q1
g2 | do | G2
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Véges automatdk

Az M = (Q,%,0, qo, F) automata &ltal felismert nyelven az

L(M)={w € X*|(qo,w) F} (g,€) és g € F}
nyelvet értjik.
Szavakkal: go-bdl a w hatdsdra valamelyik g € F végallapotba
jutunk.

M

w e L(M)
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Véges automatak

M konfigurdcidinak halmaza: C = Q x L*.

A (g,a;...a,) konfiguracié azt jelenti, hogy M a g allapotban van
és az a; ... a, szot kapja inputként.

Atmeneti reldcic:

(q,w),(q’,w') € C esetén (q,w) Fp (¢',w') ha w = aw/,
valamely a € ¥-ra és 6(q,a) = ¢'.

q',w'), egy lépés

g ,w'), n >0 lépés

(
(
(g',w'), legalabb egy lépés
(q',w')

, valamennyi (esetleg 0) Iépés

Véges automatak

Atmenetek az M3 automataban:

kezd6 éllapot: gy b

végallapot-halmaz: {qo} O

(ql,aabb)lfh@ (qg,abb)}*h@ (qo,bb)+*%@ (qo,El

(qo, babaa) -, (qo, abaa) =w, (g1, baa) Fum, (g1, aa) Fy
(q2va)+7hk (qug) és

(g0, abb) =, (g1, bb) Fiy (g1, b) iy (q1,€)
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Véges automatdk

Az M3 automata altal felismert L(Ms3) nyelv azon szavakbdl all,
amelyekben az a betlik szdma oszthaté harommal.

kezdo allapot: qo b

végéllapot-halmaz: {qo} <ik\>

o
sodl
NG

babaa € L(M3), mert: (qo, babaa) k-, (qo, abaa) Fp,
(g1, baa) Fm, (g1, 2a) s, (G2, @) Fum, (o, €)

abb ¢ L(M3), mert: (qo, abb) -, (g1, bb) Fu, (g1, b) s (1, ¢€)
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Véges automatdk

A nemdeterminisztikus automata egy input szimbdlum hataséara
egy allapotbdl tobb allapotba is atmehet:

5((], a) = {qh LR qn}

Az is megengedett, hogy d(q,a) = (.
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Véges automatak

A determinisztikus automata altaldnositdsa: nemdeterminisztikus
automata.

Az M = (Q,%,6,qo, F) rendszert nemdeterminisztikus
automatdnak nevezziik, ahol:

1. @ egy nem lires, véges halmaz, az dllapotok halmaza,

2. Y egy 4bécé, az input abécé,

3. qo € Q a kezdé dllapot,

4. F C Q a végdllapotok halmaza,

5.0:Q x X — P(Q) egy leképezés, az dtmenetfiiggvény.
Egy input szimbdlum hatdsara egy dllapotbdl tobb dllapotba is

dtmehet. Az 3ltaldnositas valéjaban nem noveli meg a felismerd
kapacitast.
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Véges automatak
Példa: M.y, = (Q, X, 0, qo, F) egy nemdeterminisztikus automata,
ahol
> Q — {qO:CIL q27q3}'
» ¥ ={a, b},
» F ={qs3}, tovdbba
> 0(qo0,a) = {qo, a1}, 3(q0, b) = {qo},
> 0(qu,a) =0, 6(q1, b) = {a2},
> 3(q2,2) = {gs}, 6(q2, b) =0,
> (g3, a) = (g3, b) = {q3}.
a, b a,b
Q a b a Q
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Véges automatdk

Az M,p, automata megaddsa tablazattal:

0 a b
qo | 90,91 | 9o
qi gz
q2 g3

*q3 q3 g3
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Véges automatdk

a, b ab

L(M,ps) = {uabav |u,v € X"}, tehdt M,p, pontosan azon ¥ *-beli
szavakat ismeri fel amelyekben eléfordul az aba rész-szé.

M ;p, nemdeterminisztikus!
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Véges automatak

Az dtmeneti relacié és a felismert nyelv nemdeterminisztikus
automatdkra:

Atmeneti reldcic:
(q,w),(q',w') € C esetén (q,w) Fp (¢',w') ha w = aw/,

valamely a € ¥-ra és ¢’ € i(q, a).

Az M = (Q,%,0,qo, F) automata 3ltal felismert nyelven az
L(M)={w € X*|(qo,w) Fu (g,¢) valamely g € F-re}

nyelvet értjiik.

Szavakkal: go-bdl a w hatdsara elérhetd valamely g € F végallapot
(ugyanakkor esetleg nem végallapotok is elérheték).

Véges automatak

Lehetnek olyan szavak, amelyeket egy nemdeterminisztikus
automata nem tud végig olvasni, mert a §(q, a) = () alakd
dtmenetek miatt "elakadhat”. A teljesen definidlt automatak
viszont minden szét végig tudnak olvasni.

Az M = (Q,%,0,qo, F) nemdeterminisztikus automata teljesen
definidlt (vagy: teljes), ha minden g € Q és a € ¥ esetén d(q, a)
legalabb egy elemii.

A determinisztikus automatdk teljesen definidltak. Tovabba,
minden nemdeterminisztikus automata konnyen teljessé tehetd egy
Gn. "csapda” allapot bevezetésével, anélkiil, hogy a felismert nyelv
megvaltozna.
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Véges automatak Véges automatak

Tétel. Tetszéleges M = (Q, %, 0, qo, F) nemdeterminisztikus Példa. Az M,;,, automata teljessé tétele.
automatdhoz megadhaté olyan M' = (Q', X, 4, qo, F) teljesen
definidlt automata, melyre L(M) = L(M’).

Bizonyitas. Ha M teljesen definidlt, akkor legyen M’ = M. Q Q
S L W O

a, b ab

Kiilonben, legyen Q" = Q U {q.}, ahol g. € Q, vagyis egy Uj 9@
allapot (a "csapda” allapot).
Tovabba, minden g € Q és a € ¥ esetén, legyen e b
5(q,a) ha 6(q,a)#0 ‘
§(q,a) = { ’ ’
(@:2) {ac} ha 6(q,a)=0.
a, b

Végiil, minden a € ¥-ra, legyen §'(qc,a) = {qc}-
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Véges automatak Véges automatak

M =(Q',%,d, qgp, F'), ahol
Tétel. Egy nyelv akkor és csak akkor ismerhetd fel
nemdeterminisztikus automatdval, ha felismerhetd determinisztikus > Q' =7P(Q) (= {S|SC Q) a hatvinyhalmaz,

automatdval. -
> dp = {qo},

» FF={SCQ|SNF#0},
» 0 Q' x X — Q az a leképezés amelyre tetszéleges S € Q' és
a € T esetén ¢'(S,a) = U,e59(q, ).

Bizonyitas. a) Ha egy nyelv felismerhetd determinisztikus
automatdval akkor felismerhetd nemdeterminisztikus automataval
is.

b) Forditva: legyen M = (Q, %, 0, qo, F) egy nemdeterminisztikus
automata. Megadunk egy M' = (Q', %, ¢, q). F') determinisztikus
automatat, amelyre L(M') = L(M).

A konstrukcié neve: hatvanyhalmaz konstrukcid.

s 7(5.3) = Uyes (4. 2)
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Véges automatak Véges automatak

M’ 4llapotai az M 3llapotaibdl képzett halmazok. Nyilvdnvald, Az M és M’ felismeri w = ay ... ay szét.
hogy M’ determinisztikus. Az L(M") = L(M) bizonyitdsa:

ai a

Allitss. Minden w € Y *-ra és S C R-ra ’

({qo}, w) Fy (S, ) akkor és csak akkor, ha
S={q€ Q| (g w)tFn(q:9)}. e“ <

Szavakkal: Az M-ben a w hatasara elérhetd allapotok halmaza __
megegyezik azzal az dllapottal, melybe M" a w hatdsdra jut. Az v
allitds konnyen igazolhatd |w/| szerinti indukcidval.

So S
Az §llitasbdl azonnal kévetkezik, hogy L(M') = L(M), mert
mindkét automata akkor ismeri fel w-t, ha S-ben van legalabb egy
F-beli allapot.
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Véges automatdk Véges automatak
Egy fontos megjegyzés: Példa. Determinizaljuk az M., nemdeterminisztikus automatat!
A hatvanyhalmaz konstrukciéval kapott determinisztikus automata a,b ab

allapotainak a szdma exponencidlisan novekedhet az eredeti
nemdeterminisztikus automata dllapotaihoz képest (n-rél 2"-re).
Ez nagy dllapotszdmu rendszerek esetén dllapottér robbanast
eredményez.

a b a
Szerencsére a helyzet dltaldban ennél sokkal jobb. A gyakorlatban e c e ﬁ

gy jarunk el, hogy a determinisztikus automata {qo}

kezddallapotabdl kiindulva csak azokat az allapotokat konstrudljuk L(M,ps) = {uabav |u,v € £*}
meg, amelyek ezen kezdGallapotbdl elérhetok. Ez a triikk altaldban

a 2"-nél jéval kevesebb &llapotot eredményez. (Lasd a kovetkezd

példat.)
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Véges automatdk

Példa. Atmenetek a {qo0, g1} éllapotbdl:
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Véges automatdk

Példa. Eszrevessziik, hogy a 3 végallapot 0sszevonhaté egyetlen p
végallapotta:

Az igy kapott automatdnak mdr csak 4 dllapota van.
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Véges automatak

Példa. Az M,p, automata determinizaldsa:

. b
404243
b

a

doqi1qs3

a

A kapott automata determinisztikus és 6 allapota van (16 helyett).
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Véges automatak

A nemdeterminisztkius automata altalanositdsa:
nemdeterminisztikus automata s-dtmenettel, roviden
nemdeterminisztikus s-automata.

Az M = (Q,%,0,qo, F) rendszert nemdeterminisztikus
e-automatdnak nevezziik, ahol:

1. @ egy nem lires, véges halmaz, az dllapotok halmaza,
> egy abécé, az input abécé,
go € Q a kezdé allapot,
F C Q a végdllapotok halmaza,
0:Qx (ZU{e}) = P(Q) egy leképezés, az
dtmenetfiiggvény.

ok N

Olyan dtmenet is lehetséges, amelyik "nem fogyasztja az inputot”.
Elénye, hogy néha kényelmes alkalmazni. Ugyanakkor, a
nemdeterminizmushoz hasonléan, nem noveli meg a felismer6

kapacitast.
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Véges automatdk

Egy e-atmenet

D

Atmeneti reldcio:

(q,w),(q',w') € C esetén (g, w) bp (¢',w') ha w = aw/,
valamely a € (X U {e})-ra és ¢’ € i(q, a).

A felismert nyelv definiciéja ugyanaz, mint a nemdeterminisztikus
esetben: az M automata a w sz6t felismeri, ha gp-bdl a w
hatdsdra elérheté valamely g € F végallapot (esetleg a
c-dtmenetek "segitségével”).
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Véges automatdk

Tétel. Egy nyelv akkor és csak akkor ismerhetd fel
nemdeterminisztikus e-automatdval, ha felismerhet6
nemdeterminisztikus automatdval.

Bizonyitas. a) Ha egy nyelv felismerheté nemdeterminisztikus
automataval akkor felismerheté nemdeterminisztikus
e-automataval is.

b) Forditva: legyen M = (Q, %, 0, qo, F) egy nemdeterminisztikus

c-automata. Megadunk egy M = (Q, %, 0, qo, F')
nemdeterminisztikus automatdt, amelyre L(M') = L(M).
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Véges automatak

Egy példa:

0101 €
—A|E|B
B c| D
Felismert nyelv: {1,11,0,01,00}{0}* c D
*D | F
E|F B, C
F D
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Véges automatak

Az M = (Q,%,0,qo, F) nemdeterminisztikus c-automatdhoz
megadunk egy M' = (Q, X, ¢, qo, F’) nemdeterminisztikus
automatat, amelyre L(M') = L(M).

M’ megaddsdhoz, ki kell szimolni az dllapotok e-lezdrdsit M-ben.
Egy g € Q allapot e-lezdrdsa azon éllapotokbdl &ll, amelyek
elérhetok g-bdl s-atmenetekkel:

Cl(q) ={pe€ Q| (q,e)Fy (pe)}-

A {q} halmazbdl kiindulva, hozzavessziik a g-bdl egy e-dtmenettel
elérheto allaptokat, és ezt az eljarast addig folytatjuk, amig a
halmaz bévithetd. Tehat g € Cl(q).
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Véges automatdk

Az M = (Q, %, 9, qo, F) nemdeterminisztikus c-automatdhoz
megadunk egy M' = (Q. X, ¢, qo, F) nemdeterminisztikus
automatdt, amelyre L(M') = L(M).

A Cl(q) lezarasok ismeretében, legyen:
> '(g,a) = Upeci(q) 9(p. a) és
» F'={qe Q| Cl(q)nF #0}.

Tehdt M’ a g dllapotbdl az a hatdsdra azon dllapotokba megy at,
amelyekbe M’ valamennyi e-dtmenettel, majd egy a-dtmenettel jut
el. Tovdbbd M’ végillapotai azon allapotok, amelyekbdl M
valamennyi e-atmenettel egy F-beli dllapotba jut, vagyis felismer.
(A "valamennyi” mindkét esetben lehet nulla is.)

Ezért L(M') = L(M).
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Véges automatdk
Egy példa:
Az ekvivalens nemdeterminisztikus automata.
Felismert nyelv: {1,11,0,01,00}{0}".
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Véges automatak

Egy példa:
» CI(A) ={A}, CI(B)={B,D}, CI(C)={C,D},
» CI(D)={D}, CI(E)={E,B,C,D}, CI(F)={F,D}
» F={E,B,C,F,D}
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Véges automatak

Osszefoglalas:

Véges automatakkal nyelveket lehet definidlni, oly médon, hogy
minden M automata felismer egy L(M) nyelvet. A kdvetkezd
hdrom fajta automatdt ismertiik meg:

» determinisztikus automata, nemdeterminisztikus automata,
nemdeterminisztikus s-automata.

A felismerd kapacitdsa mindhdarom fajta automatanak ugyanaz.
Ugyanakkor, a nemdeterminisztikus automatdkkal " konnyebb
banni”, példdul egy adott nyelvhez dltaldban konnyebb megadni az
Ot felismeré nemdeterminisztikus automatdt, mint a
determinisztikusat. Ez még inkdbb igaz a nemdeterminisztikus
c-automatdkra. Példdul két atomatdhoz nagyon konnyli megadni
egy olyan nemdeterminisztikus c-automatat, amely az eredeti
automatdk dltal felismert nyelvek egyesitését vagy konkatendcidjat
ismeri fel.
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Regularis kifejezések

Program:
Nyelvek megaddsanak egy tjabb formdjaval ismerkediink meg.

Vesziink egy dbécét és hozzdvesziink néhany segédszimbdlumot.
Ezekbdl n. regularis kifejezéseket épitiink fel bizonyos szabalyok
szerint. Minden reguldris kifejezés meghataroz (vagy: reprezental)
egy nyelvet. Az osszes ilyen nyelvet vizsgaljuk.

Ki fog deriilni, hogy a regularis kifejezésekkel reprezentalhaté
nyelvek nem mdsok, mint a reguldris nyelvek.
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Regularis kifejezések
Az R reguléris kifejezés dltal meghatdrozott (reprezentalt) |R)|
nyelvet a kovetkezéképpen definidljuk:
(i) Ha R = 0 (athdzott nulla), akkor |R| = () (ires nyelv);
(i) Ha R =& (mint szimbdlum), akkor |R| = {c} (mint nyelv);
(iii) Ha R = a (mint szimbdlum), akkor |R| = {a} (mint nyelv);
(iv) a) Ha R = (R1) + (R2), akkor |R| = |R1| U |Ral;
(iv) b) Ha R = (Ry)(R»), akkor |R| = |R;
(iv) ¢) Ha R = (Ry)*, akkor |R| = |Ry|™.
Egy L C X% nyelv reperzentalhatd regularis kifejezéssel, ha van
olyan X feletti R reguldris kifejezés, melyre |R| = L.
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Regularis kifejezések

Egy X dbécé feletti reguldris kifejezések halmaza a
(X U{0,2,(,),+,*})* halmaz legsziikebb olyan U részhalmaza,
amelyre az aldbbi feltételek teljesiilnek:

(i) az () (dthidzott nulla) szimbdlum eleme U-nak;
(ii) a € szimbdlum eleme U-nak;
(iii) Minden a € ¥-ra az a szimbdlum eleme U-nak;
)

(iv) Ha Ry, Ry € U, akkor (Ry) + (R2), (R1)(R2), és (Ry)" is
elemei U-nak.

Példa: Legyen = = {a, b}. Akkor példdul a (0)*, ((a) + (b))* és
((a)(b))((a)*), X feletti reguldris kifejezések.
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Regularis kifejezések

A (gyakran zavard) zaréjelezés az egyértelmii kiolvashatésag miatt
sziikséges.

A zardjelek szdma csokkenthetd, ha megallapodunk abban, hogy a
prioritdsi sorrend legyen *, konkatendcid, +. Tovabbd, az U és
konkatenacié miivelet asszociativ, azért a + és az egymads utdn irds
zéréjelezése elhagyhatd. Végiil (a) helyett a-t, (()) helyett (-et
irunk.

Igy a regularis kifejezések zardjelezése az aldbbi mdédon
egyszerlisodik:

(0)* helyett (*
(E a) + (b))* helyett (a + b)*

((a)(b))((a)") helyett aba”
irhatunk (a + b)*aba(a + b)*-t, a(a+ b)*b(a + b)*a-t, stb.
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Regularis kifejezések
Példak

> (07 =10 = 0" = {e}:

> |(a+ b)*| = [a+ b* = (Ja] U |b])" = ({a} U {b})" = {a, b}";

 |aba*| = |abl[a"| = |allbl[a"| = |al bl|al* = {a}{b}{a}" =
{ab}{e,a,aa,...} = {ab, aba, abaa,...}.

Tehdt a {¢}, {a,b}* és {ab, aba, abaa, ...} nyelvek
reprezentalhatok reguldris kifejezéssel.

Minden ¥ = {a;1,...,a,} 4bécé esetén a =" nyelv reprezentdlhaté
regularis kifejezéssel, mert X* = |(a; + ... + a,)*|.
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Regularis kifejezések

Tovabbi példak: ¥ = {a, b}
c) Az (a+ ba)*(s + b) reguldris kifejezére

|(a+ ba)* (e + b)| =
{w e {a, b} | w-ben nem fordul el6 a bb rész-szé}

Adjunk meg ehhez a nyelvhez egy determinisztikus automatdt!
Melyik az egyszeriibb?

79/141

Regularis kifejezések

Tovabbi példsk: ¥ = {a, b}

a) L ={wabav | u,v e X} (w € L <= w-ben el6fordul az aba
rész-sz4) reprezentdlhatd, mert

L=|(a+ b)*aba(a+ b)*|.

Gondoljunk az ugyanezen nyelvet felismeré determinisztikus
automatdra. Melyiket konnyebb megadni?

b) L = {aubva | u,v € ¥} (w € L <= w a-val kezdédik és
végzddik és van benne legaldbb egy b) reprezentdlhatd, mert

L = |a(a+ b)*b(a+ b)*al.
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Regularis kifejezések

Tovabbi példak reprezentalhatd nyelvekre:

d) Minden véges nyelv reprezentdlhaté reguldris kifejezéssel.
Valéban, legyen L = {x1,...,x,}, n > 1. Akkor

L=|Ri+...4+ Ral,

ahol
R,‘ _ aj .- a,-nl_ ha Xj=aj... a,-nl_
€ ha x; = €.

Példaul | + a + abaa + abba| = {e, a, abaa, abba}. Adjunk meg
ehhez a nyelvhez is egy determinisztikus automatat!
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Regularis kifejezések

Az

e) Regularis kifejezések a UNIX-ban: az dbécé az ASCII és
kiilonboz6 roviditéseket enged meg.

Roviditések karakter halmazokra:

e A . (pont) a "tetszleges karakter” roviditése.

e Elhagyja a + jeleket: az a; + ... + a, regularis kifejezést
[a1 ... a,] formdban roviditi. Példdul a < + > + = helyett
[<>=]-tir

e Kihaszndlva, hogy az ASCII rendezett, halmazokat roviditve
definidl. Példaul [0-9] jelenti a 0 + ...+ 9 reguldris kifejezést.
Tovédbbi példak: [A-Z] és [A-Za-z0-9].

e "Makrokat” haszndl. Példdul [:digit:] a [0-9] helyett és
[[alnum:] a [A-Za-z0-9] helyett.
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ekvivalencia tétel

Tétel. Tetszéleges L C X" nyelv esetén a kovetkezd harom llitas
ekvivalens:

(1) L regularis (generdlhaté 3-tipusd nyelvtannal).

(2) L felismerhet6 automataval.

(3) L reprezentalhaté reguldris kifejezéssel.

Bizonyitads. Megmutatjuk, hogy

1. Lemma: (3) = (1)
2. Lemma: (1) = (2)
3. Lemma: (2) = (3)
Akkor (1) <= (2) < (3). o
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Regularis kifejezések

e) Reguldris kifejezések a UNIX-ban: az dbécé az ASCII és
kilonbozo roviditéseket és kiterjesztéseket enged meg.

Roviditések muveletekre:

e A -+ helyett | jelet ir.

o A 7 azt jelenti, hogy legfeljebb egy. Tehat az R7 UNIX kifejezés
a ¢ + R roviditése.

e A + viszont azt jelenti, hogy legaldbb egy. Tehdt az R+ UNIX
kifejezés az RR* roviditése.

e Az {n} rovidités azt jelenti, hogy n példany. Tehat az R{5}
UNIX kifejezés az RRRRR roviditése.

Példak: .7, [:digit:]+|[:alnum:]{3}, stb.

A regularis nyelvek 3-tipustak

1. Lemma. (3) = (1): Ha L C X* nyelv reprezentalhaté
reguldris kifejezéssel, akkor generdlhaté 3-tipusd nyelvtannal.
Bizonyitds. Az L-et reprezentaldé R regularis kifejezés strukturdja
szerinti indukcidval.

Az indukcié alapja.

(i) R=10 Ekkor L = |R| = (), mely generdlhatd a
, 2,0, S), 3-tipust nyelvtannal.

()
I
——

(ii) és (iii) R = a, ahol a € X vagy a = ¢ Ekkor L = |R| = {a},
mely generadlhaté a G = ({S},X,{S — a}, S), 3-tipusi
nyelvtannal.
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A reguldris nyelvek 3-tipustak A reguldris nyelvek 3-tipustak

Akkor L generdlhaté a

Indukcids |épés.
G=(MNUNU{S}HLLT,PLUP,U{S— 5,5 — 5},S),

(iv)a) R = (R1) + (R2)
Ekkor L = ‘R‘ = Ll U L2, ahol Ll = ‘R1| és L2 = ‘R2|

3-tipusu nyelvtannal, ahol S egy j szimbdlum.

Indukcids feltevés: L; generdlhaté a G; = (N;, =, P;, S;), 3-tipusu S=tw
nyelvtannal, i = 1,2. (Ny N No = ().)
akkor és csak akkor, ha

S1 =G, wvagy S =g, w.
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A reguldris nyelvek 3-tipustak A reguldris nyelvek 3-tipustak

Indukcids lépés. » Ha A — xB € Py, akkor A — xB € P,

. » Ha A — x € Py, akkor A — x5, € P,
(iv) b) R = (R1)(R2)

Ekkor L = |R| = LyLy, ahol Ly = |Ry| és Ly = |R).

» P> minden eleme P-nek is eleme.

L . [ . L S1=% wy és S =% w
Indukcids feltevés: L; generdlhaté a G; = (N;, =, P;, S;), 3-tipusd 176 ™ 276 2

nyelvtannal, i = 1,2. (N; N N> = 0.)

akkor és csak akkor, ha

Akkor L generdlhaté a G = (Ny U Ny, X, P, Sy), 3-tipusi
nyelvtannal, ahol P a legsziikebb olyan szabalyhalmaz amire
teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

51 éz W152 éz- wiwop.
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A reguldris nyelvek 3-tipustak

Az

Indukcids 1épés.

(iv) c) R = (Ru)*
Ekkor L = |R| = L%, ahol Ly = |Ry].

Indukcids feltevés: L1 generdlhaté a Gy = (Ny, X, P1,S1), 3-tipusd

nyelvtannal.

Akkor L generdlhaté a G = (N; U {S}, %, P, S), 3-tipusu
nyelvtannal, ahol S egy dj szimbdlum, P pedig a legsziikebb olyan
szabdlyhalmaz amire teljesiilnek a kovetkezo feltételek:
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ekvivalencia tétel
Tétel. Tetszéleges L C X" nyelv esetén a kovetkezd harom llitas
ekvivalens:
(1) L regularis (generdlhaté 3-tipusd nyelvtannal).
(2) L felismerhet6 automataval.
(3) L reprezentalhaté reguldris kifejezéssel.
Bizonyitas.
1. Lemma: (3) = (1)
2. Lemma: (1) = (2)
3. Lemma: (2) = (3)
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A regularis nyelvek 3-tipustak

» S~ 5.,S—>e€eP,
» Ha A — xB € Py, akkor A — xB € P,
» Ha A — x € Py, akkor A — x5 € P.

S =G €

S5=¢c5 :VE; wiS =¢cwm (E Ll)

w1S =¢c w1 S éz wWAws S = wiws (E L1L1)

WiwsS = wiwn Sy ...

A 3-tipusi nyelvek felismerheték automataval

2. Lemma. (1) = (2): Ha L C X* nyelv reguldris, akkor
felismerhet6 automataval.

Bizonyitds. Legyen L egy regularis nyelv és tegyiik fel, hogy
L = L(G), ahol G egy 3-tipust nyelvtan.

2.1. Lemma. Minden G = (N, %, P, S), 3-tipust nyelvtanhoz
megadhaté vele ekvivalens G’ = (N, X, P', S), 3-tipusi nyelvtan,
dgy hogy P’-ben minden szabdly A — B, A — aB vagy A — ¢
alakd, ahol A, B € N és a € 2.

2.2. Lemma. Minden olyan G = (N, %, P, S), 3-tipusu
nyelvtanhoz melynek csak A — B, A — aB vagy A — ¢ alaku
szabdlyai vannak megadhaté olyan M = (Q, X, 6, qo, F)
nemdeterminisztkius c-automata, amelyre L(M) = L(G).
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A 3-tipusu nyelvek felismerheték automataval

2.1. Lemma. Minden G = (N, X%, P, S), 3-tipust nyelvtanhoz
megadhatd vele ekvivalens G’ = (N, %, P/, S), 3-tipusi nyelvtan,
dgy hogy P’-ben minden szabdly A — B, A — aB vagy A — ¢
alakd, ahol A, B € N és a e 2.

Bizonyitas. Konstrudljuk meg P’-t a kovetkezéképpen:

(i) Minden A — B, A — aB és A — ¢ alakt P-beli szabdlyt
vegylink fel P'-be.

A 3-tipusu nyelvek felismerheték automataval

Minden A € N-re és w € > "-ra
A =70 w akkor és csak akkor, ha A =7, w.

Ugyanis

A — ay...a,B € P akkor és csak akkor, ha
A =G/ 31A1 =G ... =G ar. .. an_lAn_l =G ar. .. a,,B

és

A — a1...a, € P akkor és csak akkor, ha
A =G’ alAl =G ... =G ay. .. a,,A,, =G/ ai...Aan.

Az A = S vélasztassal kapjuk, hogy L(G) = L(G’).
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A 3-tipusu nyelvek felismerhetok automataval

(ii) Minden A — a1 ... a,B, P-beli szabdly esetén (ahol n > 1,
ay,...,a, € ¥) vegyiik fel P’-be az

A— alAl, Al — 32A2, A >An—1 — a,,B
szabdlyokat, ahol A1, ..., A,_1 4j nemtermindlis szimbdlumok.

(iii) Minden A — a1 ... a,, P-beli szabdly esetén (ahol
n>1ay,...,a, € ¥) vegyiik fel P'-be az

A— alAl, Al — 32A2, A ,An,1 — a,,An,An — £

szabdlyokat, ahol Ai, ..., A, 4j nemtermindlisok.
Legyen N/ = N U { dj nemtermindlisok }.
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A 3-tipusu nyelvek felismerhetok automataval

Példa a szabdlyok szétdaraboldsara

G: S — abA | bB
A — bbB | ¢
B — ab | DA

G': S — aA;, AL — bA S — bB
A — DbA, A — bB, A — ¢
B — aA3, A3 —  bA;, Ay — €
B — bA
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A 3-tipusu nyelvek felismerheték automataval

2.2. Lemma. Minden olyan G = (N, %X, P, S), 3-tipusu
nyelvtanhoz melynek csak A — B, A — aB vagy A — ¢ alaki
szabdlyai vannak megadhaté olyan M = (Q, X, 0, qo, F)
nemdeterminisztkius s-automata, amelyre L(M) = L(G).

Bizonyitds. Konstrudljuk meg M-et a kovetkezoképpen:

» Q=N,

> go =S,

» F={BeN|B—cc P},

» minden A€ N és a € (X U{c}) esetén legyen

5(A,a) = {B e N|A— aBe P}

A 3-tipusu nyelvek felismerheték automataval

Ekkor minden n > 1, A, B € N és w € ¥* esetén
A =7 wB akkor és csak akkor ha (A, w) =}, (B, ¢).

Részletesebben:
A=calAi=¢...=>¢ca1...an- 1A 1=¢c a1...anB
akkor és csak akkor, ha

(Ajar...an)Fm (Ar,a2...a0) Fp - B (B, ).

Az A =S, B € F valasztédssal adédik, hogy L(M) = L(G).
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A 3-tipusu nyelvek felismerhetok automataval

A—aBeP

B—-M\eP

A 3-tipusu nyelvek felismerhetok automataval

Példaul, vegyiik az el8bbi G’ nyelvtant:

G :

G-ben:

Ww> 0

VAN AN

M-ben:

BeF

Az dbran a € > vagy a = ¢.

aA1,
bA,
aAs,

bA

Ar
Az
A3

—  bA,
—  bB,
— bA4,

S
A
Ay

—  bB

—
%

3
9
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A 3-tipust nyelvek felismerhetok automataval

A G'-hoz tartozd

/ \ automata

w——

b

@——=E——
—_—= (A, ) =
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Az ekvivalencia tétel

Tétel. Tetszéleges L C X" nyelv esetén a kovetkezd harom llitas
ekvivalens:

(1) L regularis (generdlhaté 3-tipusd nyelvtannal),

(2) L felismerhet6 automataval.

(3) L reprezentalhaté reguldris kifejezéssel.

Bizonyitas.
1. Lemma: (3) = (1)
2. Lemma: (1) = (2) v/
3. Lemma: (2) = (3)
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A 3-tipusl nyelvek felismerheték automataval

Az

Egy megjegyzés a 2.2 Lemmahoz:

A lemma bizonyitdsaban alkalmazott konstrukcié konnyen
"megfordithatd”, vagyis tetszbleges M nemdeterminisztikus
e-automatdhoz meg tudunk adni egy olyan G reguldris nyelvtant,
amelyre L(G) = L(M).

Valéban, a nyelvtan nemtermindlisai az automata 4llapotai lesznek.

Tovabba, ha az automatdban valamely g allapotbdl egy

a € (X U{e}) szimbdlum hatdsara egy p allapotba jutunk (azaz

p € 6(q,a)), akkor a nyelvtanba felvessziik a g — ap szabdlyt.
Végiil minden g végéllapot esetén a nyelvtanba felvessziik a g — ¢
szabdlyt.

Ezzel a bizonyitottuk, hogy (2) = (1). A tétel bizonyitasdhoz
viszont még a (2) = (3) 1épés hidnyzik.

automataval felismerhetd nyelvek reguldrisak

Lemma 3. (2) = (3): Minden, automataval felismerheté nyelv
reprezentalhatd regularis kifejezéssel. (S. C. Kleene tétele, 1956.)

Bizonyitas. Legyen L = L(M), ahol M = (Q, %, 0, qo, F)

determinisztikus automata. Megadunk egy olyan regularis
kifejezést, amely L-et reprezentilja.

Tételezziik fel, hogy Q = {1,...,n} és go = 1.

Minden 0 < k < nés 1 < i, j < n esetén definidljuk a Lg_kj) Cy*

nyelvet a kovetkezOképpen: /
xell) = (ix)Fy () é

minden (i,x) -y, (i",x") 1, (j,£) esetén
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Az automataval felismerhetd nyelvek reguldrisak

Az Lfﬁ.) nyelvet alkoté x szavak:
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Az automataval felismerhetd nyelvek reguldrisak

RW megaddsa k szerinti indukcidval. k = 0:

I7J
[0 _ {aeX|d(i,a) =/}, ha i #j
i T\ {aex|o(ia) =} U{e), hai=J

dai aly ..., dt

at

R(?)—alJr .+ ay vagyR()—al+...+at+s
Mindkét esetben |R; O)| = L )
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Az automataval felismerhetd nyelvek reguldrisak

=L,

JEF

Mivel

elegend6 megadni minden j € F-re egy Lgnj)—t reprezentalé
reguldris kifejezest

Ha ugyanis L = ]R ] akkor

L(M) = ’R17j1 +...+ RlJ/‘:

Tobbet bizonyitunk: minden 0 < k < n-raés 1 </, j < n-re

(k)

megadunk egy R,-lj regularis kifejezést, melyre

R = 1),

Az automataval felismerhetd nyelvek reguldrisak

k= k+1:

tfh minden /7, j-re megadtuk R-(lf)-t melyre ]R,.(j)] = (K

l7j
= megadjuk minden /, j-re R(kH)

Elészor is észrevessziik (1), hogy

L(k‘Fl) L( ) U L( )

k % (k
i ij lk+1(L() ) L()

k+1,k+1/) Fk+1,°
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Az automataval felismerhetd nyelvek reguldrisak

k+1 K K K o (K
L/(',j = L/(',j) U LE,/<)+1(L§<+)1,/<+1) L§<+)1.j
(k)
Lhii ki

P> >0
] k k+1 k J
L, L
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Az ekvivalencia tétel
Tétel. Tetszéleges L C X" nyelv esetén a kovetkezd harom llitas

ekvivalens:

(1) L regularis (generdlhaté 3-tipusd nyelvtannal),
(2) L felismerhet6 automataval.

(3) L reprezentalhaté reguldris kifejezéssel.

Bizonyitas.
1. Lemma: (3) = (1)
2. Lemma: (1) = (2) v/
3. Lemma: (2) = 3)V
Tehdt (1) < (2) < (3). o
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Az automataval felismerhetd nyelvek reguldrisak

Legyen

)*f?(k)

RUFD — pU 4 g0 (RIK) o

iJ N i k+1\" k+1 k+1

Ekkor

k+1 k k k * k
REHD) = |RE U RS, NIRE, (IR,

K K K o (K k+1
= Lg,j) U LE,/<)+1(LS<+)1,I<+1) LS<+)1,j = Lg,j )

Mint Ittuk, L(M) = |Ryj, + ...+ R1j|.

110/141

Az ekvivalencia tétel

Osszefoglalas:

A kovetkez6 eszkozok mindegyikével a reguldris nyelveket
reprezentalhatjuk:

» reguldris (3-tipusid) nyelvtanok,
» reguldris nyelvtanok, amelyek minden szabdlya A — B,
A — aB vagy A — ¢ alaky,

» determinisztikus automatak,
» nemdeterminisztikus automatak,
» nemdeterminisztikus s-automatak,

> regularis kifejezések.

A tovabbiakban, ha vesziink egy reguldris nyelvet valamilyen
probléma megoldasdra, akkor mindig azt a reprezentaciét
vélasztjuk, ami a legcélszer(ibb az adott probléma szempontjabdl.
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A Chomsky nyelvosztalyok gépi reprezentacioi Pumpalé lemma reguldris nyelvekre

Lemma. (Pumpalé lemma reguldris nyelvekre.)
Gépi reprezentacio: Minden L C > reguldris nyelv esetén
- megadhaté olyan (L-tél fliggd) k > 0 egész szam, hogy

Nyelvosztaly | Gépi repr. | Det. vs nemdet. - minden w € L-re,
L3 (regularis nyelvek) véges automatdk | det. = nemdet. - ha |w| > k, akkor van olyan w = wyw,ws felbontds, melyre
Lo (k. fiiggetlen nyelvek) | ? ? )
L1 (k. fuggd nyelvek) ? ? 1) 0 <|ws| & [wiwe| < k,
Lo (3ltaldnos nyelvek) ? ? 2) minden n > 0-ra, wiwiws € L.
(Sziikséges feltétele annak, hogy egy nyelv regularis legyen. Ha egy
nyelv nem teljesiti ezt a feltételt, akkor az nem regularis.)
113/141 114/141
Pumpalé lemma reguldris nyelvekre Pumpalé lemma reguldris nyelvekre
Bizonyitas. Mivel L reguldris, van olyan M = (Q, X, 4, qo, F) Mivel K > ||Q||, a qo, g1, - .., gk sorozaban legaldbb egy 4llapot
determinisztikus automata, melyre L = L(M). kétszer is szerepel (skatulya elv = pigeon hole principle). Legyen g;
a legelso olyan dllapot, amelyik a sorozatban mar kordbban is
Legyen k = ||Q|| (az éllapotok szama). Ez a k jé lesz. eléfordul: van olyan i < j, hogy q; = q;.
Vegyiink egy w € L szét dgy, hogy |w| > k. Akkor Legyenek wi = a;...a;, wo = ajy1...3j és w3 = aj41...aK.
W = aia»...ak, ahol K > k és vannak olyan ¢1,¢,...,q9x € @ (Ha 7 = 0 akkor wy = ¢, ha j = K akkor w3 = ¢)

allapotok, melyekre
Nyilvdnvald, hogy w = wywows. Tovabb3,
(qo./al...aK) = (ql,ag...aK)
Fo (g2,a3...ak) 1) 0 < |wa|, mert i < j és |wyws| < k, mert g; a legelsé olyan
dllapot, amelyik a sorozatban mar kordbban is el6fordul.

T

(gk—-1,ak)

t (qK:‘g)v és ...
tovabba gk ¢ F.
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Pumpaldé lemma regularis nyelvekre

2) Minden n > 0-ra waywjws € L:

117/141
Pumpald lemma regularis nyelvekre
[ntuicid:
Egy automata nem képes szamolni, hogy két betli ugyanannyiszor

szerepel-e.

De kezeljiik ezt 6vatosan! Az aldbbi nyelv regularis:

{w e {a, b}*|
w-ben az ab és a ba alaki rész-szavak szima megegyezik}.

Bizonyitds HF.
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Pumpalé lemma regularis nyelvekre

A Pumpalé lemma egy kovetkezménye:

Lemma. Az L = {a"b" | n > 0} nyelv nem regularis.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy igen (indirekt bizonyitas).

Legyen k a pumpdlé lemma szerint az L-hez tartozé szam, és
vegyiik az a¥b* € L szét, melynek hossza 2k > k.

A pumpalé lemma miatt létezik a¥b* = wiwows felbontds, melyre
0 < |wo|, [waws| < k és minden n > O-ra wywgws € L.

Mivel |wiws| < k, a kdzépsd |ws| szé csak a betiikbdl &ll. Tovdbba
a 0 < |ws| feltétel miatt a wywiws, wywiws, stb szavakban az a-k
szdma nagyobb mint a b-k szdma, tehat ezen szavak egyike sincs
L-ben. Ellentmondds, tehdt L nem reguldris.
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Pumpalé lemma regularis nyelvekre

A Pumpalé lemma egy tovabbi kovetkezménye:
van olyan kornyezetfiiggetlen nyelv, amelyik nem reguldris.

Tétel. L3 C Lo,
Bizonyitas.
a) L3 C L5, mivel minden reguldris nyelvtan kornyezetfiiggetlen.
b) Az {a"b" | n > 0} nyelv L>-beli, mivel generdlhaté az
S —aSb|e

szabdlyokbdl 116 kornyezetfiiggetlen nyelvtannal. Ugyanakkor,
mint lattuk L & Ls.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Miiveletekre vald zartsdg altaldaban:

Legyen C nyelvek egy osztédlya (pl. reguldris nyelvek,
kornyezefiiggetlen nyelvek) és
[ 3 P(Z*) X P(Z*) — P(Z*) (Ll./ [_2) — L1 eL5

egy kétvaltozés miivelet nyelvekkel. (Példaul: egyesités,
konkaten3cid, stb.)

Azt mondjuk, hogy C zart a e miiveletre, ha tetszdleges
Li,L> € C esetén, Ly e [, € C.

Az egyéltozds miiveletekre (pl. komplementer, iteracid) valé
zartsdg hasonléan definidlhatd.

121/141

Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Boole miiveletek: U, N, komplementer.

Tétel. A reguldris nyelvek osztdlya zart a Boole miiveletekre.

Bizonyitds. A reguldris nyelveket most determinisztikus
automatakkal reprezentaljuk.

A bizonyitdsban az automatdk direkt szorzata konstrukciét
alkalmazzuk.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Regularis miveletek: U, konkatenacid, *

Tétel. A regularis nyelvek osztdlya zart a reguldris miiveletekre.

Bizonyitds. A regularis nyelveket reguldris kifejezésekkel
reprezentaljuk. El6szor az U-ra vald zartsdgot bizonyitjuk.

Legyenek L1, Ly reguldris nyelvek. Megadunk egy olyan R regularis
kifejezést, melyre |R| = L1 U Ly.

Mivel Ly, L, reguldris, vannak olyan Ri, R» reguldris kifejezések,
melyekre L1 = |Ry| és Ly = |Ry|. Legyen R = (Ry) + (R»).
Ekkor |R| = |R1 + RQ‘ = ‘Rl‘ U ‘R2| =L[1Uly, tehat L1 ULy is
reguldris.

A konkatendcidra és a *-ra vald zartsdg hasonldéan bizonyithaté.

Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Automatdk direkt szorzata:

Az My = (Q1,%, 61,91, F1) és My = (Q2, X, 62, q2, F2)
determinisztikus automatdk egy direkt szorzata az

M= (Q1 x @,%,0,[q1, 92|, F) automata, ahol minden p; € Q; és
po € @ allapot és a € ¥ input szimbélum esetén

5([p1,p2],a) ::[51(p1,a),52(p2,a)L

tovdbbd F C Q1 x @, (késébb adjuk meg pontosan).

Az M 3Ellapotai tehat [p1, po] alaki parok. Az My és M,
automatdkat parhuzamosan mikodtetjik: ha My pi-bol az a
hatdsdra ri-be, M, po-bdl az a hatdsara r-be megy at, akkor M
[p1, p2]-bél az a hatdsira [r1, r2]-be megy &t.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Ekkor minden pi,r1 € Q1, p2, 2 € (o és x € 1" esetében

([p1, p2], x) Fpy ([r15 2], )
(3

(p1,x) iy, (r1,€) és (p2,x) By, (r2,€).

Vagyis M a szavakon is M; és M, parhuzamos miikodését
szimuldlja.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Egy megjegyzés:

A komplementerre valé zartsag egyszeriibben is bizonyithaté.
Valdéban, ha az L nyelv reguldris, akkor felismerhet6 egy

M = (Q.X. 0, qo, F) determinisztikus automataval. De akkor az
M = (Q,%,6,qo, @ — F) automata az L nyelvet ismeri fel, mert
pontosan azok a szavak viszik végallapotba, amelyek M-et

Q — F-be, vagyis nem végallapotba viszik. Ezért az L nyelv is
reguldris.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

A Boole miiveletekre valé zartsdg bizonyitdsa: legyenek

Ly = L(My) és Ly = L(M>) regularis nyelvek, ahol M; és M, a
fenti determinisztikus automatdk. Konstrudljuk meg az M direkt
szorzat automatat.

a) Ha F = F; x Fy, akkor L(M) = L(My) N L(M,). Tehdt LN Ly
is regularis.

b) Ha F = Fy x (Qu — F), akkor L(M) = L(M;) — L(Ms). Tehat
Ly — Ly is regularis.

Kovetkezmény: Mivel a X" nyelv regularis (nyilvanvald), az

L[y = Y% — Ly is regularis.

c) Ha F = (F1 x Q) U(Q1 x F2), akkor L(M) = L(My) U L(M>).
Tehdt Ly U Ly reguldris. (Ujabb bizonyités.)
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Osszefoglalas:

‘ Mivelet H Zartsag ‘
U igen
konkatenacié igen
* igen
N igen
komplementer igen
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Az eldontési kérdésekrol dltalaban.

Egy eldontési kérdés mindig egy nyelvosztalyra (pl regularis
nyelvek, kornyezetfiiggetlen nyelvek) és egy nyelvekre vonatkozd
tulajdonsagra (pl. lresség, végesség) értendd és lgy szdl, hogy
|étezik-e olyan algoritmus, amelynek inputja a nyelvosztaly
tetszbleges eleme, outputja pedig "Igen” ha a nyelv rendelkezik az
adott tulandonsdggal, kiilonben pedig "Nem".

Példaul, |étezik-e olyan algoritmus, amelynek inputja egy
tetsz6leges reguldris nyelv (vagyis e nyelvet reprezentald
determinisztikus automata), outputja pedig "lgen” ha a nyelv
végtelen, killonben pedig "Nem". Ugyanez kérdezhetd a
kornyezetfiiggetlen nyelvekre is.

A kérdésnek csak akkor van értelme, ha az input nyelvet valamilyen

eszkozzel reprezendljuk.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Eleme-e probléma
Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges w szé és L reguldris nyelv
esetén, hogy teljesiil-e w € L7

Tétel. Az eleme-e probléma regularis nyelvekre eldonthetd.

Input: Egy w szé és egy M = (Q, %, 0, qo, F) automatdval
megadott L reguldris nyelv (tehdt L = L(M)).
Output: "lgen” ha w € L, kiillonben "Nem".

Algoritmus: Hatdrozzuk meg azt a g allpotot, amelybe az
automata qo-bdl a w hatdsdra keriil. Ha g € F, akkor a vélasz
"Igen”, kiilonben "Nem".
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Ebben a részben a reguldris nyelvek osztdlydra vonatkozé eldontési
kérdésekkel foglalkozunk.

A fejezet soran a reguldris nyelveket determinisztikus automatdkkal
reprezentaljuk.

Tehat, ha azt mondjuk, hogy adott egy L reguldris nyelv, akkor ez
alatt azt értjuk, hogy adott egy determinisztikus M automata,
amelyre L = L(M).

Mint latni fogjuk, a reguldris nyelvek valamennyi, altalunk vizsgdlt

tulajdonsdga eldonthetd. Magasabb nyelvosztdlyok esetén pedig
egyre tobb olyan tulajdonsdg lesz, ami nem eldonthetd.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Urességi probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges L regularis nyelv esetén, hogy
teljesiil-e L = ()?

Tétel. Az lirességi probléma regularis nyelvekre eldonthetd.

Input: Egy M = (Q, X, 0, qo, F) automatdval megadott L reguldris
nyelv.

Output: "lgen”, ha L = (), kilonben "Nem".
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Urességi probléma

Algoritmus:

(1) Szamoljuk ki a go-bdl elérhetd allapotok Q' halmazat a
Qo, Q1, ... allapothalmaz-sorozat segitségével.

(i) Legyen Qo = {qo} és i = 0.
(ii) Legyen Qix1 = QiU{d(qg,a)|qge Qi és ac X}
(iii) Ha Q; = Qj11, akkor Q" = Q; (és stop), kiilonben / =7+ 1 és
goto (ii).
(2) Ha Q"N F = (), akkor a vélasz "Igen”, kiilonben "Nem".
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Végtelen-e probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges L regularis nyelv esetén, hogy
L végtelen-e?

Tétel. A végtelen-e probléma reguldris nyelvekre eldonthetd.

Input: Egy M = (Q, X, 0, qo, F) automataval megadott L reguldris
nyelv.

Output: "lgen”, ha L végtelen, kiilonben "Nem"”.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Végtelen-e probléma

Lemma. Legyen M = (Q, %, 0, qo, F) egy automata és legyen
k = ||Ql|. Az L(M) nyelv akkor és csak akkor végtelen, ha van
olyan x € L(M), melyre k < |x| < 2k.

Bizonyitds. <-irdny: Tfh 3x € L(M), melyre |x| > k. Akkor a
pumpaldé lemma szerint 9 x = x3xox3 felbontds, melyre

0 < |x2| < k és minden n > O-ra x1x5'x3 € L(M).
Kovetkezésképpen L(M) végtelen.

=-irdny: Tfh L(M) végtelen. Akkor 3 x € L(M) melyre |x| > 2k.
Mivel |x| > k, a pumpalé lemma miatt 3 x = x;xpx3 felbontas,
melyre 0 < |xo| < k és x' = xy1x3 € L(M). Ha ekkor |x'| > 2k,
akkor ismételjiik az eljarast x’-re addig, amig |x’| < 2k nem lesz.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Végtelen-e probléma

Algoritmus: Legyen k = ||Q||. Szdmoljuk ki minden 0 </ < 2k
esetén a gop-bdl az i/ hosszisagl szavakkal elérhet6 allapotok Q;
halmazat:

(i) Ha i = 0 akkor Q; = {qo}, kiilonben
(i) Qi ={0(q,a)|qg € Qi_1ésac X}

Ezutdn minden i-re, melyre k < i < 2k, vizsgaljuk meg, hogy
Qi N F # () teljesiil-e. Ha valamely i-re teljesiil, akkor L(M)
végtelen, tehat a vdlasz "lgen”, kilonben a vélasz " Nem".
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Tartalmazasi probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges L1, Lo reguldris nyelvek esetén,
hogy Ly C L teljestil-e?

Tétel. A tartalmazasi probléma reguldris nyelvekre eldonthetd.

InPUt: Az Ml - (Ql:z:617q1: Fl) és M2 - (Q2327627q27 FZ)
automatdkkal adott Ly = L(My) és Ly, = L(M>) reguldris nyelvek.

Output: "lgen”, ha L; C Ly, kilonben "Nem”.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Ekvivalencia probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges L1, Lo reguldris nyelvek esetén,
hogy L1 = L, teljesiil-e?

Tétel. Az ekvivalencia probléma reguldris nyelvekre eldonthetd.

Input: Az My = (Q1, %, 01, g1, F1) és Mo = (Qs, %, 02, g2, F>)
automatdkkal adott Ly = L(My) és Ly, = L(M,) regularis nyelvek.

Output: "lgen”, ha L; = Ly, kilonben "Nem”.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Tartalmazasi probléma

Algoritmus: Konstrudljuk meg az M = (Q1 x @, %,0,(q1,92), F)
automatat, ahol F = F; x (Q> — F2). (Ismert, hogy ekkor

L(M) = Ly — Ly.) Dontsiik el, hogy L(M) = () teljesiil-e (a
regularis nyelvek Ulressége eldonthetd). Ha teljesiil, akkor a vélasz
"lgen”, kilonben a vélasz "Nem".

(Az algoritmus azon a tényen alapul, hogy L; C L, akkor és csak
akkor, ha Ly — L, =1).) o
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Ekvivalencia probléma

Algoritmus: Alkalmazzuk kétszer a tartalmazas eldontési
algoritmusat és dontsiik el, hogy az L1 C [y ésaz L, C L
tartalmazdsok teljesiilnek-e. Ha mindkett6 teljesul, akkor a valasz
"lgen"”, kilonben a vélasz "Nem".

(Az algoritmus azon a tényen alapul, hogy L; = L, akkor és csak
akkor, ha L1 - L2 és L2 - L1)
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Osszefoglalas

[ Kérdés | Eldénthetd-e? |

Eleme-e igen
Urességi igen
Végtelen-e igen
Tartalmazas igen
Ekvivalencia igen
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