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A modszert
Imreh Balazs, Imreh Csanad:
Kombinatorikus optimaliz  alas
Novadat, Gyor, 2005
egyetemi tankonyve alapjan,
kisebb valtoztatasokkal fogjuk
bemutatni.
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|. Az eljaras

. Hatizsak feladat

IIl. Halmazlefedési feladat
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A feladat

Leszamlalas

A szétvalaszto fluggvény
A korlatozo faggveny

A B&B eljaras
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Legyen L egy véges halmaz és

Z. L—R egy fuggvény.

Keressuk:

m Min {z(X): X

L} -t és azt az

m X ertéket, melyre ez megvalosul.

Akkor z-t célfuggvénynek fogjuk

nevezni.
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A feladat

Leszamlalas

A szétvalaszto fluggvény
A korlatozo faggveny

A B&B eljaras
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Mivel L véges, ezért a fent
feladatnak biztosan van optimalis
megoldasa.

Legegyszeriubb megoldas:
vegignézzuk L minden elemét és
kivalasztunk egy olyant, melyre
Z(X) a legkisebb.
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Ezt nevezik leszamlalasi
eljarasnak. Csakhogy L
elemszama nagyon nagy lehet!

Hogyan tudjuk a teljes leszamlalast
elkerulni?

Tobbfélekeppen, de ha jobbat nem
tudunk, akkor egy modszer:
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Korlatoz as és sz étvalasztas
modszere

(Branch and Bound , B&B)

m a leszamlalas egy hatékonyabb
valtozata

m altalaban NP nehéz feladatoknal
szoktak hasznalni
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Korlatoz as és sz étvalasztas
modszere

Legfontosabb elemeir:
m Szétvalaszto fuggveény
m korlatozo fuggvény

m levélvalasztasi stratéqgia.

10
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A feladat

Leszamlalas

A sz eétvalaszto fuggv ény
A korlatozo faggveny

A B&B eljaras
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Szétvalaszto fuggv ény

Az L halmaz tetszoleges |L'|>1
reszhalmazahoz hozzarendeli L’
egy valodi osztalyozasat.

A szétvalaszto fuggvenyt ¢-vel
fogjuk jeldIni és egy faval
abrazolhato.

12
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Pl. - legkevésbé onz6 ember (ha
az Onzdséget merni tudnank)

L = emberek; L1 = férflak; L2 = ndk
stb. De mi van, ha:
m legkeveésbeé 6nzd 5 f6s csoport,

melynek 0sszsulya legfeljebb
600, IQ 0Osszege legalabb 500.
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Sok esetben olyan a feladat, hogy
L vektorok halmaza, tehat minden
XUL-re X = (X, Xy, «ov ,Xp)-

Hogyha x.[Ha,, a., ... ,a;}, akkor
természetesen adodik az i-dik
szinten az x; ertéke szerinti
szetvalasztas.
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Jelenleg azt tudjuk tenni, hogy
bejarjuk a fat (pl. melységi
bejarassal).

Ennek hatékonysaga novelheto

lenne azzal, ha bizonyos részfak

bejarasat elhagyhatnank.



Korlatozas és szétvalasztas modszere © Holl6 Csaba 18

Erre egy lehet6ség lenne az, ha
lennének olyan megkotések,
melyek szerint x,, X, ..., X; adott
ertékei eseten x;,, bizonyos
értékeket nem vehet fel.

De ha a feladatban nincsenek ilyen
megkotések, akkor ez nem seqit.
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Egy masik lehetéség lenne az, ha
a fa bejarasa soran egy adott
idopontig 0sszegyujtott iIsmeretek
birtokaban el tudnank donteni azt,
hogy adott irAnyba mar nem
érdemes tovabb menni.

Erre lesz |0 a korlatozo flggveny.
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A feladat

Leszamlalas

A szétvalaszto fluggvény
A korlatoz o fuggv eny

A B&B eljaras

20
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Korlatoz o fuggv ény

Egy olyan g fuggvény, mely L
tetsz6leges L'#0] részhalmazahoz

hozzarendeli a {z(X'): X’

L'}

flggvenyértékek egy also

korlatjat, tovabba

m ha L'={x"}, akkor g(L’) = 2)x).
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Hogyan hasznaljuk a g-t?

Tételezzuk fel, hogy a fa bejarasa
soran mar rendelkezlink eqy
x* nem feltétlen optimalis

lehetséges megoldassal.

Hogyan kaphatunk ilyent?
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A fa bejarasa soran tobbnyire
eldallnak lehetséges megoldasok.

Tovabba, szamos feladat eseteben
heurisztikus eljarassal elo lehet
allitani viszonylag jo célfuggvény-
értékkel rendelkezd x* lehetseges
megoldast.
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A fa bejarasa soran az aktualis L’

csucspontra kiszamoljuk g(L’)-t,

és ha z(x*) < g(L"), akkor mivel

g(L") < min {z(X): X

L'}, ezért

nyilvanvalo, hogy L’-ben nem

fogunk jobb megoldast talalni, igy

ezt a reszfat nem érdemes bejarni.
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llyenkor azt a részfat nem fogjuk
tovabb vizsgalni, azt mondjuk,
hogy a fa megfelel6 agat, illetve
leveléet lezarjuk.

A fa tobbi csucspontjat el6
csucspontoknak nevezzuk.
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Hogyha g(L’) kiszamolasa

bonyolultabb, mint az L’ gyokera
reszfa bejarasa, akkor a B&B
eljaras nem fogja novelni a
hatekonysagot, ezért fontos, hogy
g(L") konnyen meghatarozhato
legyen minden L’-re.
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Termeszetesen

m minel jobb a rendelkezesre allo
X* lehetseges megoldas,

m annal tobb agat tudunk lezarni,

m igy annal kisebb fat kell
bejarjunk.

2/
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Ezért a bejaras soran minél
hamarabb el szeretnenk jutni
minél jobb lehetséges x*
megoldashoz.
Ehhez a mélységi bejaras helyett
jobb lenne a faban mindig a
legigéretesebb iranyba menni.
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A fat dinamikusan fogjuk feléepiteni
oly mddon, hogy az adott
lepésben mindig a legigéretesebb
csucspontot fogjuk megvizsgalni
és szukség szerint tovabb

bontani.
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Van azonban egy olyan probléma,
hogy sok esetben nehez
megfeleld szétvalaszto flggvenyt
definialni. Ezert altalaban egy
Q [ L halmazbdl szoktunk
kiindulni és arra definialjuk a
szétvalaszto fluggvenvit.
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Ebben az esetben a g korlatozo
flggvényre vonatkozdan a
kovetkezo feltételeket irjuk el6.

Az Q tetszOleges nem ures Q’
reszhalmazara:

G1. g(Q)=z(x’), ha
Q1=1és Q' nL={Xx}

31
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G2.9(Q) =W,
ha|Q|=1ésQ n L=
ahol W a gépen abrazolhato leg-
nagyobb szamot jeldli, melyhez
konstans hozzaadasanak vagy

kivonasanak eredmeényet ugy
definialjuk, hogy az ismét W.
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G3.9(Q)<min{ z(x): x Q" n L},
ha|Q|>1ésQ' nL#

G4. g(Q’) tetszoleges, ha
Q' >1esQ’ n L=

Ha a G4 esetet konnyen felismer-
juk, akkor a g(QQ’') = W még jobb.
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A feladat

Leszamlalas

A szétvalaszto fluggvény
A korlatozo faggveny

A B&B eljaras

34
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A B&B eljaras
Az eljaras soran
m z*-al fogjuk jelolni az adott

pillanatig megtalalt legjobb
optimum érteket, és

m X*-al az ehhez tartozo lehetséges
megoldast, azaz amire z(x*)=z*.
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Elokészitd rész

Heurisztikus modszerrel hataroz-
zunk meg egy minel jobb meg-
oldast, legyen ez x*, és z*=z(x*).

Ha nem tudunk ilyen heurisztikus

modszert, akkor legyen z*=W es
x* definialatlan.
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Hatarozzuk meg g(Q)-t. Ennek
soran minden esetlegesen eloallo
X' lehetseéges megoldasra:

m ha z(x')<z*, akkor legyen
X*= X es z* = z(X').
Legyen F,={ Q }, hag(Q) < z* és
F,= 0O kulonben. Legyen r = 0.
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r-dik iteracio
Ha F, = [, akkor

m X* optmalis megoldas,

m Z* az optimum érteke és
m vege az eljarasnak.

Egyebkeént folytassuk.

38
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Valamilyen levélvalasztasi
stratégia szerint valasszunk Ki
egy Q' I F, elemet.

Legyen ¢(QQ°) ={ Q’,, Q',, ..., Q' }.
Hatarozzuk meg rendre a

g(Q'y), 9(€2’,), ..., 9(’,)
korlatokat.
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A korlatok meghatarozasa soran
minden esetlegesen eldallo x’

lehetséges megoldasra:
m ha z(x')<z*, akkor legyen

X*= X' es z* = z(X’).

40
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Legyen
I:r+1: { Qi: Qi

(F A {Q2'})

0(Q)<z* }
NOveljuk r értékét 1-el.

41

P(Q) &

Terjunk ra a kovetkez6 iteracios

lepésre.
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Erdemes megfigyelni, hogy ¢-nek

és g-nek nem muszaj minden

Q!

Q-re értelmezve lenni,

elegendo ha a B&B fa élo

leveleln értelmezve vannak.
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Az eljaras nem csak minimum,
hanem maximum feladatokra is
hasznalhatd oly mdédon, hogy:

m W helyett “W-t,
m < helyett >-at, < helyett >-t,

hasznalunk, és g a halmazokhoz
fels6 korlatot rendel.
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Amikor B&B eljarassal oldunk meg
eqgy feladatot, akkor meg kell adni:

m az Q halmazt
m a ¢ szétvalaszto fliggveéenyt
m a g korlatozo fuggvenyt

m a levelvalasztasi strategiat.
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A megoldas hatékonysaga attol
flgg, hogy ezeket hogyan adjuk
meg.

A tovabbiakban gyakorlati

peldakon keresztll szemléltetjuk

ezek lehetséges megadasat.



|. Az eljaras
1. Hatizs ak feladat

I1l. Halmazlefedési feladat

V. Haldzati folyamatok
szintézise

46
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l. Az eljaras

ll. Hatizs ak feladat

IIl. Halmazlefedési feladat

47
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1. A feladat

2. Megoldas dinamikus

programozassal

3. A hatizsak feladat linearis

programozasi relaxacioja

48
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A hatizsak feladatnak tobb formaja
van. Mi most a binaris hatizsak
feladattal fogunk foglalkozni,
melyrdl bizonyitottak, hogy NP
nehéz, tehat nem varhato

hatekony eljaras a megoldasara.
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Adott egy hatizsak és kulonb6zo
targyak. Legyen:

m M atargyak szama

m a aj-dktargy sulya (=1, ..., m)
m C aj-dktargy erteke (j = 1, ..., m)
m b a hatizsak sulykorlatja

m X, = 1, ha a J-dik targy bekerul a
zsakba, es x; = 0 ha nem.
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Feltetelezzlk, hogy minden
targybol csak egy van. Ha nem,
akkor a példanyokat ktlonb0z6
targyaknak tekintjuk.

A cél az, hogy a targyakbdl olyan
rakomanyt allitsunk 6ssze, melyet
a hatizsak megbir, és osszértéke
maximalis.
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Formalisan:

a X, +axX,+..+a X <D

x; 1{0,1},)=1, ..., m

max{ C;X; + C,X, + ... + C. X}

a;, C;, b egeszek
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Tétel.

Az optimalis megoldas létezéseét és
meghatarozasat illetden elegendo
olyan feladatok vizsgalatara
szoritkozni, melyekben minden

a;, C; egyutthato pozitiv egesz.
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Bizonyitas Az el6z6 feladatbol
kiindulva felépitlink egy olyan
feladatot, melyben a; c; pozitiv
egeszek, és melynek optimalis
megoldasabdl kozvetlendl
szarmaztathatd az el6z0 feladat

optimalis megoldasa.

o4
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1. lepés: Minden olyan | indexre,
melyre a, <0 es ¢ <0,
helyettesitsuk x-t (1-x")-vel.

2. lepés: Minden olyan j-re, melyre
a>0esc<0,legyenx =0.

3. |épés: Minden olyan j-re, melyre
a<0esc >0, legyenx = 1.
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Vilagos, hogy ha a; es ¢; pozitlv,
akkor b is pozitiv kell legyen,
kldnben vagy nincs megoldas,

vagy az a 0 vektor.

A tovabbiakban tehat feltételezzk,

hogy a;, c;, es b pozitiv egeszek.
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1. A feladat

2. Megold as dinamikus

programoz assal

3. A hatizsak feladat linearis

programozasi relaxacioja

Y4
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Jelolje f(k,r) az alabbi feladat
optimalis megoldasat:
x;0{0,1},j=1, ..., K
max{ C,;X; + C,X, + ... + C X, }

a;, C;, b egeszek
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Akkor: f(k,0) =0, k=1, 2, ..., m
f(1,r) =c,, haa,<r,r=0,1, ..., b
f(1,r) =0, ha a,>r.

f(k,r) = max{ f(k-1,r), c +f(k-1, r-a,) }

Az f(k,r) ertekeket egy mx(b+1)-es
tablazatban soronkent szamitjuk ki.



Az optimum értekét az f(m,b)
értéke adja, az optimalis
megoldasok pedig a rekurziv

egyenletet hasznalva visszafelée
hatarozhatok meg.

60
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1. A feladat

2. Megoldas dinamikus

programozassal

3. A hatizs ak feladat line aris

programoz asi relax acioja

61
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Az eredeti feladatban egy targyat
vagy teljesen beleteszlnk a
hatizsakba, vagy nem. Tekintsuk
most azt a valtozatot, melyben a
targyakat reszben is beletehetjuk
a hatizsakba. Ez lesz a feladat
linearis programozasi relaxacioja.
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Formalisan:
a X, +axX,+..+a X <D
Osx=1,)=1,...m
max{ c,X, + C,X, + ... + C X }

a;, C;, b pozitiv egeszek
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Ha

m L a binaris hatizsak feladat
lehetséges megoldasainak
halmaza, és

m L* a relaxacio lehetséges
megoldasainak halmaza,

akkor:

64
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* Ve
mlLLIL*és

m max{z(x): XL} £ max{z(x): x[IL*}

So6t, a relaxacio optimumanak
egesz resze is felso korlatja a
binaris hatizsak feladat optimalis
megoldasanak.

Hogyan oldjuk meg a feladatot?
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Rendezzik at az indexeket ugy,
hogy teljesuljon a
c,/a, 2c,/a,=2...=2cCc /a
relacio.
Akkor teljesul G. B. Dantzig

kOvetkezo tétele:

66
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Legyen k a legnhagyobb olyan
egesz szam, amire

a, +a,+..+a <Dh.

Akkor az
x’-: 1,1=1, ...,k
X k+1 — (b (al + a2 .. T ak))/ak+1

=0, | = k+2,

6/
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egy optimalis megoldasa a
hatizsak feladat linearis
programozasi relaxaciodjanak.
A tétel konnyen belathato.

Az Is nyilvanvald, hogy ezaltal egy

hatekony megoldast adtunk.
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Amennyiben a linearis
programozasi relaxacio optimalis
megoldasa egesz, akkor eqy
binaris vektort kapunk, mely
optimalis megoldasa a binaris

hatizsak feladatnak is.
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Ha a linearis programozasi
relaxacio optimalis megoldasa
nem egész, akkor abban az
egyetlen nem egész komponenst
O-ra valtoztatva, a binaris
hatizsak feladat egy lehetséges
megoldasat kapjuk.
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4. Megold as korlatoz as es

szétvalasztas m odszer ével

/1
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. Az Q halmaz

. A g korlatozo fuggvény

. A ¢ szétvalaszto fliggvény
. A levélvalasztasi stratégia

. Az eljaras

(2
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Az QO halmaz

Legyen Q ={ (X, ..., X),

x 0{0,1},j=1, ..., m }.

Lathato, hogy L 0 Q.

Tovabba |Q| = 2™, tehat Q veéges.
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. Az Q halmaz

. A ¢ szetvalaszto fuggv eny
. A g korlatozo faggvény

. A levélvalasztasi stratégia

. Az eljaras



Korlatozas és szétvalasztas modszere © Holl6 Csaba 75

Adott halmazra a szétvalasztast
ugy fogjuk megvaldsitani, hogy
valamely még nem rogzitett x
ertékeét rogzitjuk O-ra, illetve 1-re,
és ily moédon az eredeti halmazt

két részhalmazra bontjuk.
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Legyen egy adott pillanatban
ml,JU{1,...m}InJd=101,

m | azon | Indexek halmaza,
melyekre x-t 1-re rogzitettuk,

m J azon ] indexek halmaza,
melyekre x-t O-ra rogzitettlk, es

/6
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Q ;={X:X

szétvalasztas modszere © Holld Csaba

Q&Xx =1, hal
& x; =0, ha ]

[/

J1

Akkor: |Q,;[>1 < |l|+|J] <m.
Ebben az esetben létezik

k {1, ..., m}amire k LJ | [ J.
Legyen 11 =10 {k}, J1 =J és
12 =1, J2=1J

(K},
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Ha tobb ilyen k erték is van, akkor
legyen k azon legkisebb kompo-
nens indexe, amely az Q, ; altal
meghatarozott részprobléma
relaxaciojanak optimalis megol-

dasaban nem egész ertéket kap.
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Akkor legyen

P(Q 5) ={Q1,31: Qi 301

Ez azt jelentl, hogy:

m rogzitjuk x, -t 1-re, illetve O-ra,

m €s ennek megfelel6en bontjuk fel
osztalyokra az Q, ; -t.
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. Az Q halmaz

. A ¢ szétvalaszto fuggveny
. A g korlatoz o fluggv ény

. A levélvalasztasi stratégia

. Az eljaras

30
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Az Q, ; halmazban rogzitettiink
bizonyos indexu komponenseket
O-ra, Illetve 1-re. Hogyha ezeket
behelyettesitjuk az eredeti
feladatban, akkor annak egy
(1,J)-részproblémajat kapjuk, ahol
a lehetséges megoldasokba a
rogzitett valtozokat is beleertjuk.



Korlatozas és szétvalasztas modszere © Holld Csaba

Legyen az (l,J)-réeszprobléma;

m lehetséges megoldasainak
halmaza L, ,,

m linearis programozasil
relaxaciojanak optimuma z, ;,
annak egész része | z, /.

Akkor: L, ;=L n Q,,

82
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Tovabba |z, | felsé korlatja a

{z(x) : x O L, } celfiggveny-
értékeknek. Akkor legyen

m 9(Q,,) =Lz, ha az (I,J)-részproblé-
ma linearis programozasi relaxacio-
janak van lehetséges megoldasa, és

m g(Q, ;) =-W, ha nincs.
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A linearis programozasi relaxacio
megoldasanal targyaltak ertelmé-
ben, ha az (1,J)-részprobléema
linearis programozasi relaxacidjanak
optimalis megoldasa egesz, akkor
az a részprobléemanak is optimalis
megoldasa. Egyebként tudunk
képezni egy lehetséges megoldast.
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. Az Q halmaz

. A ¢ szétvalaszto fuggveny
. A g korlatozo figgveny

. A lev élvalasztasi strategia

. Az eljaras

85
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Osztalyozas céljabol minden
lepésben eqgy legnagyobb
korlattal rendelkezdé levelet
fogunk valasztani. Ha tobb ilyen
IS van, akkor valaszthatjuk pl. azt,
amelyiket hamarabb megtalaljuk
az F, halmazban.
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. Az Q halmaz

. A ¢ szétvalaszto fuggveny
. A g korlatozo faggvény

. A levélvalasztasi stratégia

. Az eljaras

8/
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Az eredeti feladat linearis
programozasi relaxaciojanak
megoldasabol kaphatunk egy
lehetséges megoldast.

Az eljaras az ismertetett modon
mukodik, annyi killonbséggel, hogy
Itt maximumot keresunk, ezert:
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m Mminden esetlegesen eldalld X’
lehetséges megoldasra, ha

z(X’)>z*, akkor x*= X’ es z* = z(X’),

Vd

eS

= 1€ Q0 (F A {Q}) U 9(Q)
& g(Q2) > z* }.
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|. Az eljaras

II. Hatizsak feladat

[Il. Halmazlefed ési feladat

90



l. Az eljaras
II. Hatizsak feladat

lIl. Halmazlefed ési feladat

V. Haldzati folyamatok
szintézise
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A feladat
Alkalmazasok
Redukciok

Redundans és prim

fedbrendszerek

92
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Adott egy I = {1, ..., n} halmaz és |
nemures részhalmazainak egy P,
..., P, rendszere c,, ..., C, pozitiv
sulyokkal. Hatarozzuk meg I-nek
egy minimalis sulyu fedorendsze-
ret, ahol egy feddrendszer sulyat a
benne szerepl6 részhalmazok
sulyainak 0sszege adja.
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{Pi1, ... Py} fedGrendszere I-nek, ha

P

P, O,

Formalisan, tetszéleges ILl, 1<|<m
iIndexekre legyen

a; =1, hal

P, es a; = 0 kilonben,

X = 1, ha Pj eleme a fedo-
rendszernek és X; = O kuldnben.
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aX; +a X, +...a X =1,
=1, ..., n
a; 0{0,1}, x 0{0,1}, ¢;>0,




Korlatozas és szétvalasztas modszere © Holl6 Csaba 97

A feladatnak akkor és csakis akkor
van lehetséges megoldasa, ha
minden egyenl6tlenség baloldala
tartalmaz legalabb eqgy 0O-tOl
klonb0z6 egyutthatot.

Ezt a tovabbiakban feltételezni
fogjuk.
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A lehetséges megoldasok halmaza

L

{0,1}™, igy L veges, ezert

letezik optimalis megoldas.

Megjegyzendo, hogy a

¢>0,]=1,.. m

feltetel nem jelent tényleges
megszoritast.
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Konnyen belathato, hogy ha x=1-et
veszUunk minden olyan | indexre,
melyre c; < 0, akkor az igy
keletkezett csak pozitiv sulyokkal
rendelkez6 probléma megoldasa
az eredeti feladat optimalis
megoldasat adja.
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A feladat
Alkalmaz asok
Redukciok

Redundans és prim

fedbrendszerek
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Inform acio kigy ujtes
Adott m fajl killonb6z6 informacio-
tartalmakkal. Fajlok 6sszemasola-
saval egy minel rovidebb olyan uj
fajlt akarunk kepezni, mely n féle,

az eredeti fajlokban megtalalhato
Informaciot tartalmaz.
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Termelésszervez és

Adott n elvégzendo feladat és m
munkas, melyek mindegyike a
feladatok kozul bizonyosokat el
tud vegezni. Valasszunk ki minél
kevesebb (0sszkoltségl) munkast,
akik egyutt az n munkat elvegzik.
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Jatékszervez és

Eqgy tarsasagban adott
kétszemelyes jatékot mindenki
hajlando jatszani valakikkel, de
nem mindenkivel.

Feltetelezzuk, hogy a hajlanddsag
koOlcsonos.
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Hogyan kell minimalis szamu
jatszmat lejatszani ugy, hogy
mindenki jatsszon legalabb
egyszer?

Itt a fedOrendszer elemel az egy-
massal jatszani hajlanddé emberek-
nek megfelelo ketelemu halmazok.
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A feladat
Alkalmazasok
Redukciok

Redundans és prim

fedbrendszerek
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Bizonyos feltételek teljesulése
esetén az eredeti feladat mérete
csOkkentheto. Ezeket a
felteteleket irjak le a redukcios
szabalyok. Jeltlje a0, illetve a,
az A egyutthatomatrix i-dik sorat,
lletve J-dik oszlopat.
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R1. Ha a’=e,, ahol e, a k-dik
egysegvektor, akkor barmelyik

X' [ L lehetséges megoldasra
X' ,=1. AkKkor minden t[IP, -ra
a, X' =1, ezért a t-dik feltétel

teljesdl, igy elhagyhato. Tovabba
a k-adik oszlop Is torolheto.
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R2. HaaW<al®, r, s {1, ..., n},

akkor OOx’L-re ailx’>1 = a®®)x'>1,

ezert az s-edik feltétel elhagyhato.
R3. Ha U1, ..., m}, [KCK1, ..., m}

2403 Q) 2 Ay €S 240 C; < €y, akkor a

k-adik oszlop elhagyhato.
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A feladat
Alkalmazasok
Redukciok

Redund ans és prim

fedorendszerek
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Legyen ® ={P,, ..., P, } egy
fedOrendszer.

P, redundans elem, ha P\P Is
fedOorendszer.

® redundans fedbérendszer, ha van
redundans eleme. Ellenkez6

esetben ® prim fed6rendszer.
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P1. Redundans fed6rendszerbOl
elhagyva egy redundans elemet
kisebb sulyu fedorendszert
kapunk.

P2. A halmazfeledési problema
barmely optimalis megoldasa egy
prim fedérendszert ad.
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P3.A®={P,, .., P

. fedorendszer

Pj eleme akkor és csak akkor

redundans, ha

P-re

a,ta,+t..+3,22

teljesdl. lly modon tetszoleges
fed6rendszerrél es elemrol
eldontheto, hogy redundans-e.
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Egy xX’LIL altal meghatarozott
redundans fedorendszerbdl a
redundans elemek elhagyasaval
kapott prim fed6rendszert jeloljuk
prim(x’)-vel. A kapott prim fedo-
rendszer flUgg a redundans ele-
mek elhagyasanak sorrendjetol.
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5. Line aris programoz asi
relax acio

6. Megoldas korlatozas es

szeéetvalasztas modszerével
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A linearis relaxacioban az eredeti
feladat

x[({0,1}, =1, .., m

feltéetelt helyettesitjuk
x;20,]=1, .., mfeltetellel.

Tehat a feladat:
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aX; +a X, +...a X =1,
=1, ..., n
. . D >
a; 1{0,1}, x;=20, ¢; >0,

]=1, .., m




Korlatozas és szétvalasztas modszere © Holls Csaba 118

Ha egy x’ optimalis megoldasban
lenne x';>1, akkor x'-t 1-re
valtoztatva is lehetséges
megoldast kapnank es a
célfiggvény értéke csokkenne,
ami ellentmondas lenne azzal,
hogy X’ optimalis megoldas.
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L1. A relaxacido barmely X’
optimalis megoldasara 0 < x’; < 1.

Tehat az optimalis megoldas
szempontjabol a relaxacios
feladatba x; = 0 helyett irhatunk
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L2. A linearis programozasi
relaxacio barmely x’ optimalis
megoldasaban minden O-tol
kilonb6z6 komponens helyébe
1-et irva eqgy fedb6rendszerhez

jutunk, melyet int(x’)-vel jelollnk.
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Ebbo6l a redundans elemek
elhagyasaval egy prim(int(x’))

fedorendszerhez jutunk.
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5. Linearis programozasi
relaxacio

6. Megold as korlatoz as és

szétvalasztas m odszer ével
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. Az Q halmaz

. A g korlatozo fuggvény

. A ¢ szétvalaszto fliggvény
. A levélvalasztasi stratégia

. Az eljaras
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Az QO halmaz

Legyen Q ={ (X, ..., X),

x 0{0,1},j=1, ..., m }.

Lathato, hogy L 0 Q.

Tovabba |Q| = 2™, tehat Q veéges.
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. Az Q halmaz

. A ¢ szetvalaszto fuggv eny
. A g korlatozo faggvény

. A levélvalasztasi stratégia

. Az eljaras
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Adott halmazra a szétvalasztast
ugy fogjuk megvaldsitani, hogy
valamely még nem rogzitett x
ertékeét rogzitjuk O-ra, illetve 1-re,
és ily moédon az eredeti halmazt

két részhalmazra bontjuk.
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Legyen egy adott pillanatban
ml,JU{1,...m}InJd=101,

m | azon | Indexek halmaza,
melyekre x-t 1-re rogzitettuk,

m J azon ] indexek halmaza,
melyekre x-t O-ra rogzitettlk, es



Korlatozas és

Q ;={X:X

szétvalasztas modszere © Holld Csaba

Q&Xx =1, hal
& x; =0, ha ]

128

J1

Akkor: |Q,;[>1 < |l|+|J] <m.
Ebben az esetben létezik

k {1, ..., m}amire k LJ | [ J.
Legyen 11 =10 {k}, J1 =J és
12 =1, J2=1J

(K},



Korlatozas és szétvalasztas modszere © Holl6 Csaba 129

Ha tobb ilyen k erték is van, akkor
legyen k azon komponens
iIndexe, melyhez a legnagyobb
ertékd célfiggvény egydtthato
tartozik. Ha tobb ilyen is van,
akkor ezek kozul valasszuk a
legkisebb indext.
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Akkor legyen

P(Q 5) ={Q1,31: Qi 301

Ez azt jelentl, hogy:

m rogzitjuk x, -t 1-re, illetve O-ra,

m €s ennek megfelel6en bontjuk fel
osztalyokra az Q, ; -t.
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. Az Q halmaz

. A ¢ szétvalaszto fuggveny
. A g korlatoz o fluggv ény

. A levélvalasztasi stratégia

. Az eljaras
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Az Q, ; halmazban rogzitettiink
bizonyos indexu komponenseket
O-ra, Illetve 1-re. Hogyha ezeket
behelyettesitjuk az eredeti
feladatban, akkor annak egy
(1,J)-részproblémajat kapjuk, ahol
a lehetséges megoldasokba a
rogzitett valtozokat is beleertjuk.
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Legyen az (l,J)-réeszprobléma;

m lehetséges megoldasainak
halmaza L, ,,

m linearis programozasil
relaxaciojanak optimuma z, ;,
annak egész része | z, /.

Akkor: L, ;=L n Q,,
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Tovabba z, ; also korlatja a

{z(x) : x UL, } celfiggveny-
értékeknek. Akkor legyen

m g(Q ;) = 7,

Hac,]=1, .., megesz es z ; nem

egész, akkor lehet g(Q, ;) =Lz, ,+1.
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A linearis programozasi relaxacio
megoldasanal targyaltak értelmé-
ben, ha az (l,J)-reszprobléma
linearis programozasi relaxacidjanak
optimalis megoldasa egész, akkor

eqgy fedorendszerhez jutunk.
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Egyébkent a prim(int(x’) fedo-
rendszer képzésével kaphatunk

egy lehetséges megoldast.

lgy minden korlat meghataroza-
sanal el6 tudunk allitani egy

lehetséges megoldast.
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. Az Q halmaz

. A ¢ szétvalaszto fuggveny
. A g korlatozo figgveny

. A lev élvalasztasi strategia

. Az eljaras
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Osztalyozas céljabol minden
lepésben eqy legkisebb korlattal
rendelkezo levelet fogunk
valasztani. Ha tobb ilyen is van,
akkor valaszthatjuk pl. azt,

amelyiket hamarabb megtalaljuk
az F, halmazban.
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. Az Q halmaz

. A ¢ szétvalaszto fuggveny
. A g korlatozo faggvény

. A levélvalasztasi stratégia

. Az eljaras
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Egy induld lehetséges megoldas
meghatarozasahoz hasznaljuk a

kOvetkez6 heurisztikat.

Rendezzuk novekvo sorrendbe a

célfliggvény egyutthatokat.
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A rendezett sorozatnak
megfeleldoen a valtozok addig
kapnak 1-et, amig el nem éerjuk,

hogy minden feltétel teljesdl.

Megjegyzendo, hogy hatékonyabb

heurisztikak is leteznek.



