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Kiegyensulyozott kereséfak

Szegedi Tudomanyegyetem



Mit értiink kiegyensilyozott kereséfa alatt?

Emlékeztetd

Az eddig targyalt miveletek h magas fakra O(h) idejiiek voltak
A tovabbiakban szeretnénk, ha h = ©(log n) is teljesiilne




Véletlen épitést binaris kereséfak (CLRS 12.4)

@ n elemi binaris fa legrosszabb esetben ©(n) magas is lehet
@ n novekedésével a legrosszabb eset bekdvetkezése azonban
egyre val6szin(itlenebb

@ Ha egy binaris kereséfa el6allitasa soran csak besziiras
miveleteket alkalmazunk, Ggy igazolhaté a kdvetkezd

Egy n kiilénb6z6 kulcsot tartalmazé véletlen épitésii binaris kereséfa
varhaté magassaga O(log n).




AVL fak (Adelson-Velsky, Landis, 1962)

o Tetszbleges miiveletsorozat végrehajtasa utan legrosszabb
esetben is ©(log n) magassagu kiegyensulyozott kereséfa

e Garancia: semelyik cslcs egyensalyi faktoranak abszolat értéke
nem lehet nagyobb 1-nél

Definicié

Egy p csics egyensilyi faktora fiai magassaganak kiilonbsége.

Definicié

Ures fa magassaga: h(nil) =0
p gyoker(i fa magassaga: h(p) = max(h(p.bal), h(p.jobb)) + 1




AVL fa implementacioja

class Node { T
Object kulcs;
int magassag; apa
Node xapa;
Node xbal; kulcs
Node *jobb;

} magassag

bal | jobb
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AVL fa implementacioja

class Node {
Object kulcs;
int magassag;
Node xapa;
Node xbal;
Node *jobb;

Megjegyzés

Talalkozni olyan implementaciéval is, ahol a
magassag helyett az egyensulyi faktort taroljak
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Legalabb hany kulcsbdl all egy h magas AVL fa?

magassag

1

O ~NO O~ WD

2
1+2+1=4
24+4+1=7

4+7+1=12
7+12+1=20
12+20+1=33
20+33+1=54



Legalabb hany kulcsbdl all egy h magas AVL fa?

magassag

1

O ~NO O~ WD

2
1+2+1=4
24+4+1=7

4+7+1=12
7+12+1=20
12+20+1=33
20+33+1=54

mp o+ mp_1+1



Miért igaz, hogy az AVL fak O(log n) magasak?

o Jeldlje my a h magas AVL faban lévé minimalisan talalhato
kulcsok szamat (my = 1, my = 2)

o Altalanossagban (h > 2 esetén): my, = my_p + my_1 +1

@ mp_o < mp_1 természetesen teljesiil, ahonnan

mp > 2mp_»
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igaz, hogy az AVL fak O(log n) magasak?

Jeldlje my a h magas AVL faban lévé minimalisan talalhaté
kulcsok szamat (my = 1, my = 2)

Altalanossagban (h > 2 esetén): my = my_o + mp_1 + 1

@ mp_o < mp_1 természetesen teljesiil, ahonnan
mp > 2Mp_o > 2%2Mpy_g > ... > 2imh_2;

o myp > 2'my_o; 6sszefiiggést my-ig kijatszva my, > 2h/2

Tegyiik fel, hogy egy h magas AVL fa n > mj, cstcsbal all,
azaz n > 22, vagyis h < 2log,(n)

Megjegyzés
Az élesebb h < 1.44log,(n) korlat is bizonyithaté.




AVL fak kiegyensilyozottsdganak fenntartasa forgatasokkal
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Amikor egy forgatas nem elég
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Amikor egy forgatas nem elég
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Amikor egy forgatas nem elég

X y
h+1 h+1
y X
h h
A :
h-1
) besziras utan ) x koriili balra forgatva




Amikor egy forgatas nem elég — segédforgatas

h+1
y
h
Megoldas
z
1 y koriil jobbra forgatunk, majd x
- koriil balra
P )

< h-1




Amikor egy forgatas nem elég — segédforgatas

h-2
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B2 nem lehetett magasabb ~-nal




Amikor egy forgatas nem elég — segédforgatas

Miért kellett kettét forgassunk?

Mert (kiindulaskor) x jobboldali
részfaja volt magasabb
Es mert ennek a részfanak mar a

baloldali részfaja volt magasabb
(zikk-zakk)




Megjegyzések a helyreallitasokhoz

o A targyalt esetek tiikdrképei is el6fordulhatnak
@ A torlés hatasara elromlo AVL-fat azonos médon allitjuk helyre



Altalanos kereséfak

o Az altalanos kereséfat az kiilénbozteti meg a binaris
keres6fatdl, hogy egy csiics tébb kulcsot is tartalmazhat
o Kereséfa tulajdonsag kiterjesztése

e A csiicsban talalhaté kulcsok < szerint rendezettek
o A tarolt kulcsok értékei meghatarozzak a kulcsértékeknek azon
tartomanyait, amelyekbe a részfak kulcsai eshetnek



Altalanos kereséfak

o Az altalanos kereséfat az kiilénbozteti meg a binaris
keres6fatdl, hogy egy csiics tébb kulcsot is tartalmazhat
o Kereséfa tulajdonsag kiterjesztése

e A csiicsban talalhaté kulcsok < szerint rendezettek
o A tarolt kulcsok értékei meghatarozzak a kulcsértékeknek azon
tartomanyait, amelyekbe a részfak kulcsai eshetnek
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B-fa definicioja

A t-rendii B-fa olyan altalanos kereséfa, amelyre teljesiil, hogy:
@ Minden gyokértdl kiilonb6zs p cstcsara t < Rang(p) < 2t
(rang alatt a fapontban tarolt kulcsok szamat értjiik)
o r gyokerének rangjara pedig 1 < Rang(r) < 2t

@ Minden nemlevél p csiicsra és 1 < i < Rang(p) + 1 esetén
p.gyerekek][i] # Nil

@ Minden levél azonos mélységii (ez az érték a fa h magassaga).




B-fa implementaciéja

class Node {
Object [] kulcsok;
int meret;
Node xapa;
Node xgyerekek [meret+1];
boolean level;



B-fa implementaciéja

class Node {
Object [] kulcsok;
int meret;
Node xapa;
Node xgyerekek [meret+1];
boolean level;

Az eddigiektdl eltéréen egy cstcsban tobb kulcs is talalhaté.
A cstcson beliili kulcsokra érvényesiil a < rendezés.
A cstcsokrol eltaroljuk, hogy levelek-e (level valtozo)




B-faban keresés

B-FABANKERES (x, k) {

i=0

while i < meret és k > x.kulcsok[i] {
i=i+1

}

if (i < meret és k = x.kulcsok[i]) {

return (x,i) // az x csics i-edik kulcsat kerestiik
if (x.level) {

return nil // a B-fa nem tartalmazza k-t
} else {

// a megfeleld agban keresiink tovabb

return B-FABANKERES(x.gyerekek[i], k)

} .
} @
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B-fak kiegyensulyozottsaga

o B fakat olyan esetekben szokas hasznalni, amikor az adatunk
nem fér be a f6memdériaba, azt a hattértaron taroljuk
o A B-fak kiegyensilyozottsaga abbdl fakad, hogy minden levél
azonos mélységen talalhaté, illetve, hogy minden (nemgydkér)
csucs legalabb t + 1 elagazassal rendelkezik
o t-rendli B-fa j-edik (i > 1) szintjén legalabb 2(t + 1)'~2 cstics
és 2t(t + 1)'~2 értek talalhaté
o t értéke a val6sagban nagy, mi ezen a kurzuson 2-nek vessziik
(hacsak mast nem mondunk)
e Az AVL-fanal "kiegyensilyozottabb”, magassaga O(log, n)
o Aszimptotikusan nincs jelentésége a logaritmus alapjanak,
viszont ha masodlagos memériabél olvasunk, szamithat



B-fak tulajdonsagainak fenntartdsa — méret talcsordulasa

o B-fakba is levélként szarunk be

@ 2t meéretii csicsba besziirva, 2t + 1 méretii csticsot kapunk



B-fak tulajdonsagainak fenntartdsa — méret talcsordulasa

o B-fakba is levélként szirunk be

@ 2t méretii csiicsba beszirva, 2t + 1 méret(i csiicsot kapunk a
"kdzéps6' elem mentén kettévagva éppen 2 t méretii cstcsunk
lesz (a kozépss elemet kiildjik fol az Gsbe)

@ Sziikség szerint ismételjiik az el6z8 lépést
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B-fak tulajdonsagainak fenntartdsa — méret talcsordulasa

o B-fakba is levélként szarunk be

@ 2t meéretii csiucsba besziirva, 2t + 1 méret(i csicsot kapunk a
"kozépsd” elem mentén kettévagva éppen 2 t méretl cstcsunk
lesz (a kozépss elemet kiildjik fol az Gsbe)

@ Sziikség szerint ismételjiik az el6z8 lépést

Beszar(85)
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B-fak tulajdonsagainak fenntartdsa — méret talcsordulasa

o B-fakba is levélként szirunk be

@ 2t méretii csiicsba beszirva, 2t + 1 méret(i csiicsot kapunk a
"kdzéps6' elem mentén kettévagva éppen 2 t méretii cstcsunk
lesz (a kozépss elemet kiildjik fol az Gsbe)

@ Sziikség szerint ismételjiik az el6z8 lépést




B-fak tulajdonsagainak fenntartasa — méret alulcsordulasa

@ Kulcs torlése t méretii csticsbdl t — 1 méretiivé teheti azt

o Itt is megel&zbével helyettesitiink
o Két eset lehetséges

@ Szomszédtdl kolesonziink, ha annak van feleslege (> t méretii)
@ Osszeolvasztjuk a kritikusan kicsi cslicsot a t méret
szomszédjaval = t + (t — 1) + 1 = 2t méretii csucs jon létre

o A kolcsonvételt preferaljuk, hiszen az O(1) id6ben elvégezhets



B fa variansok

o Egyes implementaciok/forrasok (pl. CLRS kdnyv is) t értéket a
csucsok fokszamkorlatjara hasznalja: ilyenkor a csticsokban
levs kulcsok szama € [t — 1,2t — 1]
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o A telitett csiicsok kaszkad vagasat elkeriilend, bizonyos
implementaciok proaktivan viselkednek: mar leszallé agban
(top-down) elvégzik a vagasokat (preemtive split)

o gy garantalt, hogy amennyiben egy csiicsot szétvagunk, akkor
az 6 6se mar nem szorul tovabbi szétvagasra (tail rekurzio)



B fa variansok

o Egyes implementaciok/forrasok (pl. CLRS kdnyv is) t értéket a
csucsok fokszamkorlatjara hasznalja: ilyenkor a csticsokban
levs kulcsok szama € [t — 1,2t — 1]

o A telitett csiicsok kaszkad vagasat elkeriilend, bizonyos
implementaciok proaktivan viselkednek: mar leszallé agban
(top-down) elvégzik a vagasokat (preemtive split)

o gy garantalt, hogy amennyiben egy csiicsot szétvagunk, akkor
az 6 6se mar nem szorul tovabbi szétvagasra (tail rekurzio)

@ B+ fa: a kulcsokat kiséré (esetleges) adattagok csak a
levelekben legyenek tarolva — a belsé pontokban csak
pointerek és indexelt kulcsok — nagyobb elagazasi faktort
tudunk alkalmazni — tovabb csdkkenthets a fa magassaga

@
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Tail rekurzié

e Olyan rekurziv fiiggvény, amely legutolsé miiveleteként hajtja
végre a rekurziv hivast

@ Hatékonyabb a nem tail rekurziv megoldasnal

FiBoT(n, a, b) {
if (n==0) return a
if (n==1) return b
return Fibo(n-1, b, a+b) }
+

Fio(n) {
if (n<2) return n
return Fibo(n-1) + Fibo(n-2)

33 %timeit fibo( :°)
4.82 s + 60.7 ms per loop

34 %timeit fiboT( )
9.63 ps + 33.7 ns per loop @




Osszegzés

@ A binaris kereséfak miiveletei O(h) idejtiek

o Legrosszabb esetben azonban n is lehet a fak magassaga
(©(log n) helyett)

o Kiegyensulyozott kereséfak hasznalataval garantalhato, hogy a
keres6fa kiegyensulyozottsaga sose romoljon el "tulsagosan”
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