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Amotrizalt koltségelemzés, Fibonacci kupacok
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Amortizalt koltségelemzés

A legrosszabb koltségelemzés tal pesszimista tud lenni
Amortizalt koltségelemzésnél az adatszerkezetek ‘életatjat’
vizsgaljuk
Lehetnek kdltséges miiveleteink, ha azok kellen ritkak

e PI. dinamikusan béviils tomb
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Binaris szamlalé novelése

NOVEL(A) {

i=0

while i < A.hossz és A[i] =1 {
Alil =0
i=1i+1

}

if i < A.hossz {
Ali]l =1



Binaris szamlalé novelése

i|3 2 1 0] ktg.
0 0 0 O 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 3
NOVEL(A) { 0 0 1 1 4
i=0 0 1 0 O 7
while i < A.hossz és A[i] =1 { 0 1 0 1 8
Ali]l =0 0 1 1 0 10
i= i+l 01 1 1 11
} 1 0 0 O 15
if i < A.hossz { 1 0 0 1 16
Ali]l =1 1 0 1 0 18
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1 1 0 1
1 1 1 0
1 1 1 1




Amortizalt koltségelemzés — Gsszesitéses elemzés

Osszesitéses elemzés

n hossz( miiveletsorra allitunk fol T(n) felsé korlatot
— a miiveletek atlagos kéltsége T(n)/n

Peélda

k bites szamlalon NOVEL miivelet n-szeri végrehajtasa: O(nk)

Helyes, de nem éles korlat, mivel az i poziciéja bit csak minden 2
szamu végrehajtas utan valtozik.
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Osszesitéses elemzés

n hossz( miiveletsorra allitunk fol T(n) felsé korlatot
— a miiveletek atlagos kéltsége T(n)/n

Példa
k bites szamlalon NOVEL miivelet n-szeri végrehajtasa: O(nk)

Helyes, de nem éles korlat, mivel az i poziciéja bit csak minden 2
szamu végrehajtas utan valtozik.

Elesebb korlat

| \

k—1 n 00 1
[EJ <n §:2n:O(n)
i=0 i=0
Vagyis a NOVEL miivelet amortizalt kdltsége O(n)/n = O(1) )




Amortizalt koltségelemzés — kdnyvelési médszer

o Kiilonb6z6 miiveletekre kiilonboz8 koltséget szamolunk el

o A j-edik miiveletre elszamolt & amortizacios kéltség
tetsz6legesen eltérhet annak ¢; tényleges koltségétdl



Amortizalt koltségelemzés — kdnyvelési médszer

o Kiilonb6z6 miiveletekre kiilonboz8 koltséget szamolunk el

o A j-edik miiveletre elszamolt & amortizacios kéltség
tetsz6legesen eltérhet annak ¢; tényleges koltségétdl
e Azonban minden n hosszi miiveletsorra teljesiiljon, hogy

n n
E 6I' > § Ci,
i=1 i=1

n
azaz a mindenkori hitelegyenleg (Z ¢ — c,-) nemnegativ
i=1




Konyvelési médszer hasznalata — példa

@ A NOVEL miivelet miikddése soran kdnyveljiink el 2 egységnyi
koltséget egy bit 1-re allitasahoz

o A koltség fele a majdani visszaallitasra félretett ,hitel”

A CSOKKENT miiveletet bevezetését kdvetSen is maradna az O(1)
amortizalt koltseg?




Konyvelési médszer hasznalata — példa

@ A NOVEL miivelet miikddése soran kdnyveljiink el 2 egységnyi
koltséget egy bit 1-re allitasahoz
o A koltség fele a majdani visszaallitasra félretett ,hitel”
@ A NOVEL minden hivasa soran 1 bitet allitunk 1-re
o n végrehajtas = 2n Gsszkdltség = O(1) koltség/végrehajtas

A CSOKKENT miiveletet bevezetését kdvetSen is maradna az O(1)
amortizalt koltség? Nem, O(k) lenne.




Konyvelési médszer hasznalata — dinamikusan béviil6 tomb

@ Dinamikusan béviils témb betelésekor megduplazza méretét,

és a benne aktualisan szereplé értékeket a megndvelt méretii
téombbe masolja

o Egy elem beszirasahoz rendeljiink 3 kreditet

o Az els6 egység elhasznalédik a kulcs beszarasa kapcsan

o A masodik egységet sajat maga majdani (elsé alkalommal
torténd) atmasolasara tartsa fenn

e A harmadik egységb&l minden csiics adomanyoz egy mar 0

egyenlegii kulcsnak a masolasara (tudja, hogy vissza fogja
kapni)



Konyvelési médszer hasznalata — dinamikusan béviil6 tomb

@ Dinamikusan béviils témb betelésekor megduplazza méretét,

és a benne aktualisan szereplé értékeket a megndvelt méretii
téombbe masolja

o Egy elem beszirasahoz rendeljiink 3 kreditet

o Az els6 egység elhasznalédik a kulcs beszarasa kapcsan

o A masodik egységet sajat maga majdani (elsé alkalommal
torténd) atmasolasara tartsa fenn

e A harmadik egységb&l minden csiics adomanyoz egy mar 0

egyenlegii kulcsnak a masolasara (tudja, hogy vissza fogja
kapni)

Amikor bévitiink, ugyanannyi kulcsnak lesz 0 az egyenlege, mint
ahanynak 2.




Amortizalt koltségelemzés — Potencialmdédszer

@ Az adatszerkezet i pillanatbeli allapotat jeldljiik D;-vel

@ Vezessiik be a ® : N — R pontecialfiiggvényt, ami az
adatszerkezet egy D; allapotahoz rendel egy potencialt

@ Az amortizacios koltség legyen & = ¢; + ®(D;) — P(Dj-1)



Amortizalt koltségelemzés — Potencialmdédszer

@ Az adatszerkezet i pillanatbeli allapotat jeldljiik D;-vel

@ Vezessiik be a ® : N — R pontecialfiiggvényt, ami az
adatszerkezet egy D; allapotahoz rendel egy potencialt

@ Az amortizacios koltség legyen & = ¢; + ®(D;) — P(Dj-1)

n hosszi miiveletsorra a teljes teleszkopikus bsszeg

> & =0(Dy) — (Do) + D
i=1 i=1




Amortizalt koltségelemzés — Potencialmdédszer

@ Az adatszerkezet i pillanatbeli allapotat jeldljiik D;-vel

@ Vezessiik be a ® : N — R pontecialfiiggvényt, ami az
adatszerkezet egy D; allapotahoz rendel egy potencialt

@ Az amortizacios koltség legyen & = ¢; + ®(D;) — P(Dj-1)

n hosszi miiveletsorra a teljes teleszkopikus bsszeg

> & =0(Dy) — (Do) + D
i=1 i=1

e Olyan potencialfiiggvényt keresunk merre ®(D,) > (Do),

mivel ekkor nyilvanvaléan Z & > Z ¢ is teljesil
i=1 i=1



Amortizalt koltségelemzés — Potencialmdédszer
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Kényelmes megoldas

®(Dy) = 0, és lassuk be, hogy ®(D;) > 0 minden i-re @




Amortizalt koltségelemzés — Példa

e Legyen ®(D;) = bj a NOVEL miivelet i-szeri alkalmazasara a
szamlaléban szereplé 1 értékii bitek szama
o Jeldlje t; a NOVEL miivelet i-edik végrehajtasakor 1-rél 0-ra
valtozé bitek szamat (vagyis ¢; < t; + 1)
o Vegyiik észrel, hogy ®(D;) = b; < b;_1 — t; +1
° Yagyis a potencialvaltozas ®(D;) — ®(D;—1) <1-—¢;
o lgy az amortizacios koltség & < ¢;+1—ti=t;+1+1—t; =2

Mivel ®(Dy) = 0 és minden ®(D;) > 0, igy az n miivelet amortizalt
koltségének Osszege felss korlatja a tényleges dsszkdltségnek (O(n))

1bi = 0 eset miatt egyenl6tlenség



Fibonacci kupacok

e Binomialis kupachoz hasonlé (annal kotetlenebbiil strukturalt),
amortizalt értelemben jobban viselked6 adatszerkezet

A kupacot alkoté fak nem rendezettek

A csiicsok gyerekei kétiranya ciklikus listaval dsszekapcsoltak

min[H] pointer a gydkérlista minimalis kulcst csicsara mutat

A fak sorrendje a gyokérlistaban tetszéleges

A kupacban talalhaték megjeldlt cstcsok



Megjeldlt cstcsok

o Egy csics megjeldlt, ha mar vesztett el gyereket azéta, hogy
egy masik csics gyerekévé valt
o Létrehozasukkor jeldletlenek a csiicsok
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A potencialfiiggvény

O(H) = t(H) + 2m(H)
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e m(H) a kupacban talalhaté megjeldlt csicsok szama
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o Egy csics megjeldlt, ha mar vesztett el gyereket azéta, hogy
egy masik csics gyerekévé valt
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A potencialfiiggvény

O(H) = t(H) + 2m(H)

o t(H) a kupac gyokérlistajaban talalhaté fak szama

e m(H) a kupacban talalhaté megjeldlt csicsok szama

V.
Eszrevétel

A potencial végig nemnegativ, igy a teljes amortizalt koltség felss
korlatja a miiveletsorozat teljes aktualis kdltségének fels6 korlatja is




Fibonacci kupacok implementaciéja

class Node {

Object kulcs; T
Node =xapa;

int fokszam; apa
boolean megjelolt;

Node *gyerek; kulcs
Node xbal;

Node *jobb; megjelolt

fokszam

— ba

gyerek | jobb ——

|




Fibonacci kupacok implementaciéja

class Node {

Object kulcs; T

Node =xapa;

int fokszam; apa

boolean megjelolt;

Node *gyerek; kulcs

Node xbal;

Node *jobb; megjelolt
}

fokszam

Emlékeztets _
A megjeldltség azt jeldli, hogy a csics —bal | gyerek| jobb|—

vesztette-e el gyerekét midta egy masik l
cslcs gyerekévé valt




Fibonacci kupacok szervez&dése

min|H]

41 35

Y Forras: CLRS: Uj algoritmusok 20.1 &bréja



Binaris vs. binomialis vs. Fibonacci kupac

Kupacmiiveletek legrosszabb esetbeli viselkedése

Miivelet Binaris  Binomialis Fibonacci?
MIN-KERES 0(1) O(log n) 0o(1)
SORBOL-MIN O(logn)  O(log n) O(log n)
BESZUR O(logn) O(logn) 3 0o(1)
KuLcSOTCSOKKENT | O(logn)  O(log n) 0(1)
EGYESIT O(n) O(log n) 0O(1)
TOROL O(logn)  O(log n) O(log n)

Zamortizalt koltségek

3amortizalt kéltségben O(1)

@



A Fibonacci kupacok viselkedése

@ Remek valasztas, ha tudjuk, hogy a SORBOL-MIN és TOROL
miveleteket keveset hasznaljuk
o Bizonyos grafalgoritmusok (pl. Dijkstra) esetében a
KUuLcsOTCSOKKENT metédus alkalmazasa dominal
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Ha nem hajtunk végre KULCSOTCSOKKENT és TOROL miiveletet

Egy (fokszam alapjan) rendezetlen "binomialis kupacot” kapunk

— log n a kupacbeli csucsok maximalis fokszamanak felsé korlatja
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Egy (fokszam alapjan) rendezetlen "binomialis kupacot” kapunk

— log n a kupacbeli csucsok maximalis fokszamanak felsé korlatja

<

KULCSOTCSOKKENT és TOROL miiveletek végrehajtasa esetén

log, n = O(log n) a kupacbeli csticsok maximalis fokszamanak felss
korlatja — innen jon a Fibonacci-kupac elnevezés is (mivel az i-edik

Fibonacci szam folirhaté ¢i\;§wi alakban, ahol ¢ = 127\/5)




O(1) ideji miveletek

EGYESIT és BESZUR

H; és H, Fibonacci kupacok egyesitésekor a kupacok gyokérlistait
Osszeflizziik, (min[H] aktualizalasan tal) mas teendénk nincs

min[H] explicit tarolasabsl adédéan O(1)




Minimalis kulcs kivagasa

@ Ez az a pont, amikor prébaljuk a binomialis kupachoz
hasonléva tenni a Fibonacci kupacunkat
@ min[H] altal meghatarozott csacsot eltavolitjuk a gyokeérlistabdl
@ min[H] gyerekeit a gyokérlistaba delegaljuk
© Osszevonjuk a gydkérlistaban szerepls azonos fokszami fakat
(segédtdomb hasznalataval)



Kulcs értékének csokkentése

© Ha a kulcs csokkentett értéke tal kicsi, akkor a cstcsot
kivagjuk és a gyokérlistaba helyezziik

@ A kivagott csucs sziilejét (ha az nem gydkérlistabeli)
megjeloltté tessziik

© Amennyiben egy mar megjeldlt csics vesztené el egy Gjabb
gyerekét, agy azt is rekurzivan a gyokérlistaba vissziik
(megjeldltségét eltavolitjuk)



Onszervezs keressfak (Splay tree)

@ Olyan kereséfa, ami barmely mivelet végrehajtasa utan (még
egy sikertelen keresés utan is), az utoljara érintett csiicsot
forgatasok segitségével a gydkérbe viszi

o Legrosszabb esetben O(n) magassagu, de amortizalt
tekintetben a miiveletei O(log n)-beliek

o Miikodése mogotti intuicié: lehetnek siirlibben érintett elemei
a fanak = ne hagyjuk 8ket ,lesiillyedni”



Onszervezs keressfak (Splay tree)

@ Olyan kereséfa, ami barmely mivelet végrehajtasa utan (még
egy sikertelen keresés utan is), az utoljara érintett csiicsot
forgatasok segitségével a gydkérbe viszi

o Legrosszabb esetben O(n) magassagu, de amortizalt
tekintetben a miiveletei O(log n)-beliek

o Miikodése mogotti intuicié: lehetnek siirlibben érintett elemei
a fanak = ne hagyjuk 8ket ,lesiillyedni”

Lehetséges hatranya

Mivel még egy (sikertelen) KERES miivelet is valtoztat a fa
struktarajan, igy tobbszala hasznalata problémas.




Splay tree — gyokérig valo forgatasok

e Ha a gyokérbe juttatni kivant x cstics mar a jelenlegi y
gyokérelem bal (jobb) fia, akkor egyszeriien forgassunk y koriil
jobbra (balra)

o Egyébként 2 lehetéség van (és ezek szimmetrikusai) x
gyokérbe juttatasara

z z
e e
YZAA Ai y A
~ ~
X X
@ z csics koriil jobbra majd @ y csics koriil balra majd
@ vy csics koriil jobbra forgatunk @ 1z csiics koriil jobbra forgatunk ..

@




Splay tree — példak

KERES(21) utan BESzUR(10) utan
13 10
7 49 8 13

8 7 49

7/49
\13
/



Osszegzés

o Amortizalt koltségelemzéssel az adatszerkezetek hosszi tava
legrosszabb esetbeli viselkedését modellezhetjiik

o Amortizalt kdltségelemzés szempontjabol a Fibonacci-kupac a
megismert leghatékonyabb kupac

e Egyes grafalgoritmusok implementalasahoz kifejezetten
hasznos vélasztas lehet



