Algoritmusok és adatszerkezetek |I.

Geometriai algoritmusok

Szegedi Tudomanyegyetem



Alapfogalmak

Definicié

A P3 = [X‘o’] pontot P; = [Xl} és P = [X2] pontok konvex
y3 y1 y2

kombinaciéjanak nevezziik, amennyiben x3 = (1 — a)x; + ax,
valamint y3 = (1 — a)y1 + ay» teljesiil valamely 0 < a < 1-ra

Definicio

P1 P> szakasz a Py és P, pontokbél konvex kombinaciéinak halmaza

Megjegyzés

Ha a pontok sorrendje is szamit, iranyitott szakaszrél beszéliink, és
=5 . A

P1 P> modon jeldljiik

p-vel OP-t, vagyis az O origébdl a P-be mené iranyitott szakaszt
(vektort) jeldljik @




A keresztszorzat

P; x P, keresztszorzata

det ( [Xl Xz] ) =x1y2 —Xxoy1 = P1 X Po = =Py x Py
yr y2

Megjegyzés

A keresztszorzat valéjaban haromdimenziés fogalom: egy pi-re és
p3-re merdleges, veliik jobbsodrasi rendszert alkoté vektor,
melynek hossza |x1y2 — xay1|.



http://nagysandor.eu/harrisonia/CrossProduct_HU.html

A keresztszorzat

P; x P, keresztszorzata

det ( [Xl Xz] ) =x1y2 —Xxoy1 = P1 X Po = =Py x Py
yr y2

Megjegyzés

A keresztszorzat valéjaban haromdimenziés fogalom: egy pi-re és
p3-re merdleges, veliik jobbsodrasi rendszert alkoté vektor,
melynek hossza |x1y2 — xay1|.

Mas megfogalmazasban pi x p3 = H[T{H\ ;TgHsin(G)ﬁ, ahol 0 a pi
és ps altal bezart szo6g, valamint i | pg és i L p3



http://nagysandor.eu/harrisonia/CrossProduct_HU.html

Forgasirany

Keresztszorzat mint el&jeles teriilet

P1 X Py megadja az O, Pi1, P>, P1 + P, koordinatakkal rendelkezé
paralelogramma el6jeles teriiletét

y @ Py x Py < 0= P;1-bél jobbra
Py + P fordulva érjiik el Po-t
Py -

-7

@ P; x P, > 0= P;-bél balra
fordulva érjiik el Pr-t

@ Py x P, =0= Py és P, kollineéris




Merre fordul a kovetkezé szakasz?

@ PyP, és P; P, szakaszokat folyamatosan bejarva merre kell
fordulni P; pontban?

o Az el6z6ekben lényegében az origé viselkedett Pp-ként



Merre fordul a kovetkezé szakasz?

@ PyP, és P; P, szakaszokat folyamatosan bejarva merre kell
fordulni P; pontban?

o Az el6z6ekben lényegében az origé viselkedett Pp-ként

Otlet: tegyiink tgy, mintha Py lenne az origé

B ) 52 (B ) ( {xl — X0 X2 —xo} )

yYi—Y Y2—Y

@ Szemléletesen: Pi-bél és P»-bsl Py-t kivonva Py kdzpontiva
tessziik a koordinatarendszerlinket



Szakasz atfogasa

Atfogé szakasz

Egy P; P, szakasz atfog egy egyenest, ha a P; pont az egyenes
egyik oldalara, P, pont pedig a masik oldalara esik




Szakasz atfogasa

Atfogé szakasz

Egy P; P, szakasz atfog egy egyenest, ha a P; pont az egyenes
egyik oldalara, P, pont pedig a masik oldalara esik

Atfedés meglétének eldontése

Egy (kevéssé hatékony) lehet8ség, ha az egyenes egyenletét
kiszamolva dontiink P; és P, relativ helyzetérsl :
Tamaszkodjunk helyette a forgasiranyokra! @




Egymast metszd szakaszok

Sziikségesség

CD ugy metszheti AB szakaszt, ha CD atfogja az AB szakaszra
illeszked6 egyenest.

Y C
3



Egymast metszd szakaszok

Sziikségesség

CD ugy metszheti AB szakaszt, ha CD atfogja az AB szakaszra
illeszked6 egyenest.




Metszés vizsgalata

ForRGASIRANY(P1, P2, P3) {
return (P2.x-P1.x)*(P3.y-Pl.y) - (P3.x-P1.x)*(P2.y-Pl.y)
}

METsziSzakaszok (A, B, C, D) {
dl = FORGASIRANY(A, B, C)

d2 = FOrRGASIRANY(A, B, D)
d3 = FORGASIRANY(C, D, A)
d4 = ForGASIRANY(C, D, B)

return dl1 * d2 < 0 és d3*%d4 < O



Metszés vizsgalata

ForRGASIRANY(P1, P2, P3) {
return (P2.x-P1.x)*(P3.y-Pl.y) - (P3.x-P1.x)*(P2.y-Pl.y)

}

METsziSzakaszok (A, B, C, D) {

dl =
d2
d3
d4

FORGASIRANY(A, B, C)
FORGASIRANY(A, B, D)
FORGASIRANY(C, D, A)
ForGASIRANY(C, D, B)

Ezzel csak ,valédi” metszéseket
talalunk meg, a szakaszra illeszkeds
végponti szakaszt nem kezeltiik igy

return dl1 * d2 < 0 és d3*%d4 < O



Metsz6 szakaszpar keresése

o Adott szakaszok n elemii halmaza, és tudni szeretnénk, hogy
van-e koztiik egymast metsz6 szakaszpar

o Nyers erével (5) = O(n?)

e Bizonyos egyszerdisits feltételezések mellett O(nlog(n)) is
megoldhaté

o y tengellyel parhuzamos szakaszokat nem kezeliink
o Adott szakaszok kozott nincs 3 egy pontban metszé



Metsz6 szakaszpar keresése — soprés

Soprés soran egy képzeletbeli fliggbleges sopré egyenes halad at
geometriai objektumok halmazan (altalaban balrél jobbra)

Két szakasz osszehasonlitasa adott x koordinata mentén

s1 szakasz folotte van sp-nek x-nél (s1 >« s2), ha s1 y-koordinataja
nagyobb s, y-koordinatajanal adott x-koordinata mentén.
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Metsz6 szakaszpar keresése — soprés

Soprés soran egy képzeletbeli fliggbleges sopré egyenes halad at
geometriai objektumok halmazan (altalaban balrél jobbra)

Két szakasz osszehasonlitasa adott x koordinata mentén

s1 szakasz folotte van sp-nek x-nél (s1 >« s2), ha s1 y-koordinataja
nagyobb s, y-koordinatajanal adott x-koordinata mentén.
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Szakaszpar metszése a sopré egyenes szemszogébdl

o Barmely adott x értékre a =, relacié az x-nél levs sopré
egyenest metsz8 szakaszok teljes rendezése

Kulcsészrevétel

Ha 3 egymast metsz8 szakaszpar = 3 sopré egyenes, mely mentén
valé rendezés esetén azok egymas utan kdvetkeznek

@ A sopr6 egyenes mozgatasa

o Elég a szakaszvégpontokban a be,-és kilép& szakaszok alapjan
Osszehasonlitasokat végezni

o Keétféle adathalmazt kell kezelni a keresés soran

o Sopré egyenes allapotleirasa
o Esetpontok rendezett listaja



Szakaszpar metszése — allapotleiras és esetpontok

@ A sopré egyenes allapotleirasa a szakaszok adott egyenes menti
~ teljes rendezési relacié szerinti rendezését tartalmazza
@ A sopré egyenes allapotleirasaban valtozas csak esetpontokban
(=szakaszvégpontokban) torténik
o Esetpontok rendezése
o Kovertikalis (azonos x-koordinataja) szakaszvégpontok esetén
a bal/beléps végpontokat a jobb/kilepd végpontok elé soroljuk
@ Elegend6 azt vizsgalni csupan, hogy a
o belépé szakaszok metszik-e megel6z6jiiket /rakovetkezdjiiket
o kileps szakaszok megel6z6je és rakovetkezGje metszi-e egymast



Szakaszpar metszése — allapotleiras és esetpontok

@ A sopré egyenes allapotleirasa a szakaszok adott egyenes menti
~ teljes rendezési relacié szerinti rendezését tartalmazza
@ A sopré egyenes allapotleirasaban valtozas csak esetpontokban
(=szakaszvégpontokban) torténik
o Esetpontok rendezése
o Kovertikalis (azonos x-koordinataja) szakaszvégpontok esetén
a bal/beléps végpontokat a jobb/kilepd végpontok elé soroljuk
@ Elegend6 azt vizsgalni csupan, hogy a
o belépé szakaszok metszik-e megel6z6jiiket /rakovetkezdjiiket
o kileps szakaszok megel6z6je és rakovetkezGje metszi-e egymast

A mindenkori allapotleirast kiegyensulyozott kereséfaban taroljuk




Metsz6 szakaszpar keresése

VAN-E-METsSz8-SzAkASZPAR(S) { // T az allapotleiras faja
L = S-beli szakaszvégpontok rendezett listaja
for p in L
do
if p egy s szakasz bal végpontja {
BEszGRr(T,s)
if MeEGeL8z(T,s) vagy RAKOGVET(T,s) metszi s-et {
return IGAz
}
}
if p egy s szakasz jobb végpontja {
if MEGELOZz(T,s) metszi RAKOVET(T,s)-t {
return IGaz
}
TOROL (T, s)
} .
return Hamis @
}
D  fcoritmusok és adatszerkezetek I



Metsz6 szakaszpar keresésének futasi ideje

o Allapotleiras T kiegyenstlyozott fajanak létrehozasa O(1)
@ Szakaszvégpontok rendezése O(nlog n)
e for ciklus "hossza" legfeljebb 2n = O(n)

o Megel6z, illetve Rakdvet metédusok végrehajtasa O(log n)



Metsz6 szakaszpar keresésének futasi ideje

o Allapotleiras T kiegyenstlyozott fajanak létrehozasa O(1)
@ Szakaszvégpontok rendezése O(nlog n)
e for ciklus "hossza" legfeljebb 2n = O(n)

o Megel6z, illetve Rakdvet metédusok végrehajtasa O(log n)

= Osszességében O(nlog n) J




Konvex burok definiciéja
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Konvex burok

Q ponthalmaz konvex burka az a legkisebb P konvex poligon,
amelyre Q minden pontja vagy P hataran van, vagy a belsejében.

Q konvex burkat CH(Q)-val jeldljiik.
CH(Q) C Q pontjait @ extrém pontjainak.
Jeldljiik a tovabbiakban |Q|-t n-nel.



CH gyakorlati felhasznalasa

@ Objektumok iitkozésének elkeriilése: vegyiik akadalyok
koordinatait, ezek CH-a képezze az elkeriilendd régiot

o Agglomerativ klaszterezés: gépi tanulé eljaras, melynek célja
vektorokkal leirt megfigyelések homogén részsokasagainak

kialakitasa
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Konvex burok meghatarozasanak elvi algoritmusa

P pont csak abban az esetben extrém pontja Q-nak, ha az a Q-bd/
kialakithaté haromszégek mindegyikén kiviil esik, vagy annak egy
csicsa.

e Egy cslcs extrém voltanak elddntése ("gl) = 0(n%)

e Mivel n csiics van, igy az elvi algoritmus O(n*) futasi idejdi



Konvex burok meghatarozasa hatékonyan

o Kiilonféle megkozelitések léteznek

© Novekményes modszer: "balrdl jobbra” szamitjuk ki a CH-t

© Oszd-meg-és-uralkodj: CH szamitasa a pontok részhalmazara,
majd ezek egyesitése

© Eltavolité és keresé médszer

@ n pont esetében tdbbnyire O(nlog n) futasi ideji algoritmusok,
de vannak O(nh), illetve O(nlog h) algoritmusok is!

1h a CH-ban 1évé csacsok szama



Konvex burok meghatarozasa hatékonyan

o Kiilonféle megkozelitések léteznek
© Novekményes modszer: "balrdl jobbra” szamitjuk ki a CH-t
© Oszd-meg-és-uralkodj: CH szamitasa a pontok részhalmazara,
majd ezek egyesitése
© Eltavolité és keresé médszer
@ n pont esetében tdbbnyire O(nlog n) futasi ideji algoritmusok,
de vannak O(nh), illetve O(nlog h) algoritmusok is!

Megjegyzés

Egy O(nh) algoritmusnak nyilvan csak h < log n esetén van haszna

1h a CH-ban 1évé csacsok szama



Konvex burok — Graham-féle pasztazas

GRAHAM-PASZTAZAS(S) {
PO = minimdlis x-koordindtaja Q-beli pont (tdbb ilyen
esetén valasszuk az y-koordindta szerint is minimdlisat)
P = POLARSZOGSZERINTRENDEZ(Q)
S = VERMETLETESIT()
VEREMBE (PO, S)
VEREMBE (P1, S)
VEREMBE (P2, S)
for i=3 to n {
while LEGFELSO-ALATTI(S), LEGFELSO(S) és Pi nem
fordul balra {

VEREMBOL (S)
}
VEREMBE(Pi, S)
} .
return S @

—



Polarszog szerinti rendezés

Pontok helyzetének polarkoordinatakkal torténé megadasa

P pontot (x,y) koordinatapar helyett egy referenciaponttdl vett
tavolsag és egy referenciairannyal bezart sz6g parosaként adjuk meg

o A refereciaponttdl szamitott % eltérések szerinti sorrend adja
a pontok polarszég szerinti rendezését
e Azonos hanyadossal rendelkezé pontok koziil azt soroljuk
elsbbre, amelyik a referenciaponthoz kozelebb talalhats?

Megjegyzés

A valésagban a vektor hosszanak és forgasszogének
kiszamitasa koltséges és numerikusan sem j6 oOtlet
(sqrt és szogfiiggvény miatt)

2Kivéve, ha Ax = 0, mert akkor a masodlagos rangsorolast forditva @
végezziik



Polarszog szerinti rendezés a gyakorlatban

@ Numerikus hibdk mérséklése és a 0-val vald osztas elkertilésére

o a forgasszoget a pontszorzattal szamoljuk
o a vektor hossza helyett a négyzetét szamoljuk

o Emlekeztetsiil: |52 = [[OP|l2 = /3¢, Plil?

o Barmilyen Gsszehasonlité rendezést (pl. gyorsrendezés) tudunk
hasznalni a forgasiranyokra tamaszkodva

pontok lista rendezése R referenciapont mentén

Collections.sort(pontok, (A, B) ->
return (int) Math.signum(FORGASIRANY(R, A, B));
)




Zart nem metsz6 poligon

@ A pontokat a polarszéges rendezés sorrendjében Gsszekotve
megkapjuk a pontok altal alkotott zart, nem metszé poligont
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Zart nem metsz6 poligon

@ A pontokat a polarszéges rendezés sorrendjében Gsszekotve
megkapjuk a pontok altal alkotott zart, nem metszé poligont
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A pontok polarszog szerinti rendezésével nyert sorrendben torténd
Osszekotése nem feltétlen eredményez konvex poligont




Graham-féle pasztazas példa

o Kezdetben: S =[A, E, F]

@ Forgasirany(E,F,H), Verembdl(S), Forgasirany(A,E,H),
Verembe(S, H)

@ Forgasirany(E,H,C), Verembe(S, C)

© Forgasirany(H,C,G), Verembdl(S), Forgasirany(E,H,G),
Verembe(S, G)

@ Forgasirany(H,G,D), Verembe(S,D)

© Forgasirany(G,D,B), Verembe(S,B)

o Veégezetil: S=1[AE,H,G,D,B]



CH meghatéarozasa Jarvis meneteléssel

o Ajandékcsomagolas elvén miikddik O(nh) idsben
o Kezdésnek valasszuk ki a legbaloldalibb pontot

@ Amig vissza nem ériink a kezdépontba, valasszuk ki a
legutolsénak valasztott ponttél leginkabb balra esé pontot
(vagyis azt a pontot, amelytsl minden tovabbi ponthoz jobbra
fordulasra van sziikség)

e A Jarvis-féle menetelés folyamatosan béviti CH(Q)-t (egy
iteracioban O(n) probat tesz), "vakvaganyoktdl mentes"

o A Graham-féle pasztazas minden csicsot potencialisan
CH(Q)-belikent kezel



Jarvis menetelése illusztralva

The execution of jarvis's March



CH(Q) varhaté mérete

ICH(Q)|

o Négyzeten/kdrlapon 2d-ben véletlenszeriien elhelyezkedd
ponthalmaznak atlagosan O(log n)/O(n*/3) elemii a CH-ja

101 — négyzet
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Legrosszabb esetben CH(Q) = n is teljesiilhet




Legtavolabbi pontpar megtalalasa

e n elemii ponthalmazban talaljuk meg azon (P;, P;) pontpart,
melyek a legtavolabb fekszenek egymastél

o P; és P; pontok tavolsagat euklideszi értelemben véve
d(Pi, Pj) = /(xi —)? + (vi — )
o Nyers erével ez is () = O(n?) &sszehasonlitas lenne

A ponthalmaz legtavolabbi pontparja a CH-on talalhaté csiicsparok
valamelyike kell legyen




A legtavolabbi pontpar a CH-on lesz

@ Az észrevétel indirekt médon bizonyithato
o Tegyiik fol, hogy P; és P; pontok koz6tti tavolsag maximalis,
és Pi € CH(Q), P; ¢ CH(Q)
o Vegyiink egy P; kzéppontu ||P;P;|| sugart gdmbét
= egyetlen P, € @ pont sem eshet a gdmbon kiviil




A legtavolabbi pontpar a CH-on lesz

@ Az észrevétel indirekt médon bizonyithato
o Tegyiik fol, hogy P; és P; pontok koz6tti tavolsag maximalis,
és P € CH(Q),P; ¢ CH(Q)
o Vegyiink egy P; kzéppontu ||P;P;|| sugart gdmbét
= egyetlen P, € @ pont sem eshet a gombon kiviil,
maskiilonben nem (P;, P;) alkotna a legtavolabbi pontpart
= P; € CH(Q), ami viszont ellentmondas




Legtavolabbi pontpar megtalalasa — forgatasos soprés

o Atellenes (parhuzamos egyenesekre illeszkeds) csiicsokat
keresiink, és ezeket gorgetjiik végig: O(h)

P Piwr




Legkozelebbi pontpar megtalalasa

e Adott n elemii P ponthalmazra miaza (P;,P;) € P x P
pontpar, ami a legkdzelebb helyezkedik el egymashoz?
o Nyers erével szintén (5) = O(n?)

@ Oszd meg és uralkodj eljarassal O(nlog(n)) is megoldhaté



Legkozelebbi pontpar megtalalasa — oszd meg és uralkod;

@ Ha legfeljebb 3 pont maradt, akkor hasznaljuk a nyers er§
modszerét

o Egyébként hajtsuk végre a kdvetkezéket
o Vegyiik azt az / egyenest, ami két egyenl§ részre vagja a
pontokat (P, és Pg)
o A P, és Pg-beli pontok koziil rekurzivan hatarozzuk meg a
legkdzelebbi pontpar kézdtti tavolsagot d = min(dy, dg)
o Dontsiik el, hogy talalni-e olyan (P;, P;) pontpart, melyre
P; € P, és Pj € Pg, tovabba tavolsaguk d’ < d



Legkozelebbi pontpar megtalalasa — illusztracié
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Legkozelebbi pontpar megtalalasa — illusztracié
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Legkozelebbi pontpar megtalalasanak hatékonysaga

@ A pontok x és y koordinata szerinti elérendezésével kezdiink
O(nlog n)
o A rekurziv lépés soran T(n) =2 T(5) + O(n) miivelet
o Elérendezés nélkiil a rekurziv |épés
T(n) = 2% T(5)+ O(nlog n) miiveletigénydi lenne, a teljes
eljaras mester médszerrel kapott miiveletigénye pedig
O(nlog® n)-re néne
o Az eljaras tobb szempontbél is hasonlit az Gsszefésiilé rendezés
miikddéséhez



Legkozelebbi szomszéd(ok) meghatarozasa

Probléma

Adott ponthoz talaljuk meg a hozza legkdzelebb es6 ponto(ka)t

Felhasznalasa

Gépi tanulas: k-legkozelebbi osztalyozo, LI
klaszterezé eljarasok




k-d fak hatékonysaga

n pont esetén a k-d fak f6 miveletei atlagos esetben O(nlog n)
miiveletigénytiek

o Hatékonysaga statikus ponthalmaz esetén garantalt
e Egy k-d fa médositasa (besziras/torlés) a
kiegyensulyozottsaganak megtartasa mellett nem trivialis


http://w8r.name/k-d-tree/example/

k-d fak illusztracioja

@ A fa minden szintje a pontok valtakozé koordinatak mentén
torténd megfelezését szolgaljak (egyéb stratégiak is léteznek)
o A fa egy cslicsa ossza ketté a részfaban talalhaté pontokat az
adott szintre vonatkozé dimenzié mentén
o A fa kiegyensilyozott lesz, mivel a részfak olyan féltereket
definialnak, amelyeket a medianok mentén hozunk létre




k-d faban valo keresés

o Keressitk meg azt a régiét, ahova a lekérdezett pont esik

@ Nem garantalt, hogy a legkdzelebbi pont ebben a régiéban lesz




k-d faban valo keresés

o Keressitk meg azt a régiét, ahova a lekérdezett pont esik

@ Nem garantalt, hogy a legkdzelebbi pont ebben a régiéban lesz

e Viszont az azon beliili legkisebb tavolsag alapjan sok régié
esélytelenné valik a legkdzelebbi pont tartalmazasara nézve

" 9 Py o]
e%— o
| q




Osszefoglalas

@ A geometriai algoritmusok szamos gyakorlati probléma
(pl. gépi tanulas) megoldasa soran felmeriilnek

@ A numerikus hibak (egy része) kikiiszobdlheté Forgaslrany
hasznalataval

o Nagy méretii inputok esetén fontos, hogy a négyzetes (vagy
annal is rosszabb) futasi ideji algoritmusoknal
hatékonyabbakat hasznaljunk



