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Introduction

a vision par ordinateur se réfere aux al-
L gorithmes variés pour restaurer ou inter-
préter les images digitales. On peut distinguer
deux niveaux de traitement d'images: Le but
de la vision haut niveau est d'extraire les at-
tributs symboliques (par exemple la reconnais-
sance des lettres écrites a la main) et le but de
la vision bas niveau (ou vision pré-attentive)
est d'extraire des attributs nécessaires pour la
vision haut niveau (par exemple |'extraction
des contours). Le premier étape du traitement
d'images est le traitement bas niveau [77, 31].

Dans cette thése, nous nous intéressons
a une approche statistique de la vision pré-
attentive. Dans une image réelle, les pixels
voisines ont un niveau de gris similaire. Dans
un cadre probabilistique, une telle régularité
est bien modélisée par les champs de Mar-
kov. D'un autre coté, le comportement lo-
cal des champs markoviens permet de mettre

en ceuvre des algorithmes massivement paral-
leles pour résoudre les problemes d'optimisa-
tion combinatorial associés a une telle modé-
lisation. Nous discuterons aussi les méthodes
d’estimation des paramétres, un probleme tres
important dans les applications réelles.

Dans le Chapitre 2, nous proposons un
nouveau modele markovien hiérarchique et dans
le Chapitre 4, nous présentons une méthode
d’estimation des parametres de ce modele. Dans
le Chapitre 3, nous proposons un nouveau re-
cuit multi-température et nous prouverons la
convergence vers un minimum global. Nous
proposons aussi une méthode de relaxation
déterministe avec une étude détaillée de la
convergence. Tous les modéles et algorithmes
présentés dans cette thése ont été mis en ceuvre
sur une machine parallele CM200. Des tests
comparatifs seront présentés a la fin de chaque
chapitre.




2 Introduction

Le traitement d’images

L’une des premieres applications du traitement d’images était la transmission des
images entre New York et London par un céable sous-marin [31]. Les images ont été
codées pour la transmission et décodées apres la réception. Le probleme initial était
d’améliorer la qualité des images transmises.

Avec la construction des ordinateurs de 3¢ génération dans les années 60, I'uti-
lisation du traitement d’images s’est étendue. D'un autre co6té, le traitement d’images
a été souvent 'application qui a inspiré la conception des ordinateurs massivement
paralleles.

Le but de la vision par ordinateur est de traiter les images pour la perception
autonome d’ordinateur. Un systeéme de vision contient une ou plusieurs caméra et des
algorithmes pour interpréter les images sensées. Le terme image (ou plus précisement
image monochrome) se réfere a une fonction bidimensionelle dont la valeur dans un
point est proportionnelle au niveau de gris [31]. Une image digitale est une image
discrétisée en coordonnées et intensité. En générale, elle est représentée par une matrice
a deux dimensions, les éléments de la matrice sont les pixels.

On peut distinguer deux niveau de traitement: La vision bas niveau traite une
grande quantité de pixels et les transforme en attributs qui peuvent étre directement
utilisés dans la vision haut niveau. Dans cette these, nous nous intéressons a la vision
pré-attentive, en particulier a la modélisation probabiliste par des champs markoviens.

La vision pré-attentive et les champs de Markov

Le but de la vision pré-attentive se réfere aux taches suivantes [1]: compression d’images,
restauration d’images [29, 40, 84, 86, 83|, détection des contours [81, 84, 86, 83], segmen-
tation [53, 44, 26, 20, 80, 21, 35, détection du mouvement [38], flot optique, etc. .. La
plupart de ces taches peuvent se formaliser dans un cadre général appelé I'étiquetage
d’images ou a chaque pixel, on veut associer une étiquette appartenant a un ensemble
fini. La signification des étiquettes dépend du probléeme a résoudre. Pour la restaura-
tion d’images, elles signifient les niveaux de gris; pour la détection de contour, elles
signifient la présence ou la direction des éléments de contour; pour la segmentation,
elles signifient les classes; etc. .. Le probleme est de choisir une étiquette optimale pour
un pixel. L’étiquetage par relaxation [41] est une méthode classique, non-probabiliste
qui permet de résoudre ce probleme.

Notre approche est probabiliste: pour chaque pixel, nous voulons choisir I’étiquette
la plus probable. Dans ce but, nous avons besoin de définir une mesure de probabilité sur

Zoltan Kato



Introduction 3

I’ensemble des étiquetages possibles. Dans les images réelles, les pixels voisins ont une
intensité similaire; les contours sont lisses et souvent droits. Dans un cadre probabiliste,
des telles régularités sont bien exprimées par les champs markoviens (MRF). D’autre
part, le théoréeme de Hammersley-Clifford [9, 68] permet de définir les champs de Mar-
kov par des fonctions de potentiel. Dans le probleme d’étiquetage, cette modélisation
nous ramene a l’estimation bayesienne suivante: nous cherchons I'estimation MAP du
champs des étiquettes par la minimisation de la fonction d’énergie non-convexe.

Malheureusement, c’est un probleme tres dur au point de
vue calcul. Par exemple, si nous considérons une image de
taille 16 x 16 avec deux étiquettes possibles, nous obtenons une
espace de configuration de 225 éléments. Il est donc impossible
de calculer toutes les valeurs possibles de la fonction d’éner-
gie. D'un autre coté, 'utilisation des méthodes classiques n’est
pas possible a cause de la non-convexité de la fonction d’éner-
gie. Dans les années 80, un algorithme de type Monte-Carlo,
appelé recuit simulé, a été proposé par Cerny [17] et Kirk-
patrick et al. [56] pour résoudre ce probleme d’optimisation.
Cependant, les premiers résultats mathématiques [29, 34] ont
montré que l'utilisation correcte du recuit simulé exige une
loi de température tres lente, donc beaucoup de temps calcul.
Pour éviter cet inconvénient, deux solutions ont été proposé:
L'une est la parallélisation des algorithmes de relaxation [3].
L’autre est d’utiliser des algorithmes déterministes qui sont sous-optimaux mais conver-
gent avec un nombre faible d’itérations [8, 53].

Figure 1: Représenta-
tion pyramidale.

Les modeles multigrilles (ou pyramidaux) [12, 62, 72, 45] peuvent aussi améliorer
la vitesse de convergence et la qualité du résultat final des méthodes itératives. Les
méthodes multigrilles sont utilisées depuis longtemps en analyse numérique. et depuis
les années 70 [45] en traitement d’images. Nous nous intéressons ici aux méthodes ap-
pliqués a la modélisation markovienne d’images. Nous utilisons le mot pyramidale pour
désigner les modeles multigrilles et hiérarchiques. Le but des approches pyramidales
est de représenter les images a différentes résolutions (cf. Figure 1).

Si les couches dans la pyramide ne sont pas connectées, le modele est multigrille.
Dans ce cas, 'algorithme d’optimisation n’est peut étre parallele que sur les couches et
séquentiel entre les niveaux. Une question importante est comment définir les cliques
sur les niveaux plus grossiers. Plusieurs solutions ont été proposées [59] comme la
méthode de renormalisation de Gidas [30, 69], les modeles multiéchelles de Perez et al.
(38, 37, 73], ou le modele de Bouman [11, 13].

Lorsque une communication entre les couches existe, le modele est appelé hiérar-
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4 Introduction

chique [49, 48, 47]. L algorithme d’optimisation peut étre parallele sur toute la pyramide
mais le modele markovien devient beaucoup plus compliqué et demande donc plus de
temps calcul que les méthodes classiques.

La segmentation d’images

Dans cette these, les modeles et les algorithmes proposés sont testés sur des problemes
de segmentation d’images.

Tout d’abord, nous définissons la notion de clas-
sification et celle de segmentation. Pratiquement,
elles se référent a la méme tache. Pourtant, nous
préférons utiliser le mot segmentation car la clas-
sification est un terme plus général. La classifi-
cation [23]| suppose un extracteur d’attributs qui
permet de différencier les éléments d’images (par
exemple la mer et les agglomérations sur Figure 2).
Le but de la classification est de partager [’espace
des attributs en régions telles que chaque région
correspond a une classe. Par exemple, nous avons
une image satellite (Figure 2) et nous voulons lo-
caliser les agglomérations. En utilisant uniquement
les valeurs de niveau de gris, nous ne pouvons pas
différencier les agglomérations et les zones agricul-

Figure 2: Une image SPOT. tures car elles sont dans le méme spectre. Le seul

attribut qui fait la différence est la texture. L’es-
pace des attributs contient donc la texture et les valeurs de niveau de gris. Un espace
plus complexe pourait étre construit en utilisant des canaux différents (XS1, XS2, XS3
pour les images SPOT).

Sea  Urbanareas Agricultural areas

La segmentation peut étre considérée comme un cas spécial de la classification
ou l'espace des attributs ne contient que les valeurs de niveau de gris. Le but de
la segmentation est de partitioner une image en régions homogenes. Deux méthodes
possibles: la détection des bords des régions ou la détection directe des régions sans les
contours (segmentation en régions). Ici, nous nous intéressons a la deuxieme approche.
Les conditions de la segmentation en régions sont [31]:

e La segmentation doit étre complete (c’est a dire, chaque pixel doit étre dans une
classe).
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Introduction 5

e Les pixels appartenant au méme région doivent étre connectés.

e Les régions doit étre disjointes.

Des exemples classiques se trouvent dans [77, 31| (region growing ou split and merge).

Nous remarquons que le deuxieme point dans la liste précédante signifie que les
pixels voisins doivent étre dans la méme région. Cette contrainte est bien exprimée
par les champs de Markov. De plus, nous attribuons une étiquette a chaque pixel et
définissons un MRF sur ces étiquettes tel que les potentiels de clique favorisent les éti-
quettes similaires dans les pixels voisins. Cependant, avec ce modele, nous obtiendrons
une seule région. Il nous faut un autre terme qui fait la liaison entre les régions et les
observations. Le modele le plus naturel est de considérer chaque classe comme une dis-
tribution gaussienne. De cette facon, les régions sont caracterisées par la moyenne et la
variance de la distribution normale correspondante. D'un autre coté, on peut introduire
ces distributions dans le modele markovien comme la fonction potentielle des cliques
d’ordre un. Ce modele est capable de segmenter correctement les images de niveau de
gris.

Nous remarquons que dans le cadre markovien, on peut détecter les régions et les
contours en méme temps par l'introduction de processus de ligne [29, 84]. Cependant,
nous n’avons pas utilisé ce modele car notre but a été de construire un modele universel
facilement utilisable et d’étudier les implantations multiéchelles et hiérarchiques.

Sommaire par chapitres

Au Chapitre 1, nous traitons les fondaments des champs de Markov. Nous pré-
sentons aussi la théorie de la décision bayesienne et définissons les notions de base:
probabilité, variables aléatoires, distribution, densité, convergence des variables aléa-
toires, distribution gaussienne, processus stochastique, etc. ..

Au Chapitre 2, nous présentons les modeles markoviens dans un cadre général, ap-
pelé étiquetage d’images. Nous présentons des méthodes multi-grilles et nous proposons
un nouveau modele markovien hiérarchique.

Au Chapitre 3, nous étudions les algorithmes d’optimisation combinatoire. Puisque
les modeles markoviens exigent la minimisation d’une fonction non-convexe, le resultat
final dépend fortement de ’algorithme d’optimisation utilisé. Nous présentons quelques
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6 Introduction

méthodes de relaxation stochastiques et déterministiques ainsi que des techniques de
parallélisation. Nous proposons un algorithme de recuit multi-température dont la
convergence a été démontrée [47] par la généralisation du théoreme de Geman et Ge-
man [29]. Nous proposons également un algorithme déterministe appelé Dynamique de
Metropolis modifiée qui est un bon compromis entre la qualité et le temps de 'exécu-
tion. L’étude mathématique de I'algorithme a été établie sous forme de théoreme.

Au Chapitre 4, nous proposons quelques méthode d’estimation des parametres en
particulier pour le modele hiérarchique et nous appliquons les algorithmes aux pro-
blemes de segmentation monogrille et hiérarchique non-supervisé.
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Fondements

ans ce chapitre, nous discutons les prin-
D cipaux fondements des champs de Mar-
kov d'un point de vu mathématique et phy-
sique. La théorie des champs markoviens a été
inspirée par le méchanique statistique (modéle
d'lsing). Dans le traitement d'images, nous
utilisons les mémes termes: énergie, potentiel,
température. .. Bien siir, le sens des mots est
différent de celui utilisé en mécanique statis-
tique.

Nous nous intéressons aussi a la théorie de
la décision au sens bayesien qui est la base de

I'estimation du Maximum A Posteriori (MAP)
largement utilisé dans |'étiquetage d'images.
Nous définissons quelques notions comme la
probabilité, les variables aléatoires, la distribu-
tion, la densité, les processus stochastiques, la
convergence des variables aléatoires, etc...La
distribution gaussienne est présentée en dé-
tails car c'est la distribution la plus souvent
utilisée dans la traitement d'images.

Le contenu de ce chapitre est fondé sur
le livre de Papoulis sur la théorie de probabi-
lité [70].




10 Chapitre 1. Fondements

1.1 Probabilité et variables aléatoires

Notons 'événement certain par I (celui qui se produit dans chaque essai). Considérant
deux événements A et B, AU B note I’événement ou tous les deux se produisent. A et
B sont mutuellement exclusifs s’ils ne peuvent pas se produire au méme temps. Nous
définissons la probabilité comme une mesure:

Définition 1.1.1 (Probabilité) La probabilité d’un événement A est le nombre
P(A) satisfaisant les axiomes suivantes:

(i) P(A) est positif: P(A) >0
(ii) La probabilité d’événement certain est 1: P(I) =1

(iii) Si A et B sont mutuellement exclusifs , alors P(AU B) = P(A) + P(B)

Définition 1.1.2 (Variable aléatoire) Une variable aléatoire X est une fonction
dont le domaine est l'espace I, qui assigne le nombre X (£) a chaque événement
élémentaire ¢ € 1 tel que:

(i) L’ensemble {X < x} est un événement pour tous les x.

(ii) La probabilité des événements {X = +o00} et {X = —oo} est égale a zéro.

Maintenant, nous définissons quelques fonctions utiles pour caractériser les variables
aléatoires.
Définition 1.1.3 (Distribution) Etant donné une variable aléatoire X, la fonction

Fx(x) = P{X <z} (1.1)

est appelée la fonction de répartition (ou distribution) de X pour tous les x €
(—OO, OO) .

Définition 1.1.4 (Densité) Etant donné une variable aléatoire X, la dérivé de sa
distribution Fx(x):

) = ) (12

est la fonction de densité de X.

Les parametres les plus importants d'une variable aléatoire sont I'espérance mathé-
matique (ou la valeur moyenne) et la variance.
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1.1. Probabilité et variables aléatoires 11

Définition 1.1.5 (L’espérance mathématique) L’espérance mathématique d’une
variable aléatoire X est I'intégral

E{X} = / T (@) dz (1.3)
ou f(z) est la fonction de densité de X.

Définition 1.1.6 (Variance) La variance d’une variable aléatoire dont la moyenne
est 11 est donnée par:

o= B{(X —p)*) = [ (=S (1.4)

o est appelée I'écart type.
On peut spécifier les statistiques d’une variable aléatoire en utilisant ses moments:

Définition 1.1.7 (Moments) Les moments my, d’une variable aléatoire X sont dé-
finis par:

my, = B{X"} = /O:o 2* f(x)dx

Nous considérons deux variables aléatoires et définissons la distribution jointe et la
densité jointe. Nous remarquons que ces définitions peuvent étre généralisées a plusieurs
variables aléatoires.

Définition 1.1.8 (Distribution jointe) La distribution jointe des variables aléa-
toires X and Y est définie par

Fyy(z,y) = P{X <2,Y <y}

Les distributions Fx(x) et Fy(y) sont appelées les marginales.

Définition 1.1.9 (Densité jointe) Supposons que Fxy (x,y) soit différentiable jus-
qu’a l'ordre deux. La densité jointe de X et Y est donnée par

82P’XY('I7 y)

1.
0x0y (1.5)

fxy(z,y) =

These de doctorat, 1994



12 Chapitre 1. Fondements

Définition 1.1.10 (Covariance) La covariance des deux variables aléatoires X et
Y est définie par

covyy = E{(X — pux)(Y — py)} (1.6)

et le rapport

E{(X —px)(Y —py)}  _ covxy (1.7)

T JBIX — i P E((Y — ) oxov

est appelé le coefficient de corrélation.

Dans les paragraphes suivantes, nous discutons la théorie de la probabilité baye-
sienne. L’idée générale dans cette théorie est que toutes les probabilités sont condition-

nelles. Cependant, pour simplifier les notations, nous allons utiliser P(A) au lieu de
P(A|.).

Définition 1.1.11 (Probabilité conditionnelle) Etant donné un événement C' dont
la probabilité est positive, la probabilité conditionnelle de A sachant C' est définie
par:

P(ANC)

P(AIC) = =5

(1.8)

Il y a deux regles pour manipuler les probabilités: la regle de multiplication et la regle
d’addition:
La regle de multiplication: — P(A, B|C) = P(A|C)P(B|A,C) (1.9)
La regle d’addition: ~ P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(A, B|({).10)
La regle de I’addition a un role important dans le théoreme suivant:

Théoréme 1.1.1 (Probabilité totale) Etant donné n événements A, ..., A, mu-
tuellement exclusifs dont la somme est ’événement certain:

ANA; =0 Vi#j, i=1...n

L’équation suivante est satisfaite pour n’importe quel événement B:

P(B) = 3 P(BIA)P(A) (1.11)

=1
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1.2. La distribution gaussienne 13

Le théoreme le plus important dans la théorie de probabilité bayesienne est le suivant:

Théoréme 1.1.2 (Bayes)

P(B]A)P(A)

P(AIB) = =55

La probabilité P(A|B) est appelée la probabilité a posteriori et P(A) est la probabilité
a priori de A.

Définition 1.1.12 (Distribution conditionnelle) Etant donné un événement C
dont la probabilité est positive. La distribution conditionnelle d une variable aléatoire
X est donnée par

P{X <z,C}

Fx(e]C) = PLX <210} = =55

(1.12)

Définition 1.1.13 (Independence conditionnelle) X est conditionnellement in-
dépendent de X, sachant X3 si

f(x1, 20lw3) = f(w1]23) f(w2]23) (1.13)

1.2 La distribution gaussienne

Définition 1.2.1 (Distribution normale) Une variable aléatoire a une distribu-
tion normale si sa fonction de densité est une gaussienne (voir Figure 1.1)

f@) = — exp(—w> (1.14)

2mo 202

ou p est la moyenne (Définition 1.1.5) et o est ’écart type (Définition 1.1.6).
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14 Chapitre 1. Fondements

-

Figure 1.1: Fonction de densité d’une va- Figure 1.2: Densité jointe des deuxr va-
riable aléatoire normale. riables aléatoires normales

Définition 1.2.2 (Distribution jointe normale) Deux variables aléatoires X et
Y ont une distribution jointe normale si leur fonction de densité est donnée par (voir
Figure 1.2)

ag( oxOoy oy

exp | — 20 =17 . (1.15)

fla.y) :
T,y) =
Y 2noxoyv1 — r?

((ﬂ»’—ux)2 _ 2r(z—px)(y—py) + (y—;éy)2>

ou x, iy sont les moyennes et ox, oy sont les écart types de X et Y respectivement.
r est le coefficient de corrélation (cf. Définition 1.1.10).

On peut montrer que si deux variables aléatoires ont une distribution jointe nor-
male alors elles sont aussi marginalement normales. L’inverse n’est vrai que si elles
sont conditionnellement indépendentes. Pour la dimension n, la distribution jointe est
donnée par:

. 1 1, . 1,0 o
Pt sn) = (&) = s exp (=5 (= AT 1)) (1.16)
@)
ol
11 ... O1n 251
S=| ... ... .|, =] : (1.17)
O-TL]. O_TLTL /’l’n

Zoltan Kato



1.2. La distribution gaussienne 15

Si les variables aléatoires X; sont non-corrélées alors leur matrice de covariance >
est une matrice diagonale, et leur fonction de densité peut étre factorisée:

[z, w2, 23) = f(21,22) f(3) (1.18)

Pour l'estimation des parametres (voir Chapitre 4), il sera tres utile d’étudier la fonction
de densité normale d’un point de vue géométrique. Le lieu des points du plan XY, tel
que f(z,y) est constant, est donné par I’équation suivante:

(v —px)* 2r(@—px)ly—pv) | (y—mv)’ _

2 + 2

(1.19)

qui défini un ellipse de centre (ux, py) (voir Figure 1.3).

Dans les paragraphes suivants, nous discutons les for-
mules récursives pour calculer les moments des variables
aléatoires normales. Ces formules seront utilisées dans
les algorithmes d’estimation des parametres (cf. Cha-
pitre 4). Pour une variable aléatoire normale avec une %Y
moyenne nulle, les formules suivantes donnent les mo-
ments:

B{X"} — { 1-3-+-(n—1)0™ pour n pair 1.90) y ey -

0 pour n impair
. 1-3---(n—1)0™ pour n =2k Figure 1.3: En-
ERXTY = { \/%2’%!02’”1 pour n impfgllr'm) semble des points ou f(z,y)
est constante.
Dans le cas général, nous avons une formule qui est la
fonction de la valeur moyenne p et la variance o2:

k(k

—1 o?
my = E{X"} = 2)/0 my_odo® + pF avec mo = 1 et my = p (1.22)

Pour les moments centraux 7, nous pouvons obtenir une formule similaire:

b _ k(E—1) 1o 2
me = E{(x — p)"} = T/o Ng—odo” avec ng =1 et n =0 (1.23)

Les moments joints de deux variables aléatoires normales de covariance ¢ (voir Défini-
tion 1.1.10) sont donnés par:

E{X*YYy = ki /0 " EIXRY e+ B{XM}E{Y!) (1.24)
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16 Chapitre 1. Fondements

1.2.1 Bruit blanc

Un modele de bruit utile dans le traitement d’images est le bruit blanc [42]. La
séquence { X7, Xy, ...} est blanche si elle est une séquence de Markov:

Si nous supposons que les X sont des variables
aléatoires normales, la séquence { X7, Xo, ...} est
appelée bruit blanc gaussien. En pratique, nous
utilisons ce modele. Etant donné que les X sont
indépendentes, la matrice de covariance est dia-
gonale et positive semidéfinie. En général, le bruit
est caractérisé par le rapport Signal/ Bruit (S/B)
qui est mesuré en dB par ’équation suivante:

Figure 1.4: Image bruitée (3dB).

2
S/BendB =10lg (U’m“ge> , (1.26)

o2

Ol Ojmage €st la variance de I'image. Dans la Figure 1.4, nous montrons une image
bruitée par 3dB de bruit blanc gaussien.

1.3 Convergence et la loi des grands nombres

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions variées de la convergence des variables
aléatoires.

Définition 1.3.1 (Convergence avec probabilité 1) La séquence X,, converge vers
X avec une probabilité de 1 si ’ensemble des événements & tel que

lim X, () = X(€) (1.27)

n—oo

a une probabilité égal a 1. On peut donc écrire
P{X, — X} =1 pourn — oo (1.28)
Définition 1.3.2 (Convergence dans le sens des moindre carrés) La séquence

X, converge vers X dans le sens des moindre carrés si

lim F{|X, — X]*)} =0 (1.29)

n—oo
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1.4. La théorie de la décision 17

Définition 1.3.3 (Convergence en Probabilité) Considérons la probabilité de | X,,—
X| > € pour un nombre ¢ > 0: P{| X, — X| > €}. Si elle converge vers zéro pour
chaque e,

Ve >0: TllLIglOP{|Xn—X| >eb=0 (1.30)

alors la séquence X,, converge vers X en probabilité.

Définition 1.3.4 (Convergence en distribution) Soit F,(z) et F(x) la distribu-
tion (ou la fonction de répartition) de deux variables aléatoires X,, et X, respecti-
vement. Si

lim F,(z) = F(z) (1.31)

n—oo

pour chaque point z tel que F(x) est continue, alors X,, converge vers X en distri-
bution.

Un théoreme important en statistique est la loi des grands nombres:

Théoréme 1.3.1 (Loi des grands nombres) Si la probabilité d’'un événement A
est p dans un essai et ’essai est répété n foi, alors pour € > 0 quelconque,

n—oo

lim P{]i—plge}zl (1.32)

ou k égal au nombre des succés de A

1.4 La théorie de la décision

La théorie de la décision est une approche pour étudier les problemes des mathéma-
tiques statistiques [24] qui est fortement liée & la théorie des jeux.

Définition 1.4.1 (Jeu) Un Jeu de deux joueurs a somme zéro est composé des
éléments suivants:

(i) © — L’ensemble des états possibles.
(ii) A — L’ensemble des actions possibles.

(iii) L(V,a) — Une fonction de perte défini sur © x A.

Un jeu composé de ces éléments est noté par (0, A, L).
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18 Chapitre 1. Fondements

Définition 1.4.2 (Fonction de risque) La valeur moyenne de L(¥,d(X)), quand
¥ est I'état vrai, est appelée la fonction de risque:

R(,d) = E{L(®,d(X))|9} = / L9, d(X))dP(x|9) (1.33)

Définition 1.4.3 (Reégle de décision) La fonction d(x) : X — A est une régle
de décision si la fonction de risque est finie pour tous les 9 € ©.

Apres les notations générales, nous nous intéressons a la décision bayesienne:

Définition 1.4.4 (Risque de Bayes) Le risque de Bayes de la régle de décision ¢
par rapport a la distribution a priori P est donnée par

r(P,5) = E{R(Y,5)}, (1.34)

ou Y est une variable aléatoire sur © avec une distribution P.

Définition 1.4.5 (Régle de décision bayesienne) Etant donné une distribution
a priori P, §g est une regle de décision bayesienne par rapport a P si

r(P,d) = i%fT’(P, J). (1.35)

La valeur r(P, dy) est appelée le risque bayesien minimal.

1.5 Processus stochastiques et chaines de Markov

Tout d’abord, nous définissons les processus stochastiques et ensuite nous étudions les
chaines de Markov qui seront utilisées dans le Chapitre 3 pour la démonstration de la
convergence des algorithmes de relaxation.

Définition 1.5.1 (Processus stochastique) A chaque événement & € I, nous at-
tribuons une fonction de temps X (t,€). La famille de ces fonctions est appelée un
processus stochastique.

L’autocorrélation d’un processus stochastique X (¢) est le moment joint des variables
aléatoires X (t1) et X (t2):

R(t1,ts) = B{X(t1)X (t2)} (1.36)
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1.5. Processus stochastiques et chaines de Markov 19

L’auto-covariance est la covariance de X (t1) et X (to):

C(ty,t2) = B{(X(t1) — pu(t1))(X(t2) — p(t2))} (1.37)

En combinant les deux équations précédentes, nous obtenons:

C(ti,ta) = R(t1,t2) — p(t)p(t) (1.38)

Définition 1.5.2 (Processus strictement stationnaire) Un processus est stric-
tement stationnaire si les processus X (t) et X (t+€) ont les mémes statistiques pour
n’importe quel e.

Définition 1.5.3 (Processus faiblement stationaire) Un processus est faiblement
stationaire si sa valeur moyenne est constante et son autocorrelation ne dépend que
der =t; —ty:

E{X(t)}y=pu, E{X({t+rXt)}=R(r) (1.39)

1.5.1 Chaines de Markov

Définition 1.5.4 (Processus markovien) Un processus stochastique X (t) est un
processus markovien si pour chaque n et pour chaque t; <ty < --- <t,, on a

P{X(t) < n| X (tnr), .., X (1)} = PIX(t,) < 20| X (ta_1)} (1.40)

Définition 1.5.5 (Chaine de Markov) Soit {X;} = X1, X,...,X,,... une sé-
quence des variables aléatoires avec les valeurs possibles ay, . ..,ay. Si la propriété
markovienne est satisfaite:

P{Xn = ain|Xn_1 = Qj, gy - ,Xl = ail} = P{Xn = a,-n|Xn_1 = ain_l} (141)

alors {X;} est une chaine de Markov.

Les probabilités conditionnelles et non-conditionnelles sont notées par

pi(n) = P{X, =a;} (1.42)
Pij(n,s) = P{X, =a|Xs;=aqa;} (1.43)
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20 Chapitre 1. Fondements

Les probabilités conditionnelles P;;(n, s) sont aussi appelées les probabilitiés de transi-
tion. Les équations suivantes montrent les propriétés évidentes:

N

pi(n) = > Piy(n, s)pi(s) (1.44)

Jj=1

imn) - (1.45)

N
S P, 1 (1.46)
i=1
Les équations de Chapman-Kolmogorov sont données par:
N
Z e (10,7) Pej (7, ) (1.47)

Les probabilités de transition P;;(n, s) peuvent se mettre sous une forme matricielle et
les probabilités non-conditionnelles p;(n) sous une forme vectorielle:

Pii(n,s) Pia(n,s) ... p1(n)
P(n,s) = Pm(.n,s) P22(.7%5) auE pi(n) = p2('n) (1.48)

Définition 1.5.6 (Chaines homogeénes) Siles probabilités conditionnelles P,;(n, n+
1) ne dépendent pas du parameétre n, alors la chaine est homogéne et les probabilités
de transition Pj;(n,n + 1) sont notées par P;;.

Définition 1.5.7 (Distribution stationnarie) Siles probabilités non-conditionnelles
pi ne dépendent pas de n, c’est a dire

Vn: pp = pk (1.49)
alors la distribution py, est stationnaire.

Définition 1.5.8 (Chaine irreducible) Une chaine de Markov est irréductible si
pour toutes les paires des états (a;,ay), on peut accéder aj, a partir de a; avec une
probabilité positive pour un nombre fini des transitions:

Vaj,a, In: e > 0. (1.50)
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1.6. Champs de Markov 21

Définition 1.5.9 (Apériodicité) Une chaine de Markov est apériodique si pour
tous les états a;, le plus grand diviseur commun des entiers n > 1, tel que P} > 0,
egal a 1.

Définition 1.5.10 (Ergodicité faible) Une chaine de Markov inhomogeéne est fai-
blement ergodique si pour tous les m > 1:

lim (Py(m,n) — Pjr(m,n)) =0 (1.51)

n—oo

Définition 1.5.11 (Ergodicité forte) Une chaine de Markov inhomogéne est for-
tement ergodique s’il existe un vecteur m, satisfaisant:

om=1, Vi:m>0, (1.52)
tel que pour tous les m > 1:
lim Py;(m, n) = m;. (1.53)

1.6 Champs de Markov

L’utilisation des champs de Markov est devenue populaire depuis la publication des
résultats de Geman et Geman [29] en 1984. Nous discutons ici les fondements de la
théorie des champs markoviens (MRF) [55, 79, 68, 22]. Nous définissons les MRF de la
fagon la plus générale sur les graphes. Soit G = (S, &) un graphe o S = {1, $2,...,5n}
est ’ensemble des sommets (ou des sites) et £ est 'ensemble des arétes.
Définition 1.6.1 (Voisins) Deux points s; et s; sont voisins s’il existe une aréte
e;; € € entre eux. I'ensemble des points qui sont voisins d’un site s (c’est a dire le
voisinage de s) est noté par V.

Définition 1.6.2 (Systéme de voisinage) V = {V; | s € S} est un systéme de
voisinage pour G si

(i) s € Vs

(ii)) sV, & r eV
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22 Chapitre 1. Fondements

A chaque site du graphe, nous attribuons un étiquette A\ appartenant a un ensemble
fini des étiquettes A. Un tel étiquetage est appelé une configuration w qui a une certaine
probabilité P(w). La restriction de w & un sous-ensemble 7" C S est notée par wr et
ws € A désigne I'étiquette attribuée au site s. Aux paragraphes suivants, nous nous
interessons aux mesures de probabilié assignés a ’ensemble de toutes les configurations
possibles Q.

Définition 1.6.3 (Champ de Markov) X est un champ de Markov (MRF') par
rapport a 'V si

(i) pour tous les w € 2: P(X = w) > 0,

(ii) pour tous les s € S et w € Q:
PXs=ws | X, =wp,r#8)=P(Xs =ws | X; = w,,r € V).

Définition 1.6.4 (Clique) Un sous-ensemble C' C S est un clique si chaque paire
de sites dans C' est voisine. C note I'ensemble des cliques et deg(C) = maxcec | C' .

En utilisant la définition précédente, nous pouvons définir une mesure de Gibbs sur §2.
Soit V' une fonction potentielle qui assigne un nombre Vi (w) a chaque sous-configuration
we. La fonction d’énergie sur € est définie par:

Uw) = —szVT(w). (1.54)

Définition 1.6.5 (Distribution de Gibbs) La distribution de Gibbs est une me-
sure de probabilité w sur ) avec la représentation suivante:

r(w) = ;exp (—U(w)), (1.55)

ou Z est la constante de normalisation:

Z =Y exp(~Uw)),

Le théoreme suivant fait la liaison entre les champs de Markov et la distribution de

Gibbs [9, 68].
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Cliques: 8%0/0

© 00g 80058 28" 63
Figure 1.5: Systéeme de wvoisinage d’ordre Figure 1.6: Systéme de wvoisinage d’ordre
umn. deuz.

Théoréme 1.6.1 (Hammersley-Clifford) X est un champ de Markov par rapport
au systéme de voisinage V si et seulement si m(w) = P(X = w) est une distribution
de Gibbs, c’est a dire

(w) = 1exp< S Vol(w) ) (1.56)

ceC

1.6.1 Schémas spatiaux

Les schémas spatiaux sont les plus souvent utilisés en traitement d’images. Dans ce cas,
nous considérons S comme une grille £ telle que Vs € S : s = (4, j) et nous définissons
les systemes de vosisinage homogenes d’ordre n:

vro= {Vi, () € L}, (1.57)
Viy = {(kD)el:(k—i)>+(1—-j)?<n} (1.58)
Il est clair que V' = S et pour tous les n > 0 : V" C V"L, La Figure 1.5 montre

un systeme de voisinage d’ordre un (n = 1). Les cliques sont {(z,7)},{(i,7), (4,5 +
D} {(i,7), (i4+1,4)}. En pratique, les systemes de voisinages d’ordre superieur a deux
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ne sont pas utilisés car leur fonction d’énergie est trop compliquée et ils nécessitent un
temps de calcul élevé.
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Modeles markoviens d’images

a vision pré-attentive se réfere aux taches
L de traitement des images digitales, trai-
tant directement de larges quantités des pixels.
Le but d'un tel traitement est de transformer
les données en attributs significatifs (contours,
texture, régions, etc...).

Les algorithmes utilisés sont souvent dés-
tinés a une seule application et parfois mis
au point dans un environment spécifique. Un
cadre général dans la vision pré-attentive est
I'étiquetage d'images ol nous voulons associer
une étiquette a chaque pixel. Le sens de cet
étiquette dépend du probleme traité. Pour la
restauration d'images, il représente les niveaux
de gris; pour la détection de contour, il repré-
sente la présence ou la direction d'un élément
de contour; pour la segmentation d'images,
il représente les classes ou régions; etc...Le
probléeme de base est comment choisir une
étiquette pour chaque pixel. Notre approche
est probabiliste: nous attribuons I'étiquette la

plus probable a chaque pixel. Pour cela, nous
avons besoin d’'une mesure de probabilité sur
I'ensemble des étiquetages possibles. Dans les
images réelles, les pixels voisins ont souvent
une intensité similaire. Dans un cadre probabi-
liste, cette régularité est bien exprimée par les
champs de Markov. Une autre raison pour uti-
liser les modeles markoviens est le théoreme
de Hammersley-Clifford qui permet de définir
les champs markoviens par les énergies poten-
tielles. Dans le probleme d'étiquetage, nous
cherchons I'estimateur Maximum A Posteriori
(MAP) du champ des étiquettes.

Malheureusement, trouver un tel étique-
tage est une tache tres difficile. L'utilisation
des modeles multi-grilles, proposée par les au-
teurs, rend le probleme de minimisation plus
facile. Nous proposons un nouveau type de
modele multi-grille que nous appelons modele
markovien hiérarchique. ce modele permet de
travailler avec des cliques contenant des sites
éloignés pour un cofit raisonable.
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28 Chapitre 2. Modeles markoviens d'images

2.1 Un Modele markovien général d’images

Nous présentons ici la formulation mathématique générale d’'un modele markovien
d’images. Soit R = {ry,72,...,ry} Uensemble des sites et F = {F, : r € R}
I'ensemble des données (ou observations) sur ces sites. L’ensemble de toutes les ob-
servations possibles f = (f.,, fray- -+, fry,) €St noté par ®. Nous avons un autre en-
semble des site S = {s1,82,...,Sn}, chacun de ces sites peut prendre une étiquette
A ={0,1,..., L — 1}. L’espace des configurations {2 est 1’ensemble de tous les éti-
quetages possibles w = (ws,, ..., wsy),ws € A. Les deux ensembles R et S ne sont pas
nécessairement disjoints (par exemple le modele de restauration de Geman [29] qui
contient un processus de ligne). Notre but est de modéliser les étiquettes et les obser-
vations avec un champs aléatoire joint (X, F) € Q x ®. Le champ X = {X,}ses est
appelé le champ des étiquettes et F = {F, },.cr est appelé le champ des observations.

2.1.1 L’estimation bayesienne

Tout d’abord, nous construisons un estimateur bayesien de champ des étiquettes. Nous
pouvons exprimer la probabilité jointe ainsi que la probabilité conditionnelle par les
distributions a priori et a posteriori:

Prrw, f) = Pra(f|w)Pr(w) (2.1)
Pur(w| ) — PX];((Q}’) ) Pf|x(£lEU;)Px( w) (2.2)
P(f) est constant car la réalisation du champ des observations est connue:
Pyip(w| f) o< Pra(f | w)Px(w) (2.3)
L’estimateur est donné par la fonction de décision 0 suivante: (voir Paragraphe 1.4):
by d—Q (2.4)
f=o(f)=w (2.5)

Le risque de Bayes est donné par

r(Px,0) = E{R(w,0(f))} (2.6)
ou R(w,d(f)) est la fonction de cott. En utilisant la Définition 1.4.5, I'estimateur doit
avoir un risque de Bayes minimal:

W = arg mm/ R(w,w")Pyjr(w | f)dw (2.7)
we

Dans les paragraphes suivants, nous présentons les trois estimateurs bayesiens les plus
connus [63].
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2.1. Un Modéle markovien général d'images 29

2.1.1.1 Maximum A Posteriori (MAP)

L’estimateur MAP est le plus souvent utilisé en traitement d’images. Sa fonction de

cout est définie par:
R(w,w") =1—- Ay (w), (2.8)

ol A, (w) est la masse de Dirac en w'. Il est claire que cette fonction donne le méme
cout pour chaque configuration différente de w’. En utilisant ’Equation (2.7) et I'Equa-
tion (2.8), 'estimateur MAP du champ des étiquettes est donné par

WMAT = argmax Pyi#(w|f). (2.9)

Cet estimateur, pour une observation donnée, fournit les modes de la distribution a
posteriori. Cependant, I’Equation (2.9) pose un probleme d’optimisation combinatoire
et par conséquence, exige 1'utilisation d’algorithmes spécifiques tel que le recuit simulé
(voir Chapitre 3).

2.1.1.2 Modes a posteriori marginales (MPM)

La fonction de cotit de I'estimateur MPM est définie par:
R(w,w') => (1 — Ay (wy)). (2.10)
seS

Nous remarquons que cette fonction est reliée au nombre des sites s € S ol w, # wr.
La solution de I’ Equation (2.7) est donnée par:

Vs €S oMM = arg max Px,r(ws | f), (2.11)
qui permet de déterminer la configuration qui maximise a chaque site la distribution

marginale a posteriori Px,#(. | f).

2.1.1.3 Champ moyen (MF)

La fonction de cott est donnée par:

R(w,w') = (ws — wl)>. (2.12)

seS
En utilisant 'Equation (2.7) et I'Equation (2.12), on a:

VseS: oM = /EQ wsPxr(w | f)dw, (2.13)

qui est la valeur moyenne conditionnelle de X sachant F = f, c’est a dire le champ
moyen de X.
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30 Chapitre 2. Modeles markoviens d'images

2.1.1.4 La distribution a priori

Supposons que X est un MRF avec le systeme de voisinage V' = {V. : s € S} dont la
distribution est définie par:

PX =w) = ;exp (—=U'(w)), (2.14)
Ulw) = Y Viw) (2.15)
cec!

ou U'(w) est la fonction d’énergie (voir Paragraphe 1.6). Cette représentation utilise
pour la définition de la probabilité a priori la distribution de Gibbs dont I'avantage est
que l'on peut travailler avec les énergies potentielles sur les cliques au lieu de I'énergie
globale.

2.1.1.5 Modele d’images dégradé et la distribution a posteriori

Les observations sont reliées au processus des étiquettes par le modele de dégradation
qui modélise la relation entre le champ des étiquettes X et le processus des observations
F. La plupart des problemes peuvent se formaliser par la fonction suivante [71]:

F=VY(H(X),N), (2.16)
Au niveau des pixels:
Vr e R: F. = V(H,(Xyu)), Ny) (2.17)

ou ¥(a,b) est une fonction inversible en a. H, est une fonction locale définie sur un
petit sous-ensemble (1) de S tel que ¥(r) € S,| ¥(r) |<| S |et v (s) = {r e R |
s € ¥(r)}. N est une composante aléatoire (par exemple un bruit blanc gaussien). Si
on suppose que la distribution de N est donnée par:

)= 11 Pn.() (2.18)

reR

alors, nous obtenons:

P]—'|X f | w H PNr r(wlb(r))?fr))' (219)

reR

En supposant que Py, (.) > 0 en chaque site r € R, la distribution conditionnelle du
champ des observations F sachant X, est définie par:

Prnlf | @) = exp (z (P (U (Hy (o). m») , (2.20)

reR
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2.1. Un Modéle markovien général d'images 31

En combinant I'équation précédente avec I'Equation (2.3) et ’Equation (2.14), la dis-
tribution a posteriori se met sous la forme suivante:

Prs(w | 1) ox o exp (z — In(Py, (U (Hy o), £) + 3 vaw) (2.21)
reR cec’

On remarque que la distribution a posteriori est aussi une distribution de Gibbs avec le
systeme de voisinage V le plus petit qui contient tous les cliques dans C’ et les ensembles

{(r),r € R}:
VSES:VSI( U w()\{s})UV; (2.22)

rey=1(s)
Notons la fonction d’énergie correspondante par U(w, f ):
Ulw, f) = > =Py, (I (H(wyn), f)) + Y Vélw
reR cec’
= > Vilwgw), fr) + D Vi(w (2.23)
reR cec’

Nous définissons maintenant Vr(ww(r)), fr) d’'une maniere précise [71]:

(wdl 7“)) fT) - 7/’0")) + Z ‘/:977"<ws:fr)' (224>

sEP(r)

Donc, elle peut se mettre sous la forme

Y Vilwyw)s fr) = D0 Vilwym) + > > Virlws, fr) (2.25)

reR reR r€R s€y(r)
= Z V;"(wd)(r)) + Z Z VS,T(W& fr> (2'26)
reER s€Srey—1(r)

vs(wmfwfl(s))

(2.27)
Finalement, nous avons la fonction d’énergie suivante:
U<w7 f) = Z V;(ws, fw—l(s)) + Z VC(W) (228)
seS ceC

= Uilws, fy-1(5)) + Ua(w). (2:29)

ou les énergies potentielles Vi (w) des cliques sont définies par:

Vi(w) siC el et Cg{Y(r),reR}

Ve(w) = ¢ Vilwye)) siC'=1(r) et (r) ¢l (2.30)

VE(w) + Vi(wyey) st C=1(r) et (r) e’
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32 Chapitre 2. Modeles markoviens d'images

Si ’on suppose que I'image observée F en s ne dépend que du pixel s, I’Equation (2.28)
se simplifie: ¥(r) se réduit a s et le systeme de voisinage de la distribution a posteriori
est équivalent a celui de la distribution a priori.

2.2 Un modele de segmentation d’images

Dans cette partie, nous présentons le modele de segmentation utilisé dans nos expé-
riences. Le modele est tres simple parce qu’il n’utilise que les niveaux de gris. Notre but
a été de mettre au point un modele universel et d’étudier la mise en ceuvre multi-échelle
et hiérarchique de ce modele.

Nous cherchons I'étiquetage @ qui maximise la probabilité a posteriori P(w | F),
c’est & dire estimateur MAP du champ des étiquettes (cf. Paragraphe 2.1.1).
1

Plw|F) = %P(}" | w)P(w). (2.31)

P(F) ne dépend pas de 'étiquetage w et nous supposons que

P(F|w) =TI P(fs|ws). (2.32)

seS

L’étiquetage recherché sera donné par

w = argmax [[ P(f; [ws) ] exp(=Ve(we)) - (2.33)
SES ceC

Cette équation montre que la probabilité a posteriori définit également un champ mar-
kovien. En supposant que P(fs | ws) est gaussien, que la classe A € A = {0,1,...,L—1}
est représenté par sa valeur moyenne i et sa variance oy, la fonction d’énergie devient
(cf. Equation (2.29)):

Uy(w,F) = > <1n(\/%aws) + W) (2.34)

2
seS 20-(05

et Up(w) = > Va(we) (2.35)

ceC
N —f sl ws; = w,
ou ‘/2(WC’> = ‘/{s,r}(w&wr) = { ﬁ

B sie £o (2.36)

ou 3 est 'hyperparametre qui control I’homogénité des régions. Nous avons 2L + 1
parametres notés par le vecteur®:
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2.2. Un modele de segmentation d'images

M RF image segmentation model

!

Find MAP estimate
(Simulated Annealing, for instance)

!

'1

h

Figure 2.1: Processus de segmentation supervisée.
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34 Chapitre 2. Modeles markoviens d'images

Ho

H1
Yo :

o—| M || (2.37)

: - 0o '
VoL, :

Or—1

&)

Lorsque les parametres sont connus, le processus de segmen-
1 5 3 a4 tation est appelé supervisé. Dans le cas contraire, le processus
est appelé non-supervisé La segmentation non-supervisée sera
discutée dans le Chapitre 4.

Pour la segmentation supervisée, nous avons un ensemble
d’apprentissage donné (petites sous-images), chacun représente
une classe (voir Figure 2.2). En utilisant la loi des grands
nombres (voir Paragraphe 1.3), les statistiques des classes (la
moyenne et la variance) seront estimées par la moyenne et la
VaAriance empiriques:

Figure 2.2: Ensembles

d’apprentissages sur 1
une image synthétique. VYA eA: My = N Z fss (2.38)
A SES)H
1
R= g D (239)
| A | seSH

ou S, est I’ensemble des pixels appartenant a ’ensemble d’apprentissage de la classe A.
Le parametre (3 est initialisé d'une fagcon empirique. Dans la Figure 2.1, nous présentons
un exemple de processus de segmentation supervisée.

2.3 Un modele markovien multi-échelle

Ce modele a été proposé par Perez et al. [38, 37| pour la détection du mouvement.

Zoltan Kato
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O/ DS DS

| T AW A A
F O /S VS /D

o 7070 <

/) 2/ 8/ /O

Figure 2.3: L’isomorphisme ® entre B' et S°.

2.3.1 Description générale

Supposons que § = {s1, S2,...,sx} est une grille W x H, telle que
S=L={(,)):1<i<Wetl1<j<H} (2.40)

ou W = w", H = h™. Soit V un systeme de voisinage sur ces sites et X un champ
de Markov sur V avec la fonction d’énergie U et les énergies potentielles {Vi}oece. Le
processus suivant génere un modele multi-échelle:

1. Soit B =S et O, = Q.

2. Pour tous les 1 <i < M (M = inf(n,m)), S est divisé en blocs de taille w' x h'.
Ces blocs forment une échelle B* = {b}, ... by} (N; = N/(wh)").

Les étiquettes assignées aux sites d'un bloc sont les mémes. L’étiquette commune du
bloc b, est notée par wj € A. Cette contrainte engendre un espace de configuration €
qui est un sous-ensemble de ’espace originale €. Il est clair que pour chaque 0 < i < M:

QZ'CQZ'_1C"'CQ()EQ.
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36 Chapitre 2. Modeles markoviens d'images

Considérons maintenant le systeme de voisinage & une échelle 4. Il est claire que b},
et b} sont voisins si et seulement si il existe deux voisins s € S et r € S tel que s € b},
et 7 € bj. Nous avons donc les mémes cliques que dans C. Les cliques sont définies de la
maniere suivante. Soit d = deg(C). Pour 1 < j < d, I'ensemble des blocs C} contenant
J sites sur 1’échelle i est une clique de l'ordre j si il existe une clique C' € C (c’est a
dire une clique sur 1’échelle la plus fine) telle que:

1. Ccc { b
b, €Ct
2. W eCi:Cnb£0.
L’ensemble des cliques sur 1’échelle i est noté par C* (C° = C). L’ensemble de toutes les
cliques, qui satisfait 1 et 2 pour C’j’: donné, est noté par D C C.
J

Partageons I’ensemble originale C en les ensembles disjoints suivantes: Pour chaque
1 <5 < d, soit .A; I’ensemble des cliques C' € C pour lesquels il existe une clique C’;
(c’est a dire une clique d’ordre j sur I'’échelle i) qui satisfait 1 et 2. En considérant la
définition de D et A, nous obtenons:

A= U Dei. (2.41)

ciec
En utilisant cette décomposition, la fonction d’énergie U peut étre écrite comme:

Uw)=Y Velw) = > Volw)+-+ > Vo(w) (2.42)

cecC CeAl CeA;,
= > > Vel ++ D Y Velw) (243
ciecr CGDci Cieci CeDCZ-l

L’avantage principale de cette décomposition est que 'on peut dériver les énergies
potentielles sur des échelles grossieres par un calcule simpl a partir de celles sur 1’échelle

la plus fine. Si nous notons les potentiels d'une clique C’} d’ordre 5 a I’échelle ¢ par Véf,
. J
nous obtenons a 1’échelle B* les potentiels suivantes:
Bi
VEW= X Velw) (2.44)

CE'Dcz:

J
Pour simplifier notre modele, nous allons associer un site unique a chaque bloc. Ces
sites ont 'étiquette commune du bloc correspondant et forment une grille grossiere
S' qui est isomorphe a 1’échelle B* correspondant. L’espace des configurations =; =

Zoltan Kato



2.3. Un modele markovien multi-échelle 37

{& s € §,& € A} sur les échelles grossieres est isomorphe a ;. Il est clair, que
Z = Qy = Q. L’isomorphisme ® de S & B* n’est qu'une projection du champ des
étiquettes grossieres sur la grille la plus fine S = S:

Pt EZ—>Qz

& w=0'(¢). (2.45)

®’ garde le méme systéme de voisinage sur S¢ que sur B¢ et les cliques sur S* héritent
les potentiels des cliques définis sur B?. Ces grilles forment une pyramide ol le niveau

i contient la grille S§¢. L’énergie du niveau 7 (i = 0, ..., M) est donnée par:
Uiy = > Va() i=0,....M (2.46)
CcieCt
ot VEi(&) = VE(DY(EY)). (2.47)

L’algorithme multi-échelle va résoudre le probleme de minimisation en utilisant une
stratégie de descente dans la pyramide (voir Figure 2.5). Dans un premier temps, la
couche la plus élevée de la pyramide est résolue ensuite, le niveau inférieur est initialisé
par le résultat obtenu:

Algorithme 2.3.1 (Algorithme multi-échelle)

@ Soit B =8, Qy = Q et partageons S en blocs de la taille w' x h* (1 <i < M).
Assigner un site unique a chaque bloc, ces sites forment une grille grossiére.

2 Calculer les potentiels sur les grilles grossieres en utilisant I’Equation (2.47).

Soit i = M. Trouver le minimum global €M de U’ dans I’Equation (2.46).

@

@ Initialiser le couche i—1 par la projection de § sur 1 : ¢l = (P Lodi(£l),
et trouver le minimum &1 of U1,

(®) Arréter sii = 1, sinon retourner a Etape (4 aveci =i — 1.

Les avantages de cet algorithme sont clairs: chaque él donne un estimateur plus ou
moins bon du résultat final. De I'autre coté, les niveaux plus hauts sont plus simples
a résoudre car l'espace de configuration a moins d’éléments. Cet algorithme est par-
ticulierement bien adapté a des algorithmes déterministes de relaxation qui sont plus
sensibles a l'initialisation.
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38 Chapitre 2. Modeles markoviens d'images

o o O F 4. 1 projection

Figure 2.4: Les deux sous-ensembles de C Figure 2.5: Algorithme de relazation multi-

dans le cas d’un systéme de voisinage d’ordre  échelle.
1. a: C,i; b: Cli,l'

2.3.2 Un cas spécial

Dans ce paragraphe, nous examinons le modele multi-échelle présenté précédemment.
Supposons que le champ markovien soit défini sur un systeme de voisinage d’ordre 1
(voir Figure 1.5). La fonction d’énergie sera donnée par:

Ulw,F) =Ui(w,F) + Us(w). (2.48)

Uy (resp. Uy) désigne I'énergie des cliques d’ordre 1 (resp. d’ordre deux). La notation
Uy (w, F) signifie que les potentiels d’ordre un dépendent de ’étiquetage ainsi que de
I’observation.

Pour établir le modele multi-échelle correspondant, nous utilisons le processus décrit
au Paragraphe 2.3.1. Soit B' = {b{, ..., bl } I'ensemble des blocs et soit €; I'espace des
configurations sur 'échelle i (2; C ;1 C -+ C Qo = Q). L’étiquette associée au bloc
bt est notée par wi. Nous pouvons définir le méme systéme de voisinage sur B’ que sur
b, = b; ou

ICeC|CNb, £0et CY 0 (249)

bi. et b} sont voisins <= {

Maintenant, partageons ’ensemble original C en deux sous-ensembles disjoints {C}.} et

{62,1}3
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2.3. Un modele markovien multi-échelle 39

1. Les cliques appartenant au bloc b (voir Figure 2.4/a.):

C,={CecC|CcCb} (2.50)

2. Les cliques qui se trouvent entre deux blocs voisins {b, b} (voir Figure 2.4/b.):

Coo={CecC|CcC(bub)etCNb,#Dect CNb;#0} (2.51)

La fonction d’énergie peut étre décomposée de la facon suivante (voir Equation (2.48)):

Ul(wv"f) = Z‘/l(ws,fs)

s€eS
= Z Z ‘/l(wsa fs) = Z ‘/161(0027‘7?) (252)
bi B! sebl bi eB

V1BZ (WL ’-7:)

et UQ(CU) = Cz:cvé(wc)

= > > Vaw)+ > Y Va(we)

bzeBi C’EC}'C {bk,b }voisins Ceciyl
—————
B (i A
Vk (Wk) VkBJ (wk’wl)

= S VW + Y VB (W) (2.53)

b eB! {bk,b }voisins

Nous pouvons définir maintenant la pyramide (cf. Figure 2.3) ou le niveau 4 contient
la grille grossiere S qui est isomorphe a 1’échelle B. L’espace de configuration réduit
des grilles grossieres est noté par Z; = A™:.

Le modele sur les grilles 8 (i = 0,..., M) défini un ensemble des modeles multi-
échelles dont la fonction d’énergie est dérivée des Equations (2.52) et (2.53):

U'§,F) = UiI(E, F)+Us(€) (2.54)
avec Ui(§, F) = 20 (V7 (W, F) + Vi (i) = 3 Vi& ) (259)

keS? keSt
et U3(€) = > Vi(ww)= X Vi) (2.56)
{k,l}voisins Cieci

ot C" est une clique d’ordre deux correspondant a la définition dans Equation (2.49)
et C? est I'ensemble des cliques sur la grille S°.
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Parameters ©

l

Build coarse grids and compute coar se parameters

l

Find MAP estimates using a top down strategy
(A:minimization, B: initialization)

A
0> =

VB
-

15
:-L 1_>: L_1

Figure 2.6: Algorithme multi-échelle de segmentation d’images supervisée.
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2.3.3 Application a la segmentation d’images

Nous pouvons facilement adapter les équations obtenus dans le paragraphe précédent
au modele de segmentation présenté au Paragraphe 2.2. Pour simplifier les calculs, nous
supposons que la taille d’'un bloc est n x n (c’est a dire w = h = n). Nous obtenons
donc [48, 49, 46]:

Ui, F) = X Vi(&F)

steS?
ou VI(&: F) = D Vilws, fo) + Y Va(we)
seb’, cecl;
)2 ,
= > (10?;(\/27T0w3)+w> —p'p (2.57)
SEbii Ws
et Up(¢) = X Vi(ée)
Ci={ri,si}eCi
vrigei \ | =48 stw, =w;s
ou Vy(§ei) = { }ZED Vz(wr,ws)—{ B siw, £ w, (2.58)
T8 Ci

Les valeurs p’ et ¢* dépendent de la taille choisie des blocs et du systéme de voisinage. p
est le nombre des cliques appartenant au méme bloc sur I’échelle B¢ et ¢ est le nombre
des cliques qui se trouvent entre deux blocs voisins sur I’échelle B°. Si nous considérons
des blocs de la taille n X n et un systeme de voisinage d’ordre 1, on obtient alors:

p = 2n'(n' —1) (2.59)
¢ = n (2.60)

Dans la Figure 2.6, nous présentons un algorithme multi-échelle de segmentation
supervisée. Comme dans le cas mono-grille, nous avons deux entrées: I'image observée
et les parametres © = ©° définis dans I'Equation (2.37). Ensuit nous établissons la
pyramide et calculons les parameétres ©%(i = 1,..., M) sur les grilles grossieres. De
cette fagon, nous obtenons M + 1 fonctions d’énergie définies par I’Equation (2.57)
et I'Equation (2.58). En utilisant une stratégie descendante dans la pyramide, nous
minimisons les fonctions d’énergie et prenons 'étiquetage finale sur le niveau le plus
fin comme le résultat final de la segmentation.
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2.4 Le modele hiérarchique

Dans ce paragraphe, nous proposons un nouveau modele hiérarchique [47, 50, 48, 49,
46]. L’idée de base est de fournir une meilleure communication entre les différentes
niveaux de la pyramide que l'initialisation. Notre approche est d’introduire des inter-
actions nouvelles entre les grilles voisines. Elle permet également la parallélisation des
algorithmes de relaxation sur toute la pyramide.

2.4.1 Description générale

Nous considérons la pyramide décrite dans le paragraphe précédent. Notons par
S ={51,...,55} les sites de cette pyramide:

M

S = US (2.61)

M

SN,
=0

>
[
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) désigne ’espace des configurations de la pyramide:

O = =x=x...xE
= {wlo=(¢,...,¢N) (2.62)

Définissons la fonction suivante W entre deux niveaux voisins qui associe a un site donné
le bloc correspondant au-desous (c’est & dire ses descendants). U—! associe 'ancétre &
un site donné (voir Figure 2.7):

M

U S — St
UGE) = {FlseS'=reS et Cbl} (2.63)

Nous pouvons maintenant définir sur ces sites le systeme de voisinage suivant (voir
Figure 2.8):

M
V=(UJWu{g (5 uL(s)|se S} (2.64)
i=0
ou V; est le systeme de voisinage au niveau 7. Les cliques sont alors:
c=({Jcyuc (2.65)
i=0

ou C* désigne les nouvelles cliques entre deux niveaux voisins. Le degré des nouvelles
cliques dépend de la taille des blocs: chaque site communique avec son ancétre et ses
descendants. On a donc:

deg(C*) = nax C* |=wh+2 (2.66)
et deg(C) = deg(C)+ deg(C*) — 1. (2.67)

Soit X un champ de Markov sur V avec une fonction d’énergie U et des potentiels
{V&}eee. La fonction d’énergie est donnée par:

Uw) = > Ve

ceC
= > > Ve@+ 3 Ve(@)
i=0 CeC? Cec*
= > > V) + > Ve (@)
i=0 CieCi crecr
= YU +U @) (2.68)
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Nous remarquons que la fonction d’énergie se compose de deux termes. Le premier
correspond a la somme des fonctions d’énergie des grilles définies au chapitre précédente
et le second (U*(w)) correspond a ’énergie des cliques inter-niveaux.

Etant donné que la fonction d’énergie est définie sur toute la pyramide, I'estimateur
MAP est obtenu par la minimisation de cette fonction d’énergie exprimée par I’Equa—
tion (2.68). Les algorithmes utilisés sont essentiellement les mémes que dans le cas
mono-grille. Cependant nous pouvons mettre en ceuvre un algorithme parallele spécial
grace au structure pyramidale en définissant un nouveau type de recuit proposé dans
Chapitre 3. Le résultat final est obtenu au plus bas niveau.

2.4.2 Un cas spécial

Dans ce paragraphe, nous étudions le modele dans le cas d’un systeme de voisinage
d’ordre un. Nous ne considérons ici que les cliques d’ordre un et deux. Nous pou-
vons regrouper les cliques en trois sous-ensembles disjoints C;, Co, C3 correspondant aux
cliques d’ordre un, aux cliques d’ordre deux au méme niveau et aux cliques inter-
niveaux d’ordre deux (voir Figure 2.8). En utilisant cette décomposition, nous pouvons
définir la fonction d’énergie suivante:

U@, F) = U(@,F)+Ua(@) (2.69)
U0, F) = Z_l(ag,f
seS
= > > VI&,F) =D Ui, F) (2.70)
i=0 si€S? i=0
Os(@) = 3 Valwe) + 3 Va(@c)
CelCs CeCs
= > > Vi(&) + 3 Valwe)
1=0 CeCt CeCs
= D U3(E) + D Val@e) (2.71)
=0 CeCs

2.4.3 Complexité

Ici, nous examinons la complexité de I'optimisation du modele hiérarchique en fonction
de la mémoire nécessaire (ou le nombre des processeurs dans I'implantation parallele)
et des communications nécessaires par rapport au modele mono-grille.
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Figure 2.9: Complexité de mémoire du mo- Figure 2.10: Communication du modéle hié-
dele hiérarchique. rarchique.

Mémoire/processeur Supposons que la taille de 'image traitée soit W x H. En
suivant le processus décrit dans le Paragraphe 2.4.1, nous établirons une pyramide
contenant M + 1 niveaux. Sans perte de généralité, nous supposons que W/w < H/h,
ou w X h est la taille des blocs (w et h sont supérieurs a deux). Le modele hiérarchique
demande au maximum (1 + 1/w)WH processeurs (cf. Equation (2.72)), car tous les ni-
veaux doivent étre stockés au méme temps. La mémoire (ou le nombre des processeurs)
nécessaire pour stocker les niveaux (voir Figure 2.9) est donnée par:

WH  WH WH
H e
WH A+ T e T T

_ Wﬂé (wlh)i <(1+ ;) WH (2.72)

Communication En tenant compte que des cliques d’ordre un et deux, (le plus
souvent utilisé en pratique, voir Figure 2.10), il est clair que nous avons (wh + 1) plus
de communications par processeur que dans le cas mono-grille. Chaque site communique
avec son ancétre et ses descendants (il y en a wh).

Nous pouvons donc constater que le modele proposé demande plus de processeurs et
plus de communication que le modele classique. Malgré cet inconvénient, nous verons
plus loins (Paragraphe 2.5), que les expériments montrent que les résultats obtenus par
le modele hiérarchique sont meilleurs que ceux obtenus par les modeles classiques.

2.4.4 Application a la segmentation d’images

These de doctorat, 1994



46 Chapitre 2. Modeles markoviens d'images

Parameters O

!

Hierarchical image segmentation model

!

Find M AP estimate

Figure 2.11: Algorithme de segmentation hiérarchique supervisée.
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En adaptant le modele présenté au Paragraphe 2.2, nous pouvons définir la version
hiérarchique en utilisant I'Equation (2.70) et 'Equation (2.71) [48, 49, 47]:

i=0 siSi
et Uo(@) = > > Vi(&) + X Val@e) (2.74)
i=0 CieCt CeCs

- si C(_)g :(DF

ou ‘_/2(@(;) = V{g,f}(@@@?) = {
olt Vi et V4 sont définis par I'Equation (2.57) et 'Equation (2.58). Dans ces formules,

le nouveau parametre « favorise les classes similaires entre un site, son ancétre et ses
descendants. Nous avons donc les parametres suivantes (voir aussi I'Equation (2.37)):

Ho
231

@1 HrL—1
0o (276)

@
I
Il

Dans la Figure 2.11, nous présentons un algorithme de segmentation hiérarchique
supervisé. Nous avons deux entrées: I'image observée et les parametres O. Les fonctions
d’énergie sont définies par I'Equation (2.73)—Equat'10n (2.75). Pour trouver le minimum
de cette fonction, nous utilisons essentiellement les mémes algorithmes que dans le cas
mono-grille (Iterated Conditional Mode dans Figure 2.11). Le résultat est 1’étiquetage
obtenu au plus bas niveau de la pyramide.

2.5 Résultats expérimentaux

Nous comparons ’échantilloneur de Gibbs [29] et 'ICM [8, 43] en utilisant chaque
modele pour chaque algorithme. Les algorithmes ont été mis en ceuvre sur la machine
a connexions CM200 [39] avec 8K processeurs. Dans les tableaux (voir Annexe 2.B),
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Gey-levels | Gey-levels

Figure 2.12: Histogramme de l'image Figure 2.13: Histogramme de [’image
“assalmer” avec 6 classes. “holland” avec 10 classes.

nous donnons pour chaque modele et chaque algorithme le nombre de niveaux de la
pyramide (pour le modele mono-grille, c’est toujours un), le VPR [39], la température
initiale (pour le modele hiérarchique, nous utilisons des températures différentes avec le
recuit multi-température), le nombre d’itérations, le temps d’exécution, I'erreur de clas-
sification (= le nombre des pixels mal-classés), le parametre (3 (voir Equations (2.36),
(2.57), (2.58)) et y (voir Equation (2.75)).

2.5.1 Comparaison des modeles

Dans un premier temps, nous avons comparé les modeles sur les images synthétiques
de la taille 128 x 128. La premiere image est une image de damier (voir Figure 2.14,
Table 2.3) avec 2 classes et S/B (voir Equation (1.26) pour la définition) égal & —5dB.
On remarque que le modele multi-échelle donne de meilleurs résultats que le modele
mono-grille, en particulier avec I'algorithme ICM. La structure rectangulaire de I'image
est bien adaptée au modele multi-échelle qui est composé de blocs rectangulaires. Le
modele hiérarchique donne les meilleurs résultats avec les deux algorithmes, mais le
temps d’exécution est beaucoup plus grand car, dans ce cas, nous ne pouvons pas
utiliser la communication rapide de type “NEWS”, et le VPR est plus grand que pour
les autres modeles.

Dans la deuxiéme image, se trouvent des formes géométriques différentes (un cercle
et un triangle, voir Figure 2.15, Table 2.4). Dans ce cas, nous avons étudié la sensiti-
vité géométrique des modeles. L’échantilloneur de Gibbs donne pratiquement le méme
résultat dans tous les cas. Pourtant, 'ICM est plus sensible aux conditions initiales. Le
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modele multi-échelle donne un meilleur résultat que le modele mono-grille mais le résul-
tat n’est pas assez fin dans le triangle et le cercle car I'lCM n’est pas capable de corriger
les erreurs d’initialisation dans ces régions. Pour le modele hiérarchique, la communi-
cation inter-niveaux a permis d’obtenir un résultat aussi bon qu’avec 1’échantilloneur

de Gibbs.

La troisieme image est un échiquier avec 16 classes (voir Figure 2.16 et Table 2.5).
Pour I'ICM, il y a une amélioration considérable pour les modeles pyramidaux mais
pour ’échantilloneur de Gibbs, nous n’observons qu'une amélioration faible.

Dans les Figures 2.17, 2.18 et 2.19, nous montrons quelques images réelles de taille
256 x 256: une image SPOT avec 4 classes (voir Figure 2.17, Table 2.6), une image
de couloir avec 4 classes (voir Figure 2.18) et une image médicale avec 3 classes (voir
Figure 2.19).

L’image suivante est une image SPOT de la taille 512 x 512 (voir Figure 2.20)
avec les vérités terrains (voir Figure 2.21). Dans le tableau suivant (Tableau 2.1), nous
donnons la moyenne (1) et la variance (o) pour chaque classe (6 classes).

’classeH 1\ 2\ 3\ 4\ 5\ 6‘
1 65.3 | 81.3| 754 | 98.5 | 82.5 | 129.0
o’ 6.4 1127|149 | 16.8 | 9.46 | 183.2

Tableau 2.1: Paramétres de l'image “assalmer”.

Nous pouvons constater que les classes 2 et 5 ont des parametres similaires, il
est donc difficile de les distinguer. La Figure 2.12 montre I’histogramme de I'image
originale. Nous pouvons facilement distinguer deux sommets (aux environs 64, 80, et
120) mais les autres classes sont confondues. La Figure 2.22 (resp. Figure 2.23) montre
les résultats obtenus avec 'ICM (resp. I'échantilloneur de Gibbs). Pour les résultats,
nous donnons une carte dessinée par un expert (la vérité terrain, voir Figure 2.21).
Les classes 1 — 6 correspondent aux régions Bs., Bsy, Bsg, as, hc et 92, sur la carte.
Pour le modele hiérarchique, nous pouvons remarquer une amélioration par rapport
aux autres modeles. Dans le Tableau 2.7, nous donnons les parametres et le temps
d’exécution pour chaque modele et chaque algorithme.

Finalement, nous présentons une autre image SPOT avec 10 classes (Figure 2.24 —
Figure 2.27, Tableau 2.8). La vérité terrain est superposée sur chaque image'. Dans le

'Les régions sont dessinées par un expert. Malheureusement, elles sont décalées de quelques pixels,
ce dont il fait tenir compte pour I’évaluation des résultats.
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Tableau 2.2, nous donnons la moyenne (1) et la variance (02) pour chaque classe. La
Figure 2.13 montre ’histogramme de I'image originale. Les résultats sont sensiblement
meilleurs pour le modele hiérarchique que pour les autres modeles.

[classe | 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10
[ 54.61 | 73.57 [ 159.96 | 122.84 [ 129.90 | 146.65 [ 82.56 | 100.57 | 93.85 | 182.34
o’ 93.10 | 4.10 | 31.31| 890 | 37.42| 15.83 | 35.58 | 308.86 | 93.71 | 73.18

Tableau 2.2: Les parametres de limage “holland”.
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2.A Images
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2.A. Images

Image originale Image bruitée (S/B = —5dB)

Gibbs avec le modele monogrille Gibbs avec le modele multiéchelle Gibbs avec le modele hiérarchique

ICM avec le modeéle monogrille  ICM avec le modeéle multiéchelle ICM avec le modele hiérarchique

Figure 2.14: Résultats sur l'image “checkerboard” avec 2 classes.
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Image originale Image bruitée (S/B = 3dB)

N

A

Gibbs avec le modele monogrille Gibbs avec le modele multiéchelle Gibbs avec le modele hiérarchique

ICM avec le modele monogrille  ICM avec le modeéle multiéchelle ICM avec le modele hiérarchique

Figure 2.15: Résultats sur l'image “triangle” avec 4 classes.
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Image originale Image bruitée (S/B = 10dB)

Gibbs avec le modele monogrille Gibbs avec le modéle multiéchelle Gibbs avec le modele hiérarchique

ICM avec le modele monogrille  ICM avec le modele multiéchelle ICM avec le modele hiérarchique

Figure 2.16: Résultats sur l'image “grey-scale” avec 16 classes.
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Gibbs avec le modele monogrille Gibbs avec le modele multiéchelle Gibbs avec le modele hiérarchique

ICM avec le modele monogrille  ICM avec le modeéle multiéchelle ICM avec le modele hiérarchique

Figure 2.17: Résultats sur l'image “SPOT” avec 4 classes.
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Image originale

Gibbs avec le modele monogrille Gibbs avec le modeéle multiéchelle Gibbs avec le modele hiérarchique

ICM avec le modele monogrille  ICM avec le modeéle multiéchelle ICM avec le modele hiérarchique

Figure 2.18: Résultats sur l'image “couloir” avec 4 classes.
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ICM avec le modele monogrille  ICM avec le modele multiéchelle ICM avec le modele hiérarchique

Figure 2.19: Résultats sur l'image “muscle” avec 3 classes.
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Figure 2.20: Image originale “assalmer” avec 6 classes.
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Figure 2.21: Vérité terrain.
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Figure 2.22: Résultats de ’'ICM.
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Figure 2.23: Résultats de I’Echantilloneur de Gibbs.
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Figure 2.24: Image originale “holland”.
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Figure 2.25: Résultat de la segmentation monogrille avec 10 classes (ICM).
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Figure 2.26: Résultat de la segmentation multiéchelle avec 10 classes (ICM).
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Figure 2.27: Résultat de la segmentation hiérarchique avec 10 classes (ICM).
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2.B Tableaux

’ monogrille H niveau \ VPR \ Ty \ iter. \ temps total \ temps/iter. \ erreur \ 16} \ 0% ‘
Gibbs 1 2 i 62 1.01 sec. | 0.03 sec. | 260 (1.59%) | 0.9 | —
ICM 1 2 1 8 0.077 sec. 0.009 sec. | 1547 (9.44%) | 0.9 | —
multiéchelle — — — — — — — T — T —
Gibbs 4 1,2 4| 136 3.25sec. 0.02 sec. | 236 (1.44%) | 0.7 | —
ICM 4 1,2 1 18 0.14 sec. 0.008 sec. | 465 (2.83%) | 0.7 | —
hiérarchique — — — — — — — | — | —
Gibbs 4 414321 23 50.1 sec. 2.18 sec. 115 (0.7%) | 0.7 | 0.3
ICM 4 4 1 11 16.6 sec. 1.5 sec. 300 (1.83%) | 0.7 | 0.3

Tableau 2.3: Résultats sur limage “checkerboard” (128 x 128) avec 2 classes.

’ monogrille H niveau \ VPR \ To \ iter. \ temps total \ temps/iter. \ erreur \ Jé] \ ¥ ‘
Gibbs 1 2 4 68 3.01 sec. 0.04 sec. 183 (1.12%) | 1.0 | —
ICM 1 2 1 9 0.15 sec. 0.02 sec. | 2948 (17.99%) | 1.0 | —
multiéchelle — — — — — — [ I
Gibbs 4 1,2 4| 101 3.85sec. 0.04 sec. 176 (1.07%) | 1.0 | —
ICM 4 1,2 1 17 0.22 sec. 0.01 sec. | 1657 (10.11%) | 0.9 | —
hiérarchique — — — — — — — | — | —
Gibbs i 44321 | 41| 141.97 sec. 346 sec. | 191 (1.16%) | 0.7 | 0.1
ICM 4 4 1 11 30.17 sec. 2.74 sec. 293 (1.78%) | 0.8 | 0.5

Tableau 2.4: Résultats sur l’image

“triangle” (128 x 128) avec 4 classes.
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’ monogrille H niveau \ VPR \ Ty \ iter. \ temps total \ temps/iter. \ erreur \ 16} \ vy ‘
Gibbs 1 2 41 201 22.96 sec. 0.12 sec. 340 (2.08%) | 1.0 | —
ICM 1 2 1 10 0.55 sec. 0.05 sec. | 8721 (53.22%) | 1.0 | —
multiéchelle — — — — — — — 1 T —
Gibbs 4 1,2 4| 337 32.97sec. 0.1 sec. 331 (2.02%) | 1.0 | —
ICM 4 1,2 1 15 0.68 sec. 0.05 sec. | 5198 (31.73%) | 1.0 | —
hiérarchique — — — — — — | — | —
Gibbs 4 414,321 | 107 | 1169.46 sec. 10.93 sec. 316 (1.93%) | 1.0 | 0.2
ICM 4 4 1 16 | 162.87 sec. 10.18 sec. 795 (4.85%) | 1.0 | 0.5

Tableau 2.5: Résultats sur l'image “grey-scale” (128 x 128) avec 16 classes.

’ monogrille H niveau ‘ VPR ‘ T ‘ iter. ‘ temps total ‘ temps/iter. ‘ I} ‘ 0% ‘
Gibbs 1 8 4 64 9.06 sec. 0.14 sec. | 2.0 | —
ICM 1 8 1 7 0.33 sec. 0.047 sec. | 2.0 | —
multiéchelle — — — — — — | — | —
Gibbs 4 1-8 4| 106 10.22 sec. 0.09 sec. | 2.0 | —
ICM 4 1-8 1 37 1.14 sec. 0.03sec. | 1.0 | —
hiérarchique — — — — — — | — | —
Gibbs 4 16 | 4,3,2,1 29 | 353.54 sec. 12.19 sec. | 2.0 | 0.4
ICM 4 16 1 6 58.59 sec. 9.76 sec. | 0.5 | 0.6

Tableau 2.6: Résultats sur limage “SPOT” (256 x 256) avec 4 classes.

’ monogrille H niveau \ VPR \ Ty \ iter. \ temps total \ temps/iter. \ I} \ ¥ ‘
Gibbs 1 32 4| 234 | 163.18 sec. 0.69 sec. | 1.5 | —
ICM 1 32 1 8 2.03 sec. 0.25 sec. | 1.5 | —
multiéchelle — — — — — — | — | —
Gibbs 5| 1-32 4| 580 | 180.17 sec. 0.31sec. | 1.5 | —
ICM 5| 1-32 1 36 5.15 sec. 0.14 sec. | 0.3 | —
hiérarchique — — — — — — | — | —
Gibbs 5 64 | 4,3,2,1 | 154 | 9629.33 sec. 62.53 sec. | 0.7 | 0.1
ICM 5 64 1 16 | 915.99 sec. 57.25 sec. | 1.0 | 0.2

Tableau 2.7: Résultats sur l’image “assalmer” (512 x 512) avec 6 classes.
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’ ICM H niveau ‘ VPR ‘ iter. ‘ temps total ‘ temps/iter. ‘ I] ‘ ~y ‘

monogrille 1 32 9 3.56 sec. 0.39 sec. | 0.5 | —
multiéchelle 5| 1-32 47 10.14 sec. 0.22 sec. | 0.5 | —
hiérarchique 5 64 21 | 1900.83 sec. 90.52 sec. | 0.8 | 0.4

Tableau 2.8: Résultats sur 'image “holland” (512 x 512) avec 10 classes.
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Optimisation

es méthodes bayesiennes associées avec
L la modélisation markovienne donnent une
fonction d'énergie non-convexe qui doit étre
minimisée pour trouver |'estimateur de champ
des étiquettes. Malheureusement, c’est un pro-
bleme tres dur, appelé optimisation combi-
natoire. Par exemple, si nous considérons une
image de taille 16 x 16 avec deux étiquettes
possibles, nous obtenons un espace de confi-
gurations de 22°6 éléments. Il est donc impos-
sible de calculer toutes les valeurs possibles de
la fonction d'énergie. D'un autre coté, I'utili-
sation de méthodes classiques n'est pas pos-
sible a cause de la non-convexité de la fonction
d'énergie.

L'idée de la solution vient de la physique
statistique: En 1953, Metropolis et al. [67]
ont proposé une simulation Monte-Carlo pour
trouver les états d'équilibre des systemes ther-
modinamiques. Dans les années 80, Cerny [17]
et Kirkpatrick et al. [56] ont montré I'analogie

entre la minimisation d'une fonction non-con-
vexe et |'état d'équilibre des systémes thermo-
dynamiques.

lls ont substitué la fonction d'énergie du
solide a la fonction de colit 3 minimiser et
exécuté I'algorithme de Metropolis en utilisant
une séquence de température décroissant len-
tement. lls ont appelé ce nouvel algorithme
recuit simulé [57, 78, 27].

La recherche dans ce domaine est devenue
intensive et a aboutis a des contributions va-
riées dont la plus importante est probablement
l’échantillonneur de Gibbs proposé par Ge-
man et Geman [29]. Bien que les algorithmes
de recuit simulé donnent un optimum global,
ils exigent beaucoup de calcul. Pour éviter cet
inconvénient, deux solutions ont été propo-
sées: la parallélisation d'algorithmes de type
recuit [3], et I'utilisation d'algorithmes déter-
ministes, qui sont sous-optimaux mais conver-
gent avec un nombre faible d'itérations [8, 53].
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72 Chapitre 3. Optimisation

3.1 Recuit simulé

Soit w, 7, ... les configurations d’un probleme d’optimisation combinatoirel (ils corres-
pondent aux états d'un solide) et soit U(w) le cout (ou énergie) de la configuration
w. Les éléments d’une configurations sont indexés par S = {s1, S2,..., sy} et espace
d’états commun est noté par A = {0,1,..., L — 1}. L’ensemble de toutes les configu-
rations possibles est noté par €. Puisque Vs € S:w, € A, on a Q = AV,

Algorithme 3.1.1 (Recuit simulé)

@ Soit k = 0, initialiser w aléatoirement et choisir une température initiale T = Ty
assez grande.

@ Construire une perturbation n a partir de la configuration courante w telle que
7 est différente de w en un seul élément.

® (Critere de Metropolis) Calculer AU = U(n) —U(w) et accepter n si AU < 0
ou avec une probabilité de exp(—AU/T) si AU > 0 (analogie avec la thermody-

namique):
n si AU <0,
w=< n siAU >0 et & < exp(—AU/T), (3.1)
w sinon

ou £ est un nombre aléatoire uniforme dans [0, 1).
@ Continuer avec Etape () jusqu’a I'obtention de I'équilibre.

®) Décroitre la température: T' = Ty, et continuer avec Etape 2 en utilisant k =
k + 1 jusqu’a la congélation du systeme.

Cet algorithme est connu sous le nom de recuit homogéne, car il est décrit par une
séquence des chaines de Markov homogenes. Si la température décroit apres chaque
transition, I’algorithme est décrit par un chaine de Markov inhomogene et il est appelé
recuit inhomogéne. Ce type de recuit est le plus souvent utilisé en pratique. Nous
pouvons obtenir un tel algorithme si nous supprimons I’Etape @ de I’Algorithme 3.1.1.

3.1.1 Modele mathématique

Le modele mathématique du recuit simulé a été étudié en détaille par Aarts and van
Laarhoven [57]. Nous présentons ici ce modele:
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3.1. Recuit simulé 73

Le recuit simulé génere une séquence de configurations qui constituent un chaine
de Markov avec une probabilité de transition P, ,(k — 1, k). De plus, soit X (k) 1'état
atteint apres la k®™¢ transition. La probabilité de cet événement est donnée par:

PX(k)=w)=) P(X(k—1)=()Prok—1k) k=12,... (3.2)
¢

Si la probabilité de transition F,, ,(k—1, k) ne dépend pas de k, la chaine correspondante
est homogene, sinon elle est inhomogene. Les probabilités de transition dépendent aussi
de la température T'. Donc, si T" est constant, la chaine est homogene et la matrice de
transition P = P(T') peut étre écrite comme:

Gun(T)Ay,,(T) Vn # w
T) = wsn wn 3.3
@) { 1= Guc(M)AL(T) n=w (3:3)
ot Gy, (T) est la probabilité de générer n a partir de w et A, ,,(T') est la probabilité

d’acceptation de la configuration 7. Il est clair que P(T') est une matrice stochastique
(voir Equation (3.3)):

P

w”’?

Vw: Y P,e(T)=1 (3.4)
¢

Dans ’Algorithme 3.1.1, G,,,(T) est une distribution uniforme sur les configurations
n qui sont differents de w en un seul composent. A(T) est donné par le critere de
Metropolis:

Ay n(T) = min(1, exp(=(U(n) — U(w))/T)) (3.5)

ou U(w) est la fonction d’énergie.

3.1.1.1 Loi de température

Il est connu [57, 29, 34] que le recuit simulé converge avec une probabilité de un vers
une optimum global si la loi de température T} est moins rapide que C'/ In(k) pour une
certain constante C' qui est indépendante de k.

En pratique, la loi théorique est approchée par une loi exponentielle car elle est
trop lente. A cause de cet approximation, la convergence vers un optimum global n’est
plus garantie.

Température initiale La température initiale 7 doit étre choisie telle que toutes
les transitions peuvent étre acceptées avec une probabilité non nulle. II est tres difficile
de trouver une telle valeur initiale car elle est reliée au minimum et maximum d’éner-
gie [29]. En pratique, on choisi une Ty relativement faible pour assurer une convergence
rapide. Dans [29] par exemple, Ty = 4 a été suggéré et nous avons utilisé cette valeur
dans les tests expérimentaux présentés.
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200 200 600 800 1000 1200 1400 1 200 400 600 800 10}70 1200 1400 1
X

Figure 3.1: Loi de température logarith- Figure 3.2: Loi de température exponen-
mique (4/1n(k)). tielle (0.95% - 4).

Température finale Evidemment, limg_. T, = 0 peut étre seulement approximée
par un nombre fini de valeurs Tj. Donc, nous avons besoin d'un critere d’arrét. Le
critere le plus souvent utilisé en pratique est d’arréter ’exécution apres un certain
nombre d’itérations, ou bien si AU est inférieure a un certain seuil.

Loi de température Le point le plus important est la regle de décroissance de la
température. Les lois logarithmiques (cf. Figure 3.1) sont en général trop lent. Pour
cette raison, nous utilisons plutot des lois exponentielles (cf. Figure 3.2):

Tk+1:C'Tk, ]{3:0,1,27... (36)
ou ¢ < 1 est un constant proche de 1. Cette regle populaire a été proposée par [56]

(nous avons utilisé la méme loi dans nos expériences).

3.1.1.2 Echantillonneur de Gibbs

Une matrice d’acceptation plus élaborée a été proposée par Geman et Geman [29].
Cette regle jointe a un recuit inhomogene est devenue 'algorithme le plus populaire
appelé Echantillonneur de Gibbs:
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Algorithme 3.1.2 (Echantillonneur de Gibbs)

@ Soit k = 0, choisir une configuration initiale w quelconque et soit T = Ty une
température initiale assez élevée.

2 Pour chaque configuration différent de la configuration courante w par un élé-
ment au minimum (I'ensemble de telles configurations est noté par N,), calculer

Iénergie U(n) (n € No,).

® (Echantillonneur de Gibbs) Un échantillonage de N, est effectué tel que n
est accepté avec une probabilité de:

exp(—U(n))
S on oxp(=U(0)) (3.7)

@ Décroitre la température: T = Ty, et continuer avec | ‘Etape () en utilisant
k =k + 1 jusqu’a la congélation du systeme.

Remarquons que la matrice de génération est donnée par G,,,, = 1 si n € N, 0 sinon.

3.2 Recuit multi-température

Nous proposons ici une nouvelle méthode de recuit que nous appellons le recuit multi-
température [47, 50, 85]:

Soit & = {s1,59,...,Sn} l'ensemble des sites, V un systeme de voisinage avec les
cliques C et soit X un champ de Markov avec une fonction d’énergie U. Nous définissons
un schéma de recuit ou la température T" dépend des itérations k et des cliques C. ©
désigne 'opérateur suivant:

exp(—=U(w) @ T'(k, C))

P(X = w) = mrgnoy(w) = Z (3.8)

Vc(w)
Tk, 0)

onU(w)oT(k,C) = Y (3.9)

ceC
Supposons que les sites soient mis a jour dans l'ordre {ni,ng,...} C S. Le proces-
sus stochastique correspondant est noté par {X(k),k = 0,1,2,...}, ou X(0) est la
configuration initiale. X (k) est une chaine de Markov dont la matrice de transition est:

Gun(T(k, C) Aw (T (K, C)) Vi # w

Fonlk=1.k) = { 1S ) G (T, C)) A (T(,C)) 7= w (3.10)
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En considérant 1’échantillonneur de Gibbs, la matrice de génération G, ,(T(k,C)) et
la matrice d’acceptation A, ,(T'(k,C)) sont:

1, sin=wl, VAEA
Cun(Th O = Guglt) ={ 7 1™

Avn(T(k,C)) = mrg,c)(Xn, = wn, | Xs = ws, 5 # 1) (3.12)

(3.11)

Notons que 'acceptation est gouvernée par les caractéristiques locales. T, c)(Xn, =
Wn, | Xs = ws, s # ny) est un peu différent de mp ) (w) défini dans 'Equation (3.8):

1 VC(w)
Treeo)(Xs =ws | Xp =wp, s #7) = —-exp (— Z > (3.13)
2 ocemec Tk, C)
Vo (wlw=a)
avec Zy, = Y exp <— Y /=20 (3.14)
AEA CceC:seC T(k’ C>
La matrice de transition en k est donc:
Puy(k) = { rre0) Ko = [ Ko =5 1) 810 =l AAER (g 45
’ 0, sinon
Soit {2,,; I'ensemble des configurations globalement optimales:
Qopt ={w e Q:U(w) = melél U(n)} (3.16)
"
Soit 7y la distribution uniforme sur €2,,;, définissons:
sup  _
U = T?%UW)’ (3.17)
inf :
unl = glelgU(w), (3.18)
et A = U U, (3.19)

Examinons la décomposition de U(w) @ T(k,C) définie dans I'Equation (3.9). Soit
W' € Qg une configuration globalement optimale, qui nous donne U(w') — U™ = 0.
Dans le cas du recuit classique, la division par une température constante ne change
pas cette relation (évidemment, Vk: (U(w') — U™/) /T}, reste 0). Mais il n’est pas néces-
sairement vrai que (U(w') — U™ @ T (k,C) est aussi 0 car si nous choisissons des tem-
pératures suffisement faibles pour les cliques o wy, est localement sous-optimale (c.a.d.
en renforgant les cliques sous-optimales) et des températures suffisement grandes pour
les cliques ou wy est localement optimale (c.a.d. en affaiblissant les cliques optimales),
nous obtenons (U(w') — U™) @ T(k,C) > 0, qui veut dire que w’ n’est plus optimale
globalement.
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3.2. Recuit multi-température 77

Nous devons donc imposer des conditions nouvelles sur la loi de température pour
assurer la convergence vers une configuration optimale. Tout d’abord, examinons la
décomposition de U(w) — U(n) sur les cliques pour w et 1 quelconques, w # n:

Uw) =U(n) = CZC(V(J(W) — Ve(n)). (3.20)

En effet, il y a des membres positifs et négatifs dans cette décomposition, nous pouvons
donc écrire:

> (Ve(w) = Ve(n)

ceC

= > (Ve(w) = Ve(n)) + > (Ve(w) = Ve(n).  (3.21)

CeC:(Vo(w)—Ve(n))<0 CeC:(Vo(w)—Ve(n)20

B (w.m) It (w,m)

Maintenant, examinons A défini dans I’Equation (3.19). Si nous voulons décomposer
A, Nous devons choisir une configuration w’ qui a une énergie maximale (c.a.d. U(w') =
Us") et une autre configuration w” qui a une énergie minimale (c.a.d. U(w”) = U™/).
Evidemment, il existe plusieurs décompositions possibles qui dépendent du nombre des
configurations optimales (| ., |) et du nombre des configurations avec une énergie
maximale (| Qg |). La décomposition de A a donc, pour une paire (w',w”) donnée, la
forme suivante:

A=Y (W) + 2T, w") (3.22)
De plus, définissons Y L:
Yi= min XT(W,w"). (3.23)
w' e qup
w” e Qopt

Evidemment, A < ¥k
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78 Chapitre 3. Optimisation

Théoréme 3.2.1 (Recuit multi-température) Supposons qu’il existe un entier
k > N tel que pour chaque k = 0,1,2,..., 8§ C {ngs1, Nks2, ..., Npsx . Pour tous les
C € C, soit T(k,C) une séquence décroissante des températures en k telle que:

(i) VO:limy_o T(k,C) =0.
Notons respectivement par Ty et T;*” le maximum et le minimum de la fonction
de température pour k donné (VC' € C: T\ < T(k,C) < T;").

(ii) Pour tous les k > ko et pour un entier ko > 2 quelconque: T;"™ > NX% /In(k).

(iii) Si ¥~ (w,w') # 0 pour une w € Q\ Q,,x quelconque et une W' € Q,,; quelconque,
nous devons imposer une condition supplémentaire:

sup __grinf
Vk: % < R, avec:
k
_ [Jinf
R = min W—U (3.24)
WGQ\Qopt ‘ Ei(w7w/) ‘
w' e Qopt
Y7 (w,w') #0

Si les conditions sont satisfaites alors pour n’importe quelle configuration initiale
n € Q) et pour chaque w € §2:

lim P(X (k) =w | X(0) =n) = mo(w). (3.25)

k—oo

Le preuve du théoreme est donné en Annexe 3.A.

Remarques:
1 En pratique, nous pouvons rarement déterminer R et XK.

2 En examinant ¥} dans la condition 3.2.1/ii, nous avons le méme probleme que
dans le cas d’un recuit classique. La seule différence est qu’ici nous utilisons X au
lieu de A. En conséquence, la méme solution pratique peut étre utilisée: une loi de
température exponentielle et une température initiale assez élevée.

3 Le facteur R est plus intéressant. Nous proposons ici deux méthodes: Soit nous

utilisons un intervalle suffisament petit [Tp", T5"7] qui satisfait raisonablement la

condition 3.2.1/iii (nous avons utilisé cette méthode), soit nous utilisons une condi-
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tion plus stricte mais facilement vérifiable [85] au lieu de la condition 3.2.1/iii:

Tmf

Tsup
= 0.

lim Tm 7

k—oo

(3.26)

Que se passe-t-il si ¥~ (w,w’) = 0 quelques soient w et w’ dans la condition 3.2.1/iii
et en conséquence R n’est pas défini? C’est le meilleur cas car les configurations
optimales globalement sont également optimales localement. Ceci signifie que nous
n’avons pas de restriction sur Vintervalle [T;™ 7], n’importe quelle loi de tem-

pérature locale qui satisfait les conditions 3.2.1/i-3.2.1/ii peut étre utilisée.

3.2.1 Application au modele hiérarchique

Le modele hiérarchique exige beaucoup plus d’itérations
par pixel que les modeles mono-grilles. C’est pourquoi le
recuit classique est trop lent méme sur une machine pa-
rallele. Pourtant, grace a la structure pyramidale du mo-
dele, nous pouvons définir un schéma multi-température
qui consiste a associer des températures élevées au ni-
veaux les plus hauts afin de diminuer la sensibilité aux
minima locaux sur les grilles grossieres (voir Figure 3.3).
Pour les cliques entre deux niveaux voisins, nous uti-
lisons la température associée au plus haut niveau ou
celle du niveau inférieur (mais nous gardons le méme ni-
veau pendant l'exécution de l'algorithme). Dans le Para-
graphe 3.4, nous comparons le recuit multi-température
au recuit inhomogene classique. Les expériences mon-
trent que le recuit multi-température converge beaucoup
plus rapidement que le recuit classique.

3.3 Relaxation déterministe

updating sets:

’I””’l’
’I”’I’IA’

Figure 3.3: Schéma de re-
laxzation sur la pyramide.

Les algorithmes stochastiques atteignent un minimum global mais exigent un calcul
important. D’un autre coté, le minimum n’est obtenu que théoriquement. En pratique,
nous mettons toujours en ceuvre une approzrimation du recuit simulé, la convergence

vers un minimum global n’est donc pas assurée.

Pour augmenter la rapidité de la convergence, plusieurs auteurs proposent des algo-
rithmes déterministes: Iterated Conditional Modes (ICM) [8], Graduated Non-Convezity
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(GNC) [10], Deterministic Pseudo Annealing (DPA) [7], Game Strategy Annealing
(GSA) [61], etc...La propriété commune de ces algorithmes est qu'ils ne réalisent
qu'une descente d’énergie et, en conséquence, convergent toujours vers un minimum
local qui dépend plus ou moins de la configuration initiale [8, 10, 53, 52, 54].

Nous proposons dans le paragraphe suivant un algorithme déterministe.

3.3.1 Dynamique de Metropolis modifiée (MMD)

MMD [53, 52, 54] est une variante déterministe de I'algorithme de Metropolis. Pour
des températures élevées, le comportement de notre algorithme est similaire aux algo-
rithmes stochastiques mais si la température est inférieure a un certain seuil, il devient
déterministe. La “longueur” de la phase “pseudo-stochastique” est controlée par un
constant utilisé dans les dynamiques modifiés. La différence entre 1’algorithme de Me-
tropolis et notre approche est le choix de & dans I’Etape @) de I’Algorithme 3.1.1.
Pour I'algorithme original, £ est choisi aléatoirement a chaque itération, pour notre
algorithme & est un seuil constant, disant «, qui est fixé au début de 'algorithme.

Algorithme 3.3.1 (MMD)
@ Soit w® une configuration initiale aléatoire, k = 0 et T' = Ty,

@ Choisir une configuration n aléatoirement avec une distribution uniforme qui est
différente de w* en un seul élément.

® (Critere de Metropolis modifié) Calculer AU = U(n) — U(w) et accepter n
en utilisant la régle suivante:

n si AU <0,
W= s AU > 0 et In(a) < (-57), (3.27)
w*  sinon

ol « est un seuil constant fixé au début de I'algorithme (o € (0,1)).

@ Décroitre la température T' = Ty, et répéter | ’Etape () jusqu’a la convergence
(par exemple AU est inférieur a un certain seuil).

L’algorithme MMD est plus rapide que I’algorithme original (voir Paragraphe 3.4), car
dans I'Etape @), nous ne calculons que AU /T qui est comparé a In(«), alors que pour
la méthode originale, nous devons calculer exp(—AU/T') a chaque itération. L’initiali-
sation n’est pas vitale car la phase pseudo-stochastique donne une bonne configuration
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To @@~ + —@ > = —@0 >0

T, @&—0— - Q=@

T, @&—=@ > - @@ —>@—» Sel ect a new conf. |— @ -

T4 . .. - o -i > e -. .. » ) C . }
Figure 3.4: Scheme systolique. Figure 3.5: Scheme groupé.

initiale pour la phase déterministe. 1l n’existe pas de formule explicite pour calculer a.
En pratique, une « plus importante (proche de 1) est choisie si I’énergie est lisse, sinon
une valeur plus faible doit étre assignée a a.

Théoréme 3.3.1 (MMD) Pour chaque a € (0, 1), il existe un seuil de température

T, = - 3.28
In(a) (3.28)
ot AU,in = mimQ | U(w) = U(n) | (3.29)
w,n €
U@) # Uln)

tel que si Ty, < T, les configurations avec une énergie décroissante seront acceptées,
et I'algorithme converge vers un minimum local.

Si Ty = T'/In(k) alors T, < Ty, si et seulement si k > K, ou K, est un seuil donné

par:
B [ In(«)

Autrement dit, apres K, itérations, 'algorithme entre dans la phase déterministe. La
démonstration du théoreme se trouve dans I’Annexe 3.B.

3.3.2 Parallélisation

La méthode la plus naturelle dans la plupart des problemes de traitement d’images
est la méthode de codage [8]. Elle consiste a construire des ensembles de codage tels
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que les pixels appartenant aux meémes ensembles soient conditionnellement indépen-
dants (voir Figure 3.6). L’avantage de cette méthode est qu’elle garde les propriétés de
convergence de l'algorithme séquentiel.

Une autre méthode a été proposée dans [2]: a chaque ité-

Codi n ts:
9 et O k ration k, chaque site appartient a I’ensemble des site actifs Ay
}

o« &°

o

avec une probabilité de 7 (7 € (0, 1] est fixé). Ensuite, les sites
actifs sont mis a jour au méme temps. Dans ce cas, la conver-

@ —O— @ O gence a été démontrée par Trouvé [82] pour 7 € (0,1), sans
montrer que la limite est la méme que dans le cas séquentiel.
—0  J O o

Les méthodes décrites supposent que ’espace des configu-
f ﬂ) ? ﬁ} rations peut étre partitionné (c’est souvent le cas en traitement

d’images). Dans le cas contraire, il existe deux approches: [’al-
gorithme systolique [57, 33, 32, 4] dont le but est de générer
plusieurs chaines de Markov (possibilité d’utiliser des tempéra-
tures différentes [32, 4, 33]) avec des intéractions entre les dif-
férentes chaines (cf. Figure 3.4); et la seconde est 1'algorithme
groupé ou tous les processeurs génerent cooperativement la
méme chaine de Markov [16, 57].

Figure 3.6: Ensembles
de codage dans le cas
d’un modéle markovien
d’ordre 1.

Pour les modeles multi-échelles, quelques méthodes plus spécifiques ont été propo-
sées dans [36, 65, 66]. Dans le paragraphe suivant, nous nous intéressons a la paralléli-
sation de notre modele hiérarchique.

3.3.3 Algorithme parallele hiérarchique

De point de vue de l'optimisation. il n’y a pas de différence entre les modeles mono-
grilles et hiérarchiques. Nous devons minimiser une fonction non-convexe définie sur
un espace de configurations qui peut étre partitionné. Nous pouvons donc utiliser les
mémes techniques de parallélisation. Cependant, il existe une situation spécifique pour
le modele hiérarchique: le recuit multi-température en utilisant la méthode de codage.
Dans le Paragraphe 3.2.1, nous avons déja expliqué comment mettre en ceuvre le re-
cuit multi-température sur la pyramide (cf. Figure 3.3). Pour la parallélisation, nous
pouvons définir des ensembles de codage décrits dans le Paragraphe 3.3.2. Dans la Fi-
gure 3.3, en considérant les interactions entre deux niveaux voisins, les couches reliées
par pointers seront mis a jour en méme temps. Bien str, a chaque niveau, nous devons
définir des ensembles supplémentaires pour les communications intra-niveaux.
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:}1:}1:}‘1:}1
O B pey e

Codage.

Figure 3.7: Résultats de ’échantillonneur de Gibbs avec différent techniques de parallélisa-
tion.

’ Echantillonneur de Gibbs H VPR \ Nb. d’Iter \ Temps total | Temps per It. \ Energie ‘

Codage 2 342 14.21 sec. 0.042 sec. | 44190.63
7=05 2 333 14.12 sec. 0.042 sec. | 44195.77
T=0.7 2 337 14.10 sec. 0.041 sec. | 44190.28
7=09 2 366 15.49 sec. 0.042 sec. | 44192.86

Tableau 3.1: Résultats de l’échantillonneur de Gibbs avec différent techniques parallélisation.

3.4 Résultats expérimentaux

Le but de ce paragraphe est d’évaluer les performances des algorithmes décrits, en
particulier sur les problemes de segmentation d’images synthétiques et réelles. Les
tests ont été réalisés sur une machine a connexions CM200 [39] en utilisant la méthode
de codage pour la parallélisation (voir Paragraphe 3.3.2). Nous avons testé également
la méthode de parallelisation de rapport 7 décrit dans le Paragraphe 3.3.2, mais nous
avons obtenu pratiquement les mémes résultats (voir Figure 3.7 et Tableau 3.1). Etant
donné que la convergence vers un minimum global n’est pas assurée, nous avons décidé
d’utiliser le codage pour les tests.
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1)
1)

93208.9

d obal energy(T:
74291.0
G obal energy(T:

53421. 4
53415. 4

0.0 238.0
Nb. of iterations Nb. of iterations

Figure 3.8: Décroissance d’énergie avec le Figure 3.9: Décroissance d’énergie avec le
recuit multi-température. recuit inhomogéne.

3.4.1 Comparaison les recuits classique et multi-température

Dans la Figure 3.10, nous comparons le recuit inhomogene et multi-température sur une
image synthétique bruitée en utilisant I’échantillonneur de Gibbs. La fonction d’énergie
du modele hiérarchique est définie dans le Paragraphe 2.4.4. Nous avons utilisé stricte-
ment les mémes parametres pour les deux algorithmes: la pyramide contient 4 niveaux,
le VPR est égal a 4. La température initiale a été respectivement 4 pour le plus haut
niveau , 3, 2 et 1 pour le plus bas niveau et 4 pour tous les niveau dans le cas du recuit
inhomogene. Le potentiel 3 est égal a 0.7 et v est égal a 0.1. Dans la Figure 3.9 et
Figure 3.8, nous montrons 1’énergie globale calculée a une température fixée en fonc-
tion du nombre d’itérations. Tous les deux atteinent pratiquement le méme minimum
(53415.4 pour le recuit inhomogene et 53421.4 pour le recuit multi-température), mais
I'algorithme inhomogene exige 238 itérations (796.8 sec. d’exécution) quant au recuit
multi-température, il suffit de 100 itérations (340.6 sec. d’exécution).
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Image bruitée(S/B = 3dB) Recuit inhomogeéne Recuit multi-température

Figure 3.10: Résultats de [’échantillonneur de Gibbs sur une image synthétique.

3.4.2 Les algorithmes stochastiques et déterministiques

Pour tester les algorithmes, nous avons utilisé un modele markovien d’ordre un avec la
fonction d’énergie suivante (voir Paragraphe 2.2):

Ulw, f) = (ln(\/ﬁaws) + W) + Y Bé(ws,wr) (3.31)

2
seS 20—‘-05 {s,r}ecC

ol
—1 siws =w,

O(ws,wy) = { Hosiw, £ w, (3.32)

et 0 est le parametre qui controle I’homogénité des régions.

Chaque classe A € A est représentée par sa valeur moyenne ’ Image ‘ « ‘
1y et son écart-type. Les parametres sont donnés par le Tab- checkerboard | 0.3
leau 3.3 dans I’Annexe 3.D. triangle 0.3
La température initiale pour les algorithmes utilisant une IS);u(l)tT 8?
loi de température (échantillonneur de Gibbs, Metropolis, MMD, -

GSA) a été Ty = 4 et laloi a été Ty, = 0.95 - Tj.. Pour MMD  Tapleau 3.2: Le para-
et GSA, le parametre o est donné par Tableau 3.2. ICM et yetre o pour MMD et
DPA ont été initialisés par le terme gaussien de la fonction (g4,
d’énergie. Pour les autres algorithmes, une valeur aléatoire a
été choisie.

Les résultats obtenus sont présentés dans I’Annexe 3.C et I’Annexe 3.D. Nous pou-
vons constater que les algorithmes stochastiques donnent les plus basses énergies finales
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mais ils sont plus lents que les méthodes déterministes. ICM est le plus rapide mais le
minimum atteint est supérieur a celui des autres méthodes. DPA, MMD et GSA sont
des bons compromis entre la qualité finale des résultats et le temps d’exécution. Un
autre avantage est qu’ils sont moins dépendants des conditions initiales que ICM.
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3.A Démonstration du théoréme de recuit multi-
température

3.A.1 Notations

Soit & = {s1,82,...,sy} 'ensemble des sites. A = {0,1,...,L — 1} dénote I'espace
d’états commun et w,n,n’... € Q dénotent les configurations, ott Q = AN est fini.
Les sites sont mis a jour dans 'ordre {ni,ns,...} C S. Les configurations générées
constituent une chaine de Markov inhomogene { X (k),k = 0,1,2,...}, ou X(0) est la
configuration initiale. La transition X (k—1) — X (k) est gouvernée par la distribution
de Gibbs 7r( ), en utilisant la matrice de transition a l'itération :

(k) == { T,y (X = My, | Xs =05, 8 # ng), 810 = wly, —x pour A € A

“n 0, sinon
(3.33)
Tr,c)(w) désigne la distribution de Gibbs a I'itération k
exp(=U(w) @ T(k,C
Trec)(w) = p(=U( )Z ( ) (3.34)
Vo(w)
avec U(w) 0 T(k,C) = Y . (3.35)
bee Tk, C)
Les caractéristiques locales sont notées par:
1 Vc(w)
Tree)(Xs =ws | Xp =wp, s #7) = —exp (— Z > (3.36)
Zs cecaec Tk, C)
Vo(wlw,=2)
avec Z; = Y_exp <— S /5 (3.30)
AEA CceC:seC T(k’ O>
La décomposition de U(w) — U(n) pour w et n quelconques (w # 1) est donnée par:
Uw) = U(n) = _ (Ve(w) = Ve(n)). (3.38)
cec

Si X" (w,n) denote la somme sur les cliques positives et ¥~ (w,n) la somme sur les
cliques négatives, on obtient:

> (Velw) = Ve(n)

cec
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= > (Ve(w) = Ve (n) + > (Ve(w) = Ve(n)) . (3.39)

CeC:(Vo(w)—Ve(n))<0 CeC:(Vo(w)=Ve(n)20

B (w.m) St (w,m)

De plus, soit

Usr = mGa%U( w), (3.40)
inf _

U = ruflelgU( w), (3.41)
et A = U -y (3.42)

et soit X% le minimum des sommes positifs:

A= min XT(W,w"). (3.43)
w’ S qup
W' e Qopt

Evidemment, A < 2L

Etant donné une distribution initiale Ho, la distribution de X (k) est donnée par le
vecteur o [1%, P(i):

(k) = w[X(0) = n)po(n) (3.45)

Po(X(K) = w) = (3.44)

Dite
P(X

Nous utilisons la notation suivante pour les transitions: VI < k and w,n € 2
P(k,wll,n) = P(X (k) = w[X(I) = n),
et pour n’importe quelle distribution g sur €2

Pk, wl|l, p) = ZP k) = w|X (1) = n)u(n).

(132

Parfois, nous utilisons la notation P(k, -|l, i), out se réfere  a nimporte quelle confi-
guration de ). Finalement, soit || — v|| la distance suivante entre deux distributions

sur €2:
I — vl =" |ulw) —

Il est clair que lim, o p, = p en distribution (c.a.d. Vw @ pp(w) — p(w)) si et
seulement si ||p, — p|| — 0.
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3.A.2 Démonstration

Tout d’abord, nous prouvons deux lemmes qui impliquent le Théoreme 3.2.1:

Lemme 3.A.1 Vky=0,1,2...:

lim sup |P(X(k) =w|X(ko) = 1) = P(X (k) = w|X (ko) = ") = 0. (3.46)

k—o00 wn'

Démonstartion du Lemme 3.A.1:
Soit kg = 0,1,2, ... fixé et définissons K; = kg+1x,1 =0,1,2,..., ou k est le nombre de
transitions nécessaires pour une mise a jour complete de S (pour chaque k = 0,1,2,. . .:
S C {ngi1,Mgra, - - Nierr }). Soit d(k) la plus petite probabilité entre les caractéris-
tiques locales:

5(/€) = inf T (k,C) (Xsl = Wg,

1<i<N
wef)

X, = ws;, J #1).

Un seuil bas de §(k) est le suivant:

exp(=U*"* 0 T(k,C))  exp(-A0T(k,C)) _ 1
ok) 2 Lexp(-=Un @ T(k,C)) L =

exp(—XX @ T(k,C)

1 in
> ZeXp<_EZ/Tk f) )

ou L =| A | est le nombre des états possibles en un site. Fixons maintenant [ et soit

m; l'indice de la derniere mise & jour du site s; avant K; + 1 (c’est a dire avant la [ime
mise a jour complete de S):
Vi:l1<i< N :m; =sup{k:k < Kj,n,=s;}.
Si nous supposons que my > msy - - - > my, alors:
P(X(K) = w|X(K;_1) =W
= P(XS1 (ml) = Wsy, XSQ(m2> = Wsgy - - 7X5N(mN) = wSN’X<Kl*1) = w/)
N-1
= H P(st' (mZ) = w5i|X5i+1 (mi-i—l) = Ws;p1y -+ - 7X5N (mN) = Wsprs X(Kl—l) = w/>
i=1
N N ) E+N
> [ 6(m;) > LN Hexp(—A/Tﬁer) > L Nexp [ — iﬁf (3.47)
i=1 i=1 ko+lr
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carm; < Ky =ko+lk,i=1,2...,Net T,Zj"f est décroissante. Si kg + [k est suffisement
grand alors le:-{m > NXL/In(ky + Ix) (condition 3.2.1/ii) et 'Equation (3.47) peut
étre continué:

SAN
NS/ In(ko + 1K)

P(X(K)) = w|X(K;_1) =w) > L Nexp < ) =L N(ko+1r)""

Nous pouvons donc supposer pour un constant I' (0 < I" < 1) suffisement grand que:

, o TLN
inf P(X(K;) = w|X (K1) =) > (3.48)

_l{io—f—lli

pour chaque kg =0,1,2,...et [ =1,2,....

Considérons maintenant la limite donnée par I’Equation (3.46) et pour chaque k >
ko, définissons K*“P(k) = sup{l : K; < k} tel que limg_,o, K*"P(k) = oo. Soit k > K
fixé:
sup |P(X(k) = w|X(0) =17') — P(X(k) = w|X(0) = n")|

1l
w?/r] 777

s (sup PUX(H) = 1X(0) = 1) ~ iy PX(R) = 1X(0) =)

= sup (sup / P(X(k) = w|X(K;) =" )P(X(K;) = '|X(0) =n)

oW

_qgiymwmzﬂxmmzwwmwKﬂ=dwwﬁﬂﬂ
= sup Q(k, w).
De plus, pour chaque w € €
S%§¥%wm:MXMQ:wM%WKﬂzﬂwmﬁw)

<sup Y P(X(k) = w|X(K)) = )p(w),

B

oll 4t est une mesure de probabilité sur Q. En utilisant I'Equation (3.48), on a:

(W) > rL=—n
i _ko—i‘l/ﬁ‘
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Supposons que P(X (k) = w|X(K;) = &) a un maximum pour ' = w*? et un
minimum pour ' = w™. On a donc:
o 32 PX () = 6l X (1) = () <
1— (LN —1) LLt P(X (k) = w|X(K;) = w™P)
/{30 + Ik N v
rL=o
P(X (k) =w|X(K
+k0 + l’f /;ézwsup w‘ ( 1> ) ’

P(X(k):w‘X(Kl):winf)+zw/¢wsupywinf P(X(k):w|X(K1):wl)

et de la méme facon:

mfZP k) = w|X(K;) = )p(w') >
(1- - 1>2;L+m) POX() = X (K) = o)
r.—n
X P eIt =)

P(X(k)=w|X (K1)=ws"P)+ " s sup ing PX (k)=w| X (K1)=w')
Il est donc clair que

r
kg+l/€

Qk,w) < (1 - ) (P(X(k) = WX (K1) = ™) = P(X (k) = w|X(K)) = ™)) |

désormais:

sup |P(X(k) = w|X(0) = 7') = P(X(k) = w|X(0) = ") <

=
w777 777

) sup [POX(R) = w|X (K1) = 1) = P(X(F) = wl X (K) = )] <

1t
w7’r] 7”7

(-5
k‘o+ll€

L L / _ o
(1 ko + m) <<1 ko + m) wsr}llfr’] |P(X (k) = w|X(K2) =7) = P(X(k) = w|X(K2) =1 )\)

En continuant, nous obtenons le seuil suivant:

Ksup k?) 1—1 ,
< H e sup. P(X(k) = w|X(KKsup(k)) =17
wm'n
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Finalement, puisque la valeur maximale supréme est 1, on a:
K5uP(k)
w,’l]’,’l]”

Il suffit donc de montrer que:

m r
I - ~0
mli“oo,g< k0+l/<;>

Ce qui est une conséquence bien connue de la divergence de la série

Z(li]o —+ lﬁ)il

l

\V//{ZQ et K.
Lemme 3.A.2
lim sup || P(k, -|ko, mo) — mo ||= 0.

ko—00 >k

Démonstration du Lemme 3.A.2:
Notons P(k, -|ko, m) par Py, () tel que pour chaque k > ko > 0:

Py r(w) = P(X (k) = w|X (ko) = n)7o(n)-

sup [P(X(k) = w|X(0) =7") = P(X(k) = w|X(0) =7")| < kl:[ (1

93

)
k’o—f-ll‘{ '

Q.E.D.

(3.49)

Dans un premier temps, nous montrons que pour n’importe quel k > kg > 0:

| Pro e — e, || < || Prok—1 — Trge,0)|-

Afin de faciliter les notations, nous supposons que n;, = $i:

| Prok — Tree,oy || =

(3.50)

Z ‘WT(k,C) (Xsl = (Usl'Xs = Ws, S 7& Sl)Pkg,k71<Xs = W, S # 51)

(Wsl 7~--WSN)

_WT(k,C)(Xs = Wws, S € S)‘

= Z ( Z WT(k,C)(Xsl = ws1‘Xs = Wg, S 7é 51) ’Pko,kfl(Xs = Ws, S 7é 31)

(wSQ,...wSN) wsq EA

These de doctorat, 1994



94 Chapitre 3. Optimisation

—mr () (Xe = we, 5 # 51)|)

= Z ‘Pko,kq(Xs =W, 8 # 51) - 7TT(k;,C)(Xs =W, 8 # 51)‘

(Wsgse--ws )

= Z Z(Pko,k—l(Xs =Wws, S € 5) - 7rT(k,C)(Xs =Ws, S € 5))

(Ws yeeWs ) Wsq
2 N

< X

(wsl ,...wsN)

Proj—1(Xs =ws,8 € S) — oy (Xs = ws, s € 8)‘

= [[Pros-1 = T, -
Dans un deuxiéme temps, nous montrons que mr ) converge vers 7, (la distribution
uniforme sur ;)

Jim |7 — 77y | = 0.

Soit |2,p¢| le nombre des configurations optimales:
I
dm o) (@)

k=00 3 ey, eXP(=U(W) @ T(k, C)) + Xuga,, exp(=U(w’) @ T(k, C))

e en(-(U) - UM) 0 T(k ) (0 v

— , = 1

k—o0 |Qopt| + Zw’QQopt eXp(_<U(w) - Umf) % T(k7 C)) [Qopt| w e QOpt
(3.51)

L’équation précédente est vrai si (U(w) — U™) @ T(k,C) > 0. Cette inégalité peut se

mettre sous la forme suivante:

!/
cecC (k7 C)
ou w’ est une configuration optimale (c.a.d. W' € Q). Vo(w) — Vo (w') peut étre
négatif, mais U(w) — U™ est toujours positif ou null. Désignons par ¥(w) la différence
d’énergie dans I’Equation (3.52) sans tenir compte de la température. Evidemment,
elle est non-negative:

Sw) =Y Vo) = Vo) =Uw)-U™ >0
ceC

Puis, décomposons X(w) en utilisant I'Equation (3.21):

Y(w) =3 w,w) + 57 (w,w).
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ce qui nous donne:
Y w,) = S(w) — 27 (w,w).

Examinons maintenant I’Equation (3.52):

D

cecC

Vc(w) — Vc<w/>
T(k, C)

=Y (w, )0 T(k,C)+ X (w,w)0T(k,C)

Y (w, ) TP+ Y (w, W) - ,i"f

> X (w, )/ T + 2 (W, ) /T = >0

De plus:
Y7 (w, ) TP 4+ S (w,0) - TP = 27 (w,0) - TP + ((w) — 27 (w, )T
Par conséquence: . A
ST (w, W)L = TM) = S(w) - T 2 0
En divisant par le terme négatif ¥~ (w,w’), on a:

. Z(w) .
Tsup . Tmf < Tznf
' TS W) [
Ceci est vrai a cause de la condition 3.2.1/iii du théoreme.

Finalement, nous montrons que:
Z HWT(k:,C) - 7TT(k+1,C)H < o0 (3.53)
k=1
car . .
Z HWT(k;,C) - 7TT(I<:+1,C)H = Z Z ‘WT(k,C) (w) — TT(k+1,C) (w)'
k=1 w k=1
et parce que
Vw : Tpgoy(w) — mo(w),
il suffit de montrer que 7r(w) est monotone pour chaque w. Ceci est évident (Equa—

tion (3.51)):

o siw ¢ O,y alors mp(w) est strictement croissante pour 0 < 7' < € pour une €
suffisement faible,

o siw € Q,, alors mr(w) est strictement décroissante pour toutes les 7' > 0.
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Fixons k > ko > 0. En utilisant I'Equation (3.50) et I'Equation (3.53), on obtient:

| Pro ke — mol| < | Prok — oyl + |1 7Tr@cy — 7ol

<N Peyi-1 — Tr(eoyll + |77y — mol| par I'Equation (3.50)

< [ Prgp—1 — Trge—1,0)|| + |7r—1,0) — TR,y || + [|177k,0) — 7ol

<[ Prop-2 = mr-2.0)ll + 170 (h-2.0) = Troe-1.0)| + | T708-1.0) — TR0 | + 177k, 0) — 0|

< S Proske — ko, ||+ lkz_k:l |Tra,0) — Trasro)ll + |1 Tr@wey — mol|-

=ko
d’autre part:

Proko = To
et

Jim |77,y = mol[ = 0.
On a donc:
k-1
S sup 1Pio e = mol| < Tim b IXkZO 177,00 = Traso) |
= kglinool% | Tra,c) = Trasie)l =0

ot le dernier terme vaut 0 par I’'Equation (3.53) Q.E.D.
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Théoréme 3.2.1 (Recuit multi-température) Supposons qu’il existe un entier
Kk > N tel que pour chaque k = 0,1,2,..., 8§ C {ngs1, ngs2, ..., Ngrx}. Pour tous les
C € C, soit T'(k,C') une séquence décroissante des températures en k telle que:

(i) YC:limy_oo T(k,C) =0.
Notons respectivement par Ty et T;* le maximum et le minimum de la fonction
de température pour k donné (VC € C: T\ < T(k,C) < T;™).

(ii) Pour tous les k > ko et pour un entier ko > 2 quelconque: T, > NX% /In(k).

(iii) Si ¥~ (w,w’) # 0 pour une w € Q\ Q,,r quelconque et une W' € Q,,; quelconque,
nous devons imposer une condition supplémentaire:

SU inf
Vk: T:Fpli,;‘; < R, avec:
U _ Uinf
R = min L (3.54)
WGQ\Qopt | Ei(wywl) |
w' € Qopt
E’(w,w’)pyé 0

Si les conditions sont satisfaites alors pour n’importe quelle configuration initiale
n € Q) et pour chaque w € €:

lim P(X (k) =w | X(0) =n) = mo(w). (3.55)

k—o0

Démonstration:
En utilisant les deux lemmes, nous pouvons facilement valider le théoreme:

T | PX (k) = [ X(0) = 1) = moll = T T | 32 Pk, -{ko. ') P(bo,1/10.m) = o]
k>k0 n

< lim Lm | Y P(k,-|ko,n')P(ko,n'|0, 1) — P(k,-|ko,m0)||

ko—00k—00 /
k>ko T

+ lim lim || P(k, -|ko, m0) — mo]| -
k0—>ookﬂoo

k>ko

ou le dernier terme vaut 0 (Lemme 3.A.2). En plus, P(ko,-|0,n) et mp a une masse
totale de 1:

||ZP |k07 (k’0777/|0>77) _P(ka'|k077T0)||
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= S sup | Pkl ) = Pk wlbor f )P /10.0) = mafa)

< QZsup |P(k,w|ko,n’) — P(k,wlko,n")| .

w nn”’

Finalement:

Jim || P(X (k) = [ X(0) = 1) — o

< QZMSup |P(k,wlko,n') — P(k,wlko,n")| =0
0_’00’,;;,:‘877 "

ou le dernier terme vaut 0 (Lemme 3.A.1). Q.E.D.
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3.B Démonstration du théoreme MMD

3.B.1 Notations

Soit (2 'ensemble de toutes les configurations. Les éléments de {2 sont notés par w,n, .. .,
U(w) dénote I'énergie de w. Une nouvelle configuration 7 est acceptée si:

n st AU <0,
Wt =8 si AU >0et a <exp (—%) : (3.56)
w* sinon

ou « est un seuil constant (a € (0,1)).

3.B.2 Démonstration du théoreme
Théoréme 3.3.1 (MMD) Pour chaque a € (0, 1), il existe un seuil de température

A[]7‘ru'n
T, = — 3.57
In(a) (3:57)
otu AUpin = minQ | U(w) —U(n) | (3.58)
w,n €
U(W)ns"é U(n)

tel que si Ty, < T, les configurations avec une énergie décroissante seront acceptées,
et l'algorithme converge vers un minimum local.

Démonstration:
Examinons la transition w — n quand U(n) > U(w). La transition est permie (voir
Equation (3.56)) si:
U —-U
a < exp (—M) : (3.59)

Mais en utilisant 'Equation (3.57), on a:

o < exp (_U(”)_U(w)> < exp (— AU”“’") , (3.60)

et d’autre part, T' — 0, ce qui nous donne:

Amin
v )—o.

- (3.61)

lim exp (—

k—o0
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En conséquence, si T' < T,, on obtient:

exp(— T )Sexp(— >:a.

(3.62)

C’est a dire que les configurations avec énergie plus élevée ne sont plus acceptées.

Q.E.D.
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3.C Images
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e

Image originale

Initialisation de 'ICM et du DPA

'

Echantillonneur de Gibbs

DPA Metropolis MMD

”

Figure 3.11: Résultats sur l'image “checkerboard” avec 2 classes.
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Image originale Image bruitée (S/B = 3dB) Initialisation de I'ICM et du DPA
ICM Echantillonneur de Gibbs
Metropolis

Figure 3.12: Résultats sur l'image “triangle” avec 4 classes.
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Ol

< R

Image originale Image bruitée Initialisation de 'ICM et du DPA

ICM Echantillonneur de Gibbs

JX. <4 'K l),

Metropolis

Figure 3.13: Résultats sur l'image “bruit” avec 3 classes.
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Image originale

-

DPA Metropolis

Figure 3.14: Résultats sur l'image “SPOT” (4 classes).
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3.D Tableaux

| Image | B ml| o[ p] o3| ps| of] pa| off
checkerboard | 0.9 || 119.2 | 659.5 || 149.4 | 691.4 — — — —
triangle 1.0 || 93.2 | 560.6 || 116.1 | 588.2 || 139.0 | 547.6 || 162.7 | 495.3
bruit 2.0 99.7| 94.2 | 127.5| 99.0 || 159.7 | 100.1 — —
SPOT 2.0 30.3 82| 374 46 || 61.3|128.1 98.2 | 127.1

Tableau 3.3: Les parameétres.

’ H VPR ‘ Nb. d’Iter. ‘ Temps total ‘ Time/Tt. ‘ Energie

ICM 2 8 0.078 sec. | 0.009 sec. | 52011.35
Metropolis 2 316 7.13 sec. | 0.023 sec. | 49447.60
Gibbs 2 322 9.38 sec. | 0.029 sec. | 49442.34
MMD 2 357 4.09 sec. | 0.011 sec. | 49459.60
GSA 2 357 7.59 sec. | 0.021 sec. | 49459.60
DPA 2 164 2.82 sec. | 0.017 sec. | 49458.02

Tableau 3.4: Résultats sur limage “checkerboard” avec 2 classes.

’ H VPR ‘ Nb. d'Tter. ‘ Temps total ‘ Temps/It. ‘ Energie

ICM 2 9 0.146 sec. | 0.016 sec. | 49209.07
Metropolis 2 202 7.31 sec. | 0.036 sec. | 44208.56
Gibbs 2 342 14.21 sec. | 0.042 sec. | 44190.63
MMD 2 292 7.41 sec. | 0.025 sec. | 44198.31
GSA 2 191 5.44 sec. | 0.028 sec. | 44198.88
DPA 2 34 1.13 sec. | 0.033 sec. | 44237.36

Tableau 3.5: Résultats sur l'image “triangle” avec 4 classes.
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’ H VPR \ Nb. d'Iter. \ Temps total \ Temps/It. \ Energie ‘

ICM 2 8 0.302 sec. | 0.037 sec. | -5552.06
Metropolis 2 287 37.33 sec. | 0.130 sec. | -6896.59
Gibbs 2 301 35.76 sec. | 0.118 sec. | -6903.68
MMD 2 118 10.15 sec. | 0.086 sec. | -6216.50
GSA 2 242 17.84 sec. | 0.073 sec. | -6256.00
DPA 8 15 1.33 sec. | 0.089 sec. | -6685.52

Tableau 3.6: Résultats sur l'image “bruit” avec 3 classes.

’ H VPR \ Nb. d’Iter. \ Temps total \ Temps/It. \ Energie ‘

ICM 8 8 0.381 sec. | 0.048 sec. | -52751.71
Metropolis 8 323 42.37 sec. | 0.131 sec. | -58037.59
Gibbs 8 335 46.73 sec. | 0.139 sec. | -H8237.32
MMD 8 125 10.94 sec. | 0.087 sec. | -56156.53
GSA 8 273 23.03 sec. | 0.084 sec. | -56191.61
DPA 8 15 1.78 sec. | 0.119 sec. | -40647.96

Tableau 3.7: Résultats sur l'image “SPOT” avec 4 classes.

These de doctorat, 1994



4.1
4.2

4.3
4.4

4.5
4.A
4.B

DANS CE CHAPITRE:

Le probléeme de 'estimation . . . . . . . . . . . . L 110
Le probleme des données incompletes . . . . . . . L L L L Lo e e 111
4.2.1 Recuit simulé adaptatif . . . . . . ... Lo 111
4.2.2  Estimation conditionnelle itérative (ICE) . . . . .. . .. ... ... 112
Détermination des modes d’un mélange de gaussiennes . . . . . . . . ... ..o 112
Segmentation non-supervisée d’images . . . . . . . ... Lo 113
4.4.1 Estimation des parameétres du modeéle hiérarchique . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 116
Résultats expérimentaux . . . . . . . . ..o e 118
Images . . . . . . 122
Tableaux . . . . . . L 128

108



Estimation des parametres

ans les applications réelles, les paramet-
D res sont souvent inconnus, il faudra les
estimer [5] a partir de I'image observée. D'un
point de vue statistique, ce probleme est équi-
valent au probleme de I'estimation des pa-
rametres a partir d' un mélange de distribu-
tion. Si nous avons une réalisation du champ
des étiquettes, la tache est alors relativement
facile, il existe plusieurs méthodes standards

(maximum de vraisemblance, codage [8], etc. ..

Malheureusement, nous n'avons pas un tel é-
chantillon, il est donc impossible d'utiliser di-
rectement ces méthodes. Nous devons les ap-
proximer par une fonction de |'image observée.

La plupart des méthodes utilisées sont ité-

ratives [74, 64, 15]. Pour une telle méthode,
nous avons besoin d'une bonne initialisation
pour chaque parameétre. Etant donné que les
classes sont représentées par une distribution
gaussienne, l'initialisation des valeurs moyen-
nes et des variances des classes est tres im-
portante car ils ont une grande influence sur
les étiquetages sous-jacents et donc sur le ré-
sultat final. Il existe plusieurs approches: la
méthode des moments [25], la méthode de
Prony [19] ou I'analyse géométrique de I'his-
togramme [76].

Dans ce chapitre, nous présentons des al-
gorithmes d'estimation pour le modéle mono-
grille et proposons une méthode pour |'estima-
tion des parameétres du modele hiérarchique.
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4.1 Le probleme de ’estimation

Rappelons les notations définies aux Paragraphe 2.1 et Paragraphe 2.2. F = {F; :
s € S8} dénote I'ensemble des données (I'image observée) sur les sites (ou pixels) S =

S1,82,...,8n}. A chaque site, on peut attribuer une étiquette appartenant a A =
A ch it t attrib ot tt t taA
,1,...,L — 1}. L’espace des configurations 2 est ’ensemble des étiquetage w =
0,1 L—1}. L7 d figurati Q est I ble des étiquetag

Wy« -+, Wsy ), ws € A. Le processus d’étiquettes est noté par X'. De plus, nous avons

) N A. Lep d’étiquett t noté par X. De pl

n parametres donnés par le vecteur O:

th
O=| : (4.1)
Uy
Jusqu’ici, © était connu et nous avons cherché I’étiquetage qui maximise la distribution

a posteriori:
O = arg max Po(w | F,0). (4.2)
we

ou @ est 'estimateur MAP des étiquettes sachant F, en utilisant le modele Py (pour
faciliter les notations, nous omettons l'indice ©). Si © ainsi que w sont inconnus, le
probleme de maximisation dans I'Equation (4.2) devient [28, 58]:

(@,0) = argm%xp(w,}“ | ©). (4.3)

La paire (@, 0) est le maximum global de la probabilité jointe P(w,F | ©). Si nous
supposons que © est une variable aléatoire, la maximisation précédente devient un
simple estimateur MAP de la maniére suivante [28]: Supposons que © est restreint au
domaine fini Dg et que © est uniforme sur Dg (c’est a dire P(O) est constant) [28]:

P(w,F|©)P(O)

argrB%XP(w,@ | F) = arg max P (4.4)
Pw, F | ©)

= argmax 4.5

B8 fp Yuco P(w, F | ©)d0 (4.5)

= argIE%XP(w,f| 0). (4.6)

Pratiquement, nous ne pouvons pas résoudre cette maximisation. Méme le recuit simulé
n’est pas utilisable car les caractéristiques locales par rapport aux parametres © ne
peuvent pas étre calculées a partir de P(w,F | ©). Une solution possible peut étre
obtenu en appliquant le critére suivant [28, 58]:

@ = argmax P(w, F | 0) (4.7)
argmgXP(@,f| O) (4.8)

(©)
Il
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Il est clair que 'Equation (4.7) est équivalente a I’Equation (4.3) pour © = O et
PEquation (4.8) est équivalente & I'Equation (4.3) avec w = @. En plus, 'Equation (4.7)
est équivalente a I'estimateur MAP de w lorsque les parametres sont connus:

argmax P(w, F | O) = arg max P(w | F,0)P(F|0) = arg max P(w | F,0). (4.9)

La solution du probleme MAP a déja été étudiée en détail au chapitre précédent.

D’un autre ¢oté, la solution de IEquation (4.8) est I'estimateur du maximum de
vraisemblance (MV) des parametres sachant 1'étiquetage @. La solution de ce probleme
est relativement facile, il existe plusieurs algorithmes (pseudo-maximum de vraisem-
blance [5, 8, 58], codage [9]).

4.2 Le probleme des données incompletes

Dans les applications réelles, nous devons estimer les parametres a partir des données
non-étiquetées. Des méthodes variées ont été proposées pour résoudre ce probleme:
Ezpectation — Maximization (EM) [18], recuit simulé adaptatif [28, 58], Iterated Condi-
tional Estimation (ICE) [64, 74]. Nous présentons ici les deux derniéres que l'on a
utilisées pour les tests.

4.2.1 Recuit simulé adaptatif
Algorithme 4.2.1 (Recuit simulé adaptatif)

@ Soit k = 0, initialiser e°.

@ Faire n itérations (n > 1) de recuit simulé en utilisant P(w | F,©F). Le résultat
est dénoté par @F 1.

3 Mettre a jour les parametres OFt! par Destimateur du maximum de vraisem-
blance ML en utilisant 1'étiquetage &**+1.

@ Continuer I'Etape @) en utilisant k = k + 1 jusqu’a ce que © se stabilise.

Si l'estimateur du maximum de vraisemblance n’est pas calculable (c’est souvent le cas),
on peut utiliser d’autres méthodes approximatives (pseudo-maximum de vraisemblance,
par exemple).
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4.2.2 Estimation conditionnelle itérative (ICE)

Considérons un estimateur £ (F,w) de © (maximum de vraisemblance, par exemple).
Comme les réalisations du champ des étiquettes sont inconnues, nous ne pouvons pas di-
rectement appliquer Eg(F,w), nous devons donc "approximer. La meilleure approxima-
tion, au sens des moindres carrés, est l’espérance conditionnelle. Puisque E{fq | F,w}
dépend des parametres ©, nous avons besoin d’une estimation OF définie a priori. Ceci
nous donne un algorithme itératif [74, 14, 75]:

Algorithme 4.2.2 (ICE)
@ Soit k = 0, initialiser eo.

@ Générer n réalisations (n est fixé a priori) ©'(1 < i < n) du champ des étiquettes
en utilisant ©F.

® A partir de (1 <i < n), ©F+1 est obtenu par 'espérance conditionnelle:

~ 12 )
" =F{fo | X =w} ~ - > Eo(F, ). (4.10)
1=1

@ Continuer I ‘Etape () jusqu’a ce que O se stabilise.

4.3 Détermination des modes d’un mélange de gau-
ssiennes

Dans ce paragraphe, nous présentons une méthode non-itérative pour déterminer les
modes d'un mélange de gaussiennes qui utilise 'analyse géométrique des domaines
concaves du mélange [76].

Un domaine concave d'un mélange de gaussiennes f(z) est déterminé de la fagon
suivante: a chaque point x, une famille de domaines D;(z) centrées autour de x est
associée (par exemple une séquence de plus en plus grande d’hypercubes). La valeur
moyenne de f(x) dans le domaine D;(x) est définie par:

E{D;(x)} = [ (4.11)
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Le test de convexité est basé sur le fait que E{D;(x)} est une fonction décroissante de
i pour n'importe quelle famille de domaines D;(x) qui sont dans un région concave de

/().
En traitement d’image, nous regardons I’histogramme comme un mélange de gaus-
siennes. Notons les valeurs de I'histogramme par hq, by, ..., hg (hy € [0,1]), ot G est

le nombre des niveaux de gris possibles. Le domaine D;(z) est simplement un segment
de droite centré en x. L’algorithme est le suivant:

Algorithme 4.3.1 (Identification d’un mélange de gaussiennes)

@ Définissons en chaque point x € [0,G] un petit voisinage Dy et un voisinage
D, plus grand. Calculer E{D;(z)} et E{Dy(x)} par 'approximation de Equa-
tion (4.11):

_ 2geni(a) he
E{D;(z)} = 1(Di(2)) (4.12)
ou l(D;(x)) est la longeur du segment de droite D;. Calculer 6(x) = E{Ds(x)} —
E{D;(x)} a chaque x. Si §(x) < 0, alors I'histogramme est concave dans le
domaine correspondant D (z).

@ Ensuite, nous devons cumuler tous les domaines sous-jacents ot I’histogramme est
concave. Les domaines obtenus Dy(k =1,..., L) donnent les modes du mélange
et L est le nombre des modes ou classes.

® La moyenne py du mode k est le centre du domaine Dy, et o égale a la longeur
de Dy. En représentant les domaines concaves Dy, par (z¥, %), on a:

k k

2

g = et op = xb — 2t (4.13)

4.4 Segmentation non-supervisée d’images

Dans ce paragraphe, nous établissons un modele mono-grille de segmentation non-
supervisée [51]. Pour cela, nous utilisons le modele markovien d’ordre 1 proposé dans
le Paragraphe 2.2, ou les classes sont représentées par des distributions gaussiennes:

~ 1 (fs ) )2
P, F|O) = — e
@ 716) 5135 V2710, P ( QJ%S
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_ exp(—203 Z{s,r}eC 6(@s, @r))

o (4.14)

avec Z(B) = Y exp (—25 > 5(ws,w7.)) (4.15)
weN {s,r}eC

et (D0, 3y) — {(1) s = (4.16)

Nous avons 2L + 1 parametres (deux pour chaque classe et un hyperparametre [3):

Ho
K

o=\ (4.17)

g0

0r—1

g

Les premiers 2L parametres sont estimés a partir du terme gaussien et 3 est calculé
a partir du terme markovien. Pour I'estimation, nous utilisons la fonction de vraisem-
blance suivante:

n(L(©®)) = > (— ln(\/%aas) - W)

SES 205)\3

{s,r}ecC

. 2
= Y > (— In(v270y) — <f32 5/\) )
AEA SESy 5Y
G(pr,0x)
{s,r}ecC
M(B)

ou Sy est 'ensemble des pixels ou @ = A. Nous cherchons le vecteur © qui maximise
la fonction de vraisemblance:

wen Ko (4.20)

O
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G (px, o)
OM(p)
o5 0 (4.22)

La solution pour u) et o) est simplement la moyenne empirique et la variance empirique:

1
VAEA: oy = > fs
| S)‘ ’ SESH
1
oy = S (fs — )% (4.23)
| SA | seSx

Pour 3, nous examinons la dérivée de M([3):

aaﬁ <_2@Nih(@) —In (Z exp(—26Nih(W>)>>

weN

Sueo N"(w) exp(—28N™(w))

_ arihy~
= ) e (2N ()

=0 (4.24)

ot N"@) = Y5.1ec 0(@s,@,) est le nombre des cliques inhomogenes dans &. Nous
obtenons (Equation (4.24)):

Sueo N (w) exp(—28N™"(w))
Ywen exXp(—20N"(w))

NM@D) = (4.25)

Puisque In(Z(3)) est conveze en O [6, 28], le gradient peut étre approximé par relaxa-
tion stochastique [28]:
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Algorithme 4.4.1 (Estimation de I’hyperparametre)

@ Soit k = 0, initialiser 3° et soit N th(©) le nombre des cliques inhomogénes dans
l'estimateur de I'étiquetage.

2 En utilisant le recuit simulé pour une température fixée T, générer un nouvel
étiquetage n avec la distribution suivante:

€xp _@Z{s,r}esé(wS)wT)
P(X =w) = ( ! 7 ) (4.26)

Calculer le nombre des cliques inhomogénes N (n) en 1.

® Si N"(n) =~ N*™(&) arréter I'exécution, sinon k = k + 1 et et faire decroitre
B* si Nih(n) < N*"(&) ou augmenter si N""(n) > N*"(®), puis recommencer a
I'Etape (2).

L’algorithme utilisé pour les test est le suivant:

Algorithme 4.4.2 (Segmentation non-supervisée)

@ Etant donné une image F, calculer son histogramme et pour chaque \ € A,
initialiser uy et oy par I’Algorithme 4.3.1.  est initialisé aléatoirement entre 0
et 1.

@ (Estimation) Trouver l'estimateur © des paramétres par I'Algorithme 4.2.2
(ICE).

® (Segmentation) Exécuter une segmentation supervisée avec les parametres o,
ce qui nous donne l'estimateur MAP du champ des étiquettes sachant F et ©.

4.4.1 Estimation des parametres du modele hiérarchique

Nous utilisons le modele proposé dans le Paragraphe 2.4.4. La fonction de vraisemblance
est la suivante:

Yy (—mm%) - <f—ﬂ>>

2
i=0 sicSt sebii 20&05
S
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M
—28% 4" Y 0(@c) =2y Y 0(@c) —In(Z(8,7)) (4.27)
=0 Ciec CeCs
Nin(G) N ()

ol ¢' est le nombre des cliques entre deux blocs voisins sur 1’échelle B (pour plus de
détails, voir Paragraphe 2.3.3). N*"(©) dénote le nombre des cliques inhomogenes qui
sont sur la méme couche et N**(%) dénote le nombre des cliques inhomogenes qui sont
entre deux couches voisines. Tous d’abord, considérons le premier terme:

> ¥ 3 (e, - el

1=0 sicS? sebl

= ZZ > <—1n (V2ray) - (2§M)> (4.28)

A€A i=0 51681 seb"”g

olt 8§ dénote I'ensemble des sites sur le niveau i ou &y = A. Par dérivation, nous
obtenons:

VAEA: oy = |S’ ZZ > fs
7,0

1=0 s’ESl seb’

oy = 0|S’ Z S (f (4.29)

1=0 s’ESZ sEb’

Remarquons que le niveau de gris f, peut étre pris en compte plusieurs fois. Plus
exactement, fy est considéré m fois pour un A donné s’il existe m échelles ot @ associe
I’étiquette A\ au site s. La dérivée de la fonction de vraisemblance par rapport a (8 et ~
est donnée par:

0 ih(~ ih [~ 0

%(—MN (w)—ln(Z(ﬁ,v))) = —-N (w)—%ln( (B,7)) (4.30)

9 Sih~ v YO

37(‘2“’\7 @) -In(Z(8,7) = -N @) =5 W(Z(B.7) (43
D’ou on a:

o) Duen V@) exp(—29N" ) = 2N w) )
> weq exp(—208N" (w) — 2y Nt (w))
Soea N (w) exp(—28N"(w) — 2y N (w))
S oeq exp(—28N"(w) — 2yNih(w))
La solution de ces équations, comme dans le cas mono-grille, est obtenue par 1’algo-
rithme suivant:

NMB) (4.33)
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Algorithme 4.4.3 (Estimation des hyperparameétres hiérarchiques)

@ Soit k = 0, initialiser 30 et AY. Soient N**(@) le nombre des cliques inhomo-

génes sur la méme échelle et N*"(©) le nombre des cliques inhomogeénes entre les
niveaux.

En utilisant le recuit simulé pour une température fixée T, générer un nouvel
étiquetage n avec la distribution suivante:

2k k
exp <_6T i]\io Z{s,r}eci O(ws, wr) + WT Z{s,r}e@ 0(ws, WT))
PX =w)= Z(Bk,"}\/k) . (4.34)

Calculer le nombre des cliques inhomogénes N**(n) et N*"(n) dans 7.

Si Nh(n) ~ N'™(&) et N"(n) ~ N"(®) arréter I'exécution, sinon k = k —|— 1 et
faire décroitre 3* si N™(n) < N™(&) ou 'augmenter si N’h( ) > N*@). 4% est
obtenu de la méme fagon. Recommencer avec I'Etape () en utilisant (6’“ Ak)

L’algorithme de segmentation est le suivant:

@

@
©)

Algorithme 4.4.4 (Segmentation hiérarchique non-supervisée)

Etant donné une image F, calculer son histogramme et pour chaque A\ € A,
initialiser uy et oy par I’Algorithme 4.3.1. 3 et vy sont initialisés aléatoirement.

(Estimation) L’estimateur © des paramétres est obtenu par I’Algorithme 4.2.1.

(Segmentation) Exécuter une segmentation supervisée avec les paramétres (:),
ce qui nous donne I'estimateur MAP du champ des étiquettes sachant F et O.

4.5 Résultats expérimentaux

Nous avons testé les algorithmes proposés sur des images synthétiques bruitées et
réelles. Les algorithmes ont été mis en ceuvre sur une machine a connexions CM200 [39].
Nous avons comparé les parametres et les résultats obtenus aux résultats supervisés
présentés dans le Chapitre 2. En général, la qualité des résultats non-supervisés est
aussi bonne et parfois meilleure que ceux des algorithmes supervisés. Cependant, nous
avons observé que les algorithmes non-supervisés sont plus sensibles au bruit a cause
de 'initialisation des parametres, en particulier la moyenne et la variance des classes.
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Le seul parametre que nous avons supposé étre connu est le nombre des classes.
Tous les autres parametres ont été estimés automatiquement a partir des données.
Nous avons utilisé I’Algorithme 4.4.2: Des valeurs initiales des hypermarametres sont
les suivantes: § = 0.7 et v = 0.1. Les expériences montrent que l'initialisation de ces
parametres n’est pas tres importante. Pratiquement, n’importe quelle valeur entre 0.5
et 1 pour [ et une valeur proche de zéro pour 7 peuvent étre admises.

Dans 1'étape suivante(Etape 2 de I’Algorithme 4.4.2), nous utilisons 'algorithme
ICE (Algorithme 4.2.2) pour obtenir les estimations finales. Pour générer les étiquetages
nécessaires, nous avons choisi I'ICM car il est tres rapide. Connaissant les parametres
(:)”, I'ICM est utilisé pour maximiser la probabilité a posteriori de w. Supposons que
I'ICM converge en N itérations (en pratique N < 10), ce qui nous donne N étique-
tage w;(0 < i < N). Pour chaque w;, on calcule les parametres par le maximum de
vraisemblance.

Pour le modele hiérarchique, nous avons utilisé le recuit simulé adaptatif car I'lCE a
été trop lent. Une autre modification est que les parametres gaussiens ont été calculer
uniquement sur le plus bas niveau et pas sur la pyramide entiere car les variances
obtenues ont été trop importantes avec ’algorithme original. Cette modification réduit
également le temps de calcul.

Les algorithmes ont été testés sur l'images “checkerboard” (Figure 4.1), “trian-
gle” (Figure 4.2) et “holland” (Figure 4.3-Figure 4.5). Pour les images synthétiques,
nous donnons également 1’histogramme qui détermine l'initialisation. (I’histogramme
de I'image “holland” se trouve dans la Figure 2.13). Dans Tableau 4.2, Tableau 4.4 et
Tableau 4.6, nous comparons les parametres obtenus par les algorithmes non-supervisés
a ceux utilisés pour les segmentations supervisées. Nous remarquons que les parametres
supervisés ne sont pas forcement corrects. Ils ont été calculés par 'algorithme décrit
dans le Paragraphe 2.2, a partir des ensembles d’apprentissage choisis par un expert (cf.
Figure 4.3). Dans Tableau 4.3, Tableau 4.5 et Tableau 4.7, nous donnons le temps de
calcul de I'estimation et de la segmentation. Nous pouvons constater que ’estimation
exige beaucoup plus de temps que la segmentation. La plus grand partie du temps de
calcul est prise par I'estimation des hyperparametres qui utilise le recuit simulé.

Le Tableau 4.1 donne une comparaison des résultats supervisés et non-supervisés
par le nombre des pixels mal-classifiés. Les performances sont pratiquement les mémes
pour la segmentation supervisée et non-supervisée.

En conclusion, les algorithmes proposés donnent des résultats comparables a ceux
obtenus par les algorithmes supervisés mais ils exigent un temps de calcul plus élevée
et ils sont plus sensibles au bruit. L’avantage principal est que les méthodes non-
supervisées sont autonomes, le seul parametre a préciser est le nombre des classes.
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4.A Images
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255 0
Grey-levels
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Figure 4.1: Résultats de segmentation supervisée et non-supervisée sur limage “checker-
board” avec 2 classes.
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Figure 4.2: Résultats de segmentation supervisée et non-supervisée sur l'image “triangle”
avec 4 classes.
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Figure 4.3: Les ensembles d’apprentissage sur l'image “holland”.
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Figure 4.4: Résultats de segmentation supervisée avec 10 classes (E’chantilloneur de Gibbs).
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Figure 4.5: Résultats de segmentation non-supervisée avec 10 classes (Echantilloneur de

Gibbs).
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4.B Tableaux

Chapitre 4. Estimation des parameétres

’ Modele ‘ Image H Supervisé ‘ Non-supervisé ‘
Monogrille | checkerboard || 260 (1.59%) 213 (1.41%)
triangle 112 (0.68%) 103 (0.63%)
Hiérarchique | checkerboard | 115 (0.7%) 147 (0.9%)
triangle 104 (0.63%) 111 (0.68%)

Tableau 4.1: Résultats supervisés et non-supervisés.

Modele hiérarchique
Modele monogrille Non-supervisé
Non-supervisé Parametre | Initial \ Final || Supervisé
Parametre || Initial \ Final || Supervisé
TIEAREE o5 Lo 123.5 | 126.7 119.2
Ho : : : 2
o2 956.0 | 630.0 659.5 | L0 256.0 | 903.4 659.5
m 17001 1515 149 4 /L; 170.0 | 151.5 149.4
o 160.0 | 668.2 6914 | L7 169.0 | 689.3 691.4
’ 3 H 0.7 ‘ 0.7 H 0.9 ‘ I} 0.7 0.7 0.7
v 0.1 0.1 0.3
Tableau 4.2: Les parametres de l'image “checkerboard”.
’ Modele H VPR ‘ Temps total ‘ Estimation ‘ Segmentation ‘
Monogrille 2| 142.73 sec. | 133.57 sec. 9.16 sec.
Hiérarchique 4 | 1551.93 sec. | 1042.46 sec. 446.52 sec.

Tableau 4.3: Temps de l’exécution sur l'image “checkerboard”.
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Modele hiérarchique
Modele monogri}le Non-supervisé

. NC_)H"S“perYlse o Parametre | Initial \ Final | Supervisé

Parameétre || Initial | Final | Supervisé m 335 13 413

Ho 835 84.3 8548 | 2 256.0 | 483.9 |  446.60

o2 256.0 | 480.5 446.60

m 00T 103 ool LA 100.0 | 115.5 115.60

o7 1600 | 4163 | 53307 L% 109.0 | 4446 ] 53397
. . . 2

o2 676.0 | 457.8 |  540.32 | 72 676.0 | 502.1 540.32

i3 1815 | 1785 178.01 | | M3 181.5 | 177.9 178.01
2

o3 100.0 | 490.9 504.34 | | %3 100.0 | 500.0 504.34

I [ 07] 10] 0] |5 07] 1.0 0.7

v 0.1 0.1 0.1

Tableau 4.4: Les paramétres de ’image “triangle”.

’ Modele H VPR ‘ Temps total ‘ Estimation ‘ Segmentation ‘
Monogrille 2| 249.75 sec. | 237.00 sec. 12.75 sec.
Hiérarchique 41 1762.23 sec. | 1232.82 sec. 529.41 sec.

Tableau 4.5: Temps de l’exécution sur limage “triangle”.
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Non-supervisé
Parametre || Initial \ Final | Supervisé
140 51.5 | 5H3.1 54.6
od 36.0 10.3 93.1
1 60.0 | 77.2 73.5
o2 49.0 | 64.3 4.1
[ho 70.5 | 89.6 82.5
o5 49.0 | 30.7 35.5
143 80.5 | 102.5 93.8
o3 64.0 | 35.7 93.7
g 97.5 | 116.2 100.5
o5 441.0 | 27.6 308.8
45 122.5 | 127.2 122.8
o2 484.0 18.9 8.9
146 136.0 | 138.6 129.9
ol 1.0 20.2 37.4
b7 152.5 | 152.7 146.6
o2 625.0 18.0 15.3
118 169.0 | 162.4 159.9
o3 1.0 7.4 31.3
119 181.5 | 174.2 182.3
o3 25.0 | 54.1 73.1
E | 07] 13] 1.0 |

Tableau 4.6: Les parametres de limage “holland”.

] Modele H VPR \ Temps total \ Estimation \ Segmentation ‘
| Monogrille || 32 | 3576.58 sec. | 3270.78 sec. |  305.81 sec. |

Tableau 4.7: Temps d’exécution sur limage “holland”.
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Conclusion

ous avons discuté les trois étapes prin-
N cipales du traitement statistique d'ima-
ges: la modélisation, |'optimisation et |'esti-
mation des paramétres. Nous avons étudié les
problémes de la vision pré-attentive dans un
cadre général appelé étiquetage d'images. Not-
re approche est probabiliste, nous utilisons les
champs de Markov et I'estimation bayesienne,
en particulier I'estimation par le Maximum A
Posteriori (MAP). L'avantage d'une telle mo-
délisation est que l'information a priori peut
étre “codée” localement par les potentiels des
cliques. Nous avons développé les modeles mar-
koviens pyramidaux qui réduisent le temps de
calcul et améliorent la qualité du résultat fi-
nal. Nous avons proposé des méthodes pour
I'estimation des parameétres des modeles hié-
rarchiques et mono-grilles. Les premiers résul-
tats sont satisfaisants mais il reste beaucoup
de travail a faire.

Tous les modeéles markoviens exigent la
minimisation d'une fonction d’'énergie non-con-
vexe qui est résolue par recuit simulé ou par
relaxation déterministe. Nous avons présenté
également les méthodes de parallélisation de
ces algorithmes.

Notre résultat principal est un modele mar-
kovien hiérarchique et un algorithme de recuit
multi-température proposé pour la minimisa-
tion de I'énergie du modele hiérarchique. La
convergence de cet algorithme vers un opti-
mum global a été prouvé dans le cas général
ou chaque clique a sa propre loi de tempéra-
ture locale. Il reste quelques problemes ouverts
comme la relation entre les estimateurs MAP
du modele mono-grille et celui du modele hié-
rarchique. la mise en ceuvre du modele hié-
rarchique sur un ordinateur pyramidal et |'im-
plantation d'une méthode beaucoup plus ra-
pide pour I'estimation des parameétres.
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Sommaire

Nous avons étudié les trois étapes du traitement d’images bas niveau:

e Modélisation
e Optimisation

e Estimation des parametres

Pour la modélisation, nous avons étudié les différents problemes du traitement
d’'images dans un cadre commun appelé étiquetage d’images. Nous avons proposé de
résoudre ce probleme en utilisant les champs markoviens et 'estimation bayesienne.
L’avantage de la modélisation markovienne est de fournir un modele simple qui permet
de définir localement les informations a priori par des potentiels de clique. Un autre
avantage est que le comportement local des champs markoviens permet de mettre
en oeuvre des algorithmes paralleles. Malheureusement, 1'optimisation de la fonction
d’énergie exige un temps de calcul important. Pour éviter cet inconvénient, nous avons
proposé des modeles multi-grilles qui réduisent le temps de calcul.

En ce qui concerne [’optimisation, nous devons minimiser une fonction non-convexe
pour trouve l'estimateur MAP des étiquettes. Nous avons deux choix pour résoudre
ce probleme: soit par recuit simulé soit par relaxation déterministe. Les algorithmes
stochastiques convergent vers un minimum global mais exigent beaucoup de calcul.
Les méthodes déterministes sont plus rapides mais ne donnent qu’un minimum local.
La parallélisation des algorithmes est une autre possibilité pour améliorer le temps
d’exécution.

Dans les applications réelles, les parametres sont souvent inconnus, nous devons
donc les déterminer a partir des données. Nous avons proposé quelques algorithmes
itératifs et nous avons implanté un algorithme mono-grille et hiérarchique de segmenta-
tion non-supervisée. Les premiers résultats sont encourageants mais nous avons observé
que les algorithmes non-supervisés exigent plus de temps d’exécution que les méthodes
supervisées a cause de 'estimation des hyperparametres (3 and ) qui sont calculés
par recuit simulé dans I'implantation courante. Un autre point important est I'initia-
lisation des parametres gaussiens des classes. Nous avons remarqué que les méthodes
non-supervisées sont plus sensibles au bruit que les algorithmes supervisés. Ceci est di
a la mauvaise initialisation des parametres gaussiens.
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Résultats et problemes ouverts

Nos principals résultats sont un nouveau modele markovien hiérarchique et un recuit
multi-température proposé pour la minimisation de la fonction d’énergie. Le modele
hiérarchique est basé sur un modele hiérarchique proposé par Perez et al. : nous avons
utilisé le méme processus pour définir les grilles grossieres mais nous avons introduit
d’un nouveau schéma de communication inter-niveaux. Le modele obtenu est un champ
de Markov completement connecté sur toute la pyramide. Les nouvelles interactions
permettent de propager des interactions locales d’une facon plus efficace mais le modele
devient plus complexe et exige beaucoup plus de temps de calcul. Nous remarquons que
le modele a été mis en ceuvre sur une machine a connexions, qui n’est pas I’architecture
optimale pour les modeles pyramidaux. De meilleurs résultats peuvent étre obtenus,
sur une architecture pyramidale.

Un autre sujet intéressant peut étre I’étude de la relation entre I'estimateur MAP du
modele mono-grille et celui du modele hiérarchique. Un point souvent critiqué est que la
fonction d’énergie est définie sur toute la pyramide mais dans le résultat, uniquement le
plus bas niveau est pris en compte. Nous remarquons qu’une idée similaire a été utilisé
dans le modele de restauration de Geman et Geman: ils ont introduit un processus de
ligne, qui n’était pas utilisé dans le résultat final. Le modele hiérarchique permet de
travailler avec les cliques des pixels les plus éloignés pour un prix raisonnable.

Le recuit multi-température a été proposé pour résoudre le probleme d’optimisa-
tion du modele hiérarchique mais c’est un algorithme beaucoup plus général. En effet,
I’étude mathématique de ’algorithme est tres générale et ne suppose pas une structure
pyramidale. La convergence vers un optimum global a été prouvée dans le cas général
ou chaque clique a sa propre loi de température locale.

Les résultats présentés dans le Chapitre 4 ne sont que primaires.Il reste encore
beaucoup de travail a faire. Il y a deux problémes principaux qui doivent étre étudiés en
détail. Il faut trouver un algorithme plus efficace pour I'estimation des hyperparametres,
par exemple une approximation par les champs moyens [60, 84]. Un autre probléeme &
étudier est l'initialisation des parametres gaussiens.
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ABSTRACT

a common framework, called image labeling, where the problem is reduced to assigning labels to pixels. Our

approach is probabilistic, using Markov Random Fields (MRF) and Bayesian estimation, in particular Maximum
A Posteriori (MAP) estimation. The advantage of MRF modelization is that a priori information can be “coded” locally
through clique potentials. We also discuss pyramidal MRF models, which reduce the computing time and increase the
quality of final results. Parameter estimation is an important problem in real-life applications in order to implement
completely data-driven algorithms. We apply some methods to the estimation of monogrid model-parameters and
propose a new algorithm for the hierarchical model. The preliminary results are encouraging but there is still a lot of
work to do.

r | \ he main concern of this thesis is Markovian modelization in early vision. We consider low level vision tasks in

All MRF models result in a non-convex energy function. The minimization of this function is done by Simulated
Annealing or deterministic relaxation. We also discuss the possible parallelization techniques of optimization algorithms.

Our main result is a new hierarchical MRF model and a Multi-Temperature Annealing algorithm proposed for the
energy minimization of the model. The convergence of the MTA algorithm has been proved towards a global optimum
in the most general case, where each clique may have its own local temperature schedule. There are still some open
problems such as the relation between monogrid and hierarchical MAP estimates, implementing the hierarchical model
on a pyramidal computer, or looking for a faster parameter estimation method.

Keywords: computer vision, early vision, Markovian model, multiscale model, hierarchical model, parallel combinato-
rial optimization algorithm, multi-temperature annealing, parameter estimation.

RESUME

Nous considerons ces problemes dans un cadre générale, appellé étiquetage d’images, ou le probleme consiste

a attribuer des étiquettes aux pixels. Notre approche est fondée sur les champs de Markov et Iestimation
bayesienne, en particulier I’estimation de Maximum A Posteriori (MAP). L’avantage de la modelisation markovienne
est de fournir un modele simple qui nous permet de définir les informations a priori par des potentiels locaux. Nous
présentons aussi les modeéles pyramidaux qui réduisent le temps de calcul et améliorent le résultat final. L’estimation des
parametres est un autre probléeme important pour les applications réelles. Nous appliquons quelques méthodes connues
a lestimation de paramétres du modele monogrille et proposon des nouveaux algorithms d’estimation pour le modeéle
hiérarchique. Les premiers resultats sont satisfaisantes mais il reste beaucoup de travail a faire sur le sujet.

D ans cette theése, nous nous intéressons aux modeéles markoviens appliqués aux problémes de vision pré-attentive.

Tous les modeles markoviens nécessitent la minimisation d’une fonction d’énergie non-convexe. Nous avons deux
choix pour résoudre ce probléme: soit par recuit simulé soit par relaxation déterministe. Nous discutons la possibilité
de paralleliser ces algorithmes.

Notre principal résultat est un modele markovien hiérarchique et un algorithme de récuit multi-température (MTA)
pour la minimisation de la fonction d’énergie du modele hiérarchique. Pour le MTA | nous avons prouvé la convergence
vers un minimum global dans le cas le plus général ol chaque clique a sa propre loi de température. Il reste quelques
problémes ouverts comme la relation entre les valeurs estimées au sens du MAP pour les modeéles monogrille et hiérar-
chique, 'implantation de l'algorithme MTA sur une architecture pyramidale ou bien la mise en ceuvre une méthode
beaucoup plus rapide pour 'estimation de parameétres.

Mots clefs: vision par ordinateur, vision pré-attentive, modelisation markovien, modele multiéchelle, modele hiérar-
chique, algorithmes d’optimisation massivement paralléles, recuit multi-température, etimation de parameétres.
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