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1. Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

Legyen adott egy A négyzetes matrix. Adjuk meg a \ szamot és az & # 0 vektort ugy,

hogy
Az = \x (1)

legyen. Ezt nevezziik az A matrix sajatérték egyenletének. Itt X\ az A matrix sajdtértéke,
x pedig a sajdtvektora. Egy hasonlé definiciéval értelmezheté a baloldali sajatérték és
sajatvektor is:

y' A=yl

A tovéabbiakban csak az egyenletet fogjuk vizsgalni, mivel a bal oldali sajatérték
visszavezethet6 a jobb oldalira. Ezen definiciéhoz tovabbi fontos fogalom kapcsolodik. Az
els6 a A\(A)-val jelolt mdtriz spektruma, ami a sajatértékeinek a halmaza, a masodik pedig
a spektralsugara, ami a legnagyobb abszolutértékl sajatértékének abszolutértéke, azaz:
p(A) = max{|A| : A € A\(4)}.

Megadhaté egy szemléletes geometriai értelmezése a sajatértéknek és a sajatvektornak.
Az (1)) egyenletiink bal oldaldn az A métrix egy geometriai transzformaciés matrix. Ez
azt jelenti, hogy ez példdul egy forgatdst, eltolast vagy skéldzast (esetleg komplexebb,
az elobbiekbdl Osszerakott egyéni transzformaciot, pl. skalazast és forgatast egyszerre,
vagy valami egyéb linedris transzformaciot, példaul nyirdst) ir le. Amennyiben ezzel a
matrixszal beszorzunk valamilyen vektort, az annyit tesz, mintha alkalmaznank ezt a
transzforméaciot a vektorra.

Ez az egyenlet tehat azt fejezi ki, hogy az egyes sajatvektorok iranyaba esé vektorokat
a transzformacié egyszertien megnyujtja a sajatértékeknek megfelelen.

A sajatértékeket, sajatvektorokat meghatdrozhatjuk az
(A=X)x =0 (2)

homogén linedris egyenletrendszer megoldasdval. Ennek pontosan akkor van a nullvek-
tortol kiilonbozo megoldéasa, ha az A — A\l maétrix szingularis. Emiatt a sajatértékeket
leirja a

det(A — AI) =0 (3)

egyenlet. Ennek a bal oldalan levé n-edfoku polinomot az A matrix karakterisztikus
polinomjénak nevezziik (példat latunk mindjart erre is). A matrix karakterisztikus poli-
nomjanak gyokei lesznek a matrix sajatértékei.

Az . abran lathatunk egy 7' transzforméciét (amely egy tengelyes tiikrozés), ennek
sajatvektorait, illetve sajatvektorokon elvégzett transzformaciokat. Azt is észrevehetjiik,
hogy az elvart viselkedést tanusitja, azaz egy szdmmal valdé skaldzassal azonos a

sajatvektorok iranyaban torténo transzformécié.



w=(-1,1)
Tv)=v=(1,1)

T tiikkrozési tengelye

1. Abra.: A T transzformdcio, és sajatvektorai

0 1
A T-hez tartozé A matrix a kovetkezo: (1 O). A fenti egyenlettel hatarozzuk

meg a sajatértékeit:

1 A -2 1
det(A — M) = det 0 - 0 = det =
10 0 A 1 =X

=N _1l=0= )\ =16és \y = —1.

A hozza tartozé sajatvektorok pedig a ([2)) egyenlet megolddsaként keletkeznek. Ezeket

minden \ értékre el kell végezni:

01 Ao 0 [z —n 1 (2

Behelyettesitve A\; = 1-et:



Egyenletrendszeres forméaban:

—V a2V =0

:vgl) — xgl) =0

Ezen jol latszik, hogy az els6 egyenlet nem fliggetlen a méasodiktol, tehat barmely

értéket vélaszthatok x1-nek (ekkor ugyanannyi lesz xo is). Az dbrédhoz hilen most marad-

xgl) B 1
xél) 1)

A X esetében hasonlé a helyzet, de ott x§2) = —méQ) jon ki, ami azt jelenti, hogy a

junk az 1-nél, tehéat

sajatvektorok elemei egymads ellentettjei. Tehat a —1-hez tartozé sajatvektorok felirhatok

(2)
:'Cl , , _1
, példaul: .
<—wé”> ' ( 1 )

2. Matrixok sajatértékeinek algoritmikus meghatarozasa

a kovetkezo forméaban:

A sajatértékszamitas egyik kulcsfogalma a hasonlésdg, amelyre a numerikus

modszereinket is épitjik.

Definicié 2.1. Legyen A tetszoleges mdatriz, T pedig tetszoleges requldaris madtriz. Az
A T'AT

hozzdrendelést hasonldsagi transzformdcionak nevezzik. Azt mondjuk, hogy A hasonlé a

B midtrizhoz (jelben: A ~ B), ha létezik olyan reguldris T mdtriz, hogy B = T—AT.
Tétel 2.1. Legyenek A, B € C"*" tetszédleges matrixok.

1. Ha A ~ B, akkor sajdatértékeik megegyeznek.

2. Ha A ~ B és A egy sajatvektorrendszere {uy,us, ..., u,} akkor B eqy sajdtvektor-

rendszere folirhatd {vy,va,...,v,} formdban, ahol v; = T 'u; barmely 1 < j <mn

esetén.

Abbdl, hogy az A és a B matrix sajatértékei megegyeznek, még nem kovetkezik, hogy
hasonlék is.
Mivel 6tod- vagy magasabb-fokd polinomra nincs megoldéképlet, igy ennek a gyokeit

valamilyen kozelito algoritmussal kell meghatarozzuk. Erre két médszert néziink meg.
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2.1 LR transzformacio

Az LR transzformacié egy, az LR felbontason alapulé médszer, amely egy matrixsorozatot
ad meg. Ezzel a matrixsorozattal meghatdarozhatdak A sajatértékei.

Az eljaras az A; = A métrixbdl indul, és a kovetkez6 két 1épésbdl all:

Ak - LkRk7
Apy1 = RiLy.

Tehat az aktualis matrixot felbontjuk egy alsé-és egy fels6triangularis matrixra, majd
a kovetkez6 iteracié matrixat ezek forditott sorrendben valé Gsszeszorzasaval kapjuk. Az
Ly, alsé haromszogmatrix foatléjaban egyesek vannak.

Legyen Ty, = L1 Ly ... Ly és Uy = Ry Ry_1 ... Ry. Ekkor érvényes a kovetkezo
Segédtétel 2.1. Ha minden k = 1,2, ... indexre létezik a fent definidlt A, mdtrixz, akkor

1. Ak = (L1L2 e Lk_l)flAl(Lng Ce Lk—l) = Tk__llAlTk_l (Z/gy tehdt az A = Al matrix

hasonlé mindegyik Ag-hoz) és
2. Ak = T,U,.

Fontos tehat, hogy minden lépésben az A-hoz hasonlé matrixot allitunk el6, ami azt

jelenti, hogy az A, matrix sajatértékei megegyeznek az eredeti A matrix sajatértékeivel.

Tétel 2.2. (Az LR transzformdcid konvergencia-tétele) Ha az A wvalds négyzetes mdtrix
teljesiti az alabbi feltételeket:

1. az Ay = LRy trianguldris felbontas létezik minden k > 1-re,

2. az A sajatértékeit alkalmasan indexelve érvényes |[Ai| > |Xo| > ... > |Ay] > 0

(amibdl adddik, hogy A reqularis és sajatértékei mind valdsak és egyszeresek), és

3. megadhatd az A mdtrizot diagonalizdld olyan X mdtriz, amellyel eqyrészt X AX =
D = diag(Ai, Mg, ..., M), mdsrészt létezik mind az X = LR, mind az X~ = LR

trianguldris felbontds, akkor az {Ax}, {Rk} €s az {Ly} mdtriz sorozatok mind kon-

vergensek:
Al ox ... %
0 )\2 Ce *
lim Ay = lim R = | és lim L, =1
0 0 An



Az els6 két sorozat tehat egy olyan matrixhoz tart, amelynek féatlojaban az A matrix
sajatértékei vannak nagysag szerint rendezve.

Az LR algoritmus megvalésitasahoz barmilyen felbontdst hasznalhatunk, ami egy alsé
és egy fels6triangularis matrixra bontja fel az eredeti A martixot. Ennek ellenére az
algoritmus legfébb hatranya, hogy még erds feltételek teljesiilése esetén is eléfordulhat,

hogy valamely k-ra az A, matrix nem bonthaté fel LRy alakban.

2.2 QR-algoritmus

A leggyakrabban alkalmazott sajatértékszamité moddszer az ortogonalis-triangularis
folbontast felhasznald QR-algoritmus. Ehhez az A; € R™*"™ matrixbdl kiindulva képezziik

az

Ak = QkRk
Ak—l—l = Rka

rekurziv definiciéval adott { Ay } méatrixsorozatot. Mivel tetsz6leges Aj, métrix ortogonalis-
triangularis folbontasa létezik, a sorozat tagjai barmely A matrix esetén képezhetok
tetszoleges QR faktorizacios eljaras felhasznalasaval. A kapott matrixsorozat legfontosabb

tulajdonsagait a kovetkezo segédtételben foglaljuk Ossze.

Segédtétel 2.2. Legyenek Vi, = Q1Qs...Qk ortogondlis és U, = RipR,_1... Ry felsd

trianguldris mdtrizok. Ekkor bdarmely k > 1-re igaz

1 Ak = (Q1Q2 ... Q)T A1(Q1Q2 ... Qr) = VI A1V, vagyis az Ay mdtriz hasonld

Ay-hez (hiszen VI = V7', mert V. is ortogondlis), tovdbbd
2. AY = V,Uy.

Ahogy az el6zében, itt is egy fontos tulajdonsag, hogy a QR-algoritmus minden
lépésében a kiindulasi matrixhoz hasonlé matrixot kapunk, tehat sajatértékeik mege-

gyeznek.

Tétel 2.3. (A QR-algoritmus konvergencia-tétele) Ha az A; € R™™ madtriz teljesiti az
alabbi feltételeket:

1. az Ay sajatértékeit alkalmasan indexezve || > [Aa| > ... > |A\y| >0

2. megadhato az Ai-et diagonalizdlo olyan X mdtrix, amellyel

XA X =D =diag(A, g, ..., \n);



tovdbbd létezik az X~' = LR trianguldris félbontds, akkor a QR-algoritmus dltal

generdlt { Ay} mdtrizsorozat konvergens:

/\1 * *
0 )\2 *
0 0 ... A\

A QR algoritmus elénye, hogy barmely matrix esetén eléallithaté annak ortogonélis-
trianguléris felbontésa, viszont a fenti tétel alapjan lathato, hogy a konvergenciat itt sem

minden matrix esetén tudjuk biztositani.

3. Gersgorin korok

Tétel 3.1. (Gersgorin). Az A mdtriz dsszes sajdtértéke benne van a

K; = {ZEC:|Z—CLii| < Z |aik|}

k=1,ki

korok K = U} | K; egyesitésében.
Példa. Vegyiik a kovetkezo matrixot:

—1 1 v
A=1 2 442 1
1 0 2—43

Itt a kovetkezo koroket tudjuk felirni:
Ki=]z4+1<|[l|4+ il =K =|2+1] <2

Ko=|z—(4+42)<24+1=>Ky=|z— (44+2i)| <3

Ky=|z—(2-4i) <1
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2. Abra.: A Gersgorin korok és a benniik levo sajatértékek

Tehat a korok kozéppontjait a féatlobeli elemekbol kapjuk, mig a sugarakat az adott

sorban 1év6 elemek abszolit értékeinek Osszegeibdl. Az A sajatértékei:
A = —1.1542 4 0.0272:

A2 = 4.3452 + 1.8526¢
Az = 1.8089 — 3.8798¢

Ha &abrazoljuk a koroket a komplex szamsikon, akkor tényleg latszik, hogy a

sajatértékek benne vannak a korok egyesitésében | Abra).
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