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1. Polinomok

Definicié 1.1. A komplex szdmok teste feletti eqgyvdltozos polinomok olyan p(z) = agx™ +
a x4 ap_1x + ay, alaki kifejezések, aholn > 0,m € Z szdm (tehdt nemnegativ

egész), valamint ag, .. .,a, € C.

A tudoméanyos szamitasokban fontos szerepe van a polinomoknak. A segitségiikkel
bonyolultabb fiiggvényeket tudunk kozeliteni, valamint konnyt O6ket derivalni és in-

tegralni, tovabbd nem nehéz kozeliteni a zérushelyeiket (gyokeiket).

1.1 Horner-elrendezés
A polinomok hatékony kiértékelésére a Horner-elrendezés hasznalatos. Ez egyszertien a
polinom atalakitasa a

p(z) = (... ((apx + ar)x + ag)x + -+ + ap_1)x + a,

alakra. A miiveleteket értelemszeriien balrdél jobbra, a miiveleti sorrendnek megfelelGen
kell elvégezni. Ez a séma a polinom kiértékelés idejét lecsokkenti n darab szorzasra és n

Osszeadésra.

Példa. Vegyiik a p(z) = 22* — 423+ 522 + 12 polinomot, és értékeljiik ki az 2 = 4 helyen,
azaz szamoljuk ki p(4)-et.

Megoldas. Készitsiik el eloszor a Horner-alakjat a fenti polinomnak. Figyeljiink arra,
hogy a polinom 1 hatvédnyon levé valtozdjahoz tartozé egyiitthaté 0 (azaz van egy Oz'
tag). A Horner-alak tehdt:

p(z) = (((2z —4)xz + 5)x + 0)x + 12.
Ezutan ide helyettesitsiik be az x = 4-et, igy

p(4) = (((2-4—4)-4+5)-4+0)-4+12 = 348.

1.2 Ruffini sorozat

A Horner-elrendezés kiszamitasahoz hasonld a szamitogépen konnyen implementéalhato,
helyhez tartozé Ruffini sorozat:

b[) = Qg
bk = bk_li' + ag,

ahol k =1,...,n.



Tétel 1.1. Jeldlje q(x) = box™ 1 +byx" 2+ -+ b, 0w +b,_1 a by sorozat elemeivel felirt
n — l-edfoku polinomot. Ekkor

L. p(x) = (x = &)q(x) + bn,

A Ruffini-sorozat kiszamolasat a kovetkez6 tablazatos elrendezés segiti:

Qo ay a9 e Ap—1 Qp
o boﬂ?o bl.CEO c bn_Ql’O bn_lxo
bo bl = bOLL’Q + aq bg = blxo +as | ... bn,1 = bn,QIO + Apn_1 bn = bn,11’0 + ay

A tablazatot oszloponként balrdl jobbra haladva toltjiik ki. Az els6 sor és oszlop ismert
a megalkotds pillanataban. A megoldast ezek alapjan az utolsé oszlop utolsé celldja fogja

adni.

Példa. Legyen a vizsgalt polinom p(r) = 22*+ 23 — 822+ 3z + 3. Szdmoljuk ki az értékét
Ruffini-sorozattal az o = 2 helyen.

Megoldas.
CLOZQ (11:1 a2:—8 (13:3 a4:3
Ty = 4 10 4 14
by = 2 5 2 7 17
p(z) = (v —2)(22% + 52% + 22+ 7) + 17
q(z) = 22° + 50 + 20 + 7
Kiirva:

by =boxgt+a; =2-2+1=05,
62:b1x0+a2:5-2—8:2,
b3:b2I0+CL3:2'2+3:7,

b4:b3$0+a4:2'7+3:17.



2. Filggvénykozelités

Azt a feladatot, melynek célja adott (z;,v;), ¢ = 1,2, ..., m pontpér sorozathoz eléallitani
egy olyan f(z) fiiggvényt, amely egy elére adott fiiggvényosztélyba tartozik, és az x; alap-
pontokban a hozzajuk tartozo y; értéket veszi fel, interpoldcionak nevezzik. Attdl fiiggben,
hogy a keresett f(z) fliggvényt, milyen fiiggvényosztalyban keressiik, illetve milyen egyéb
kritériumokat tamasztunk vele szemben, sokféle interpoldciés moddszert definialhatunk.
Ha ez a fliggvény polinom, akkor polinominterpoldciorél beszéliink.

Az interpolacio szé maésik jelentése az, hogy a kozelito fiiggvény segitségével az eredeti
f(z) figgvény értékét egy olyan Z pontban becsiiljiik az interpoldlé p(x) polinom p(&)

helyettesitési értékével, amelyre
T € [min(zq, 2o, . .., T,), max (T, Ta, ..., Ty)].

Ha ezzel szemben

T & [min(zy, e, ..., T,), max(xy, Ta, ..., Ty)]

teljestl, akkor extrapoldciorol van szo.

2.1 Lagrange interpolacio

Abban az esetben hasznaljuk, ha polinommal szeretnénk kozeliteni egy fliggvényt. Ennél
a modszernél feltessziik, hogy az alappontok paronként kiilonbozok, ami jogos, és ilyenkor
adott z-re nem mehet 4t a fliggvény két y = f(z) értékhez tartozé ponton. A mddszer
egy n alappontbdl allé sorozatot egy n — 1-edfoki polinommal kozelit.

Az interpolécids feltételeket a kovetkezd mdédon adhatjuk meg n alappont esetén:

n—1

k .
E arr; =y, 1 =1,...,n.

k=0

Ez egy linearis egyenletrendszert hatdroz meg a keresett a; egyiitthatokra vonatkozodan,

és pont egy Vandermonde-métrixszal irhatoé le:

2 n—1

1 2y 27 - o ag Y1
2 n—1

I my x5 -+ x5 ay Y2
2 n—1

1 z, Xy, Xy, An—1 Yn



A Vandermonde-matrixokra érvényes, hogy

1z 22 o
1 2y 2 - ah?
det | =~ | =TT =),
T i
1 z, 22 - 2!

Ebbdl adédik, hogy amennyiben az interpolacios alappontok paronként kiillonbozok, akkor

pontosan egy n— 1-edfoku interpolédcios polinom létezik, amely az adott pontokon dthalad.

A Lagrange interpolacié az interpolalé polinomokat

pal@) = > S (@) Lifa)

alakban adja meg, ahol

Ll(l'): H Z“—ij _ (x_xl)(x_xQ)"'(x_Ii—1)<x_xi+1)"'<l’—xn)

L m— (e a0 — ) (5~ 2ie) = @) (@ )

egy pontosan n — 1-edfoku polinom.
Léathatjuk, hogy miért: ha x helyére x;-t helyettesitiink L;(z)-be, akkor minden kiejt
mindent, mivel ugyanazok lesznek a szamldléban mint a nevezében, igy L;(z;) = 1.
Viszont ha L;-ben x helyére z;-t helyettesitiink, ahol 7 # j, akkor fenn a szdmlaléban
lesz egy (x —x;) tényezd, ami 0, és mivel igy van a szorzatban egy 0 tag az L;(z;) = 0 lesz.
Emiatt a fenti 6sszeg minden i-re p,(z;) = f(z;) alaki lesz tényleg, azaz az igy eldéllitott
polinomunk ugyanazt az értéket fogja felvenni az alappontokban, mint az eredeti kozeliteni

kivant fliggvény.

Példa. Legyen adott 4 alappont: (—1,2),(0,0),(1,4),(4,0). Keressiik a p3(z) harmad-

foku interpoléacids polinomot.

Az alappontok tablazatba rendezve:

x -110]1
ps(x) | 204

Hatérozzuk meg az L;(z) polinomokat:




(o4 1)(z—0)(z —4)
L) = =oa =g
(4 1)(z—-0)(z—1)
L@ = i azoa-

frjuk fel az interpolalé polinomot:

p3(z) = 2Ly (x) + 0Lo(z) + 4L3(x) + 0Ly(z) =

23 — 522 +4x  x® — 3% —4x
_9 44 _
—10 —6

2 — 522+ 4 22° — 622 — Sx
a 5 a 3
_ —32° + 1527 — 122 — 102° + 302 + 40z
B 15
_ —132% 4+ 452> + 28z
15
13 28

_ 2.3 2 -
= 15:U + 3z +15x

Az . abra mutatja az alappontokat (piros csillagok), illetve a fentebbi, raillesztett

polinomot.
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1. Abra.: A Lagrange modszer altal létrehozott interpolaciés polinom.
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